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Vorrede. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer  Variabein  kann 
Ton  den  allerverschiedensten  Gesichtspunkten  ans  behandelt  werden, 
weil  sie  aufs  engste  mit  der  Arithmetik,  der  Algebra,  der  Funktionen- 
theorie  und  der  Geometrie  zusammenhangt;  auf  dieser  nahen  Beziehung 
zu  den  schönsten  und  tiefsten  Fragen  der  ganzen  Mathematik  beruht 
wohl  zum  Teil  der  eigentümliche  Beiz,  der  dieser  Disciplin  innewohnt, 
und  ihre  immer  wachsende  Bedeutung  für  die  Entwickelung  der  Gesamt- 
wissenschaft. 

Im  Laufe  der  letzten  vierzig  Jahre  hat  sich  aber  den  Forschern, 
zuerst  durch  die  Arbeiten  von  Weierstrafs,  Eronecker,  Dedekind 
und  Weber,  mehr  und  mehr  die  Überzeugung  aufgedrängt,  daft 
der  leichteste  und  sicherste  Eingang  in  diese  Theorie  durch  eine 
wesentlich  arithmetische  Betrachtung  der  rationalen  und  der  algebrai- 
schen Funktionen  gewonnen  werden  kann,  selbstverständlich  unter 
organischer  Einführung  der  hierher  gehörigen  Resultate  aus  der  Funk- 
tionentheorie, welche  ja  in  der  von  Weierstrafs  gegebenen  Darstellung 
selbst  arithmetischen  Charakter  besitzt. 

Bei  dieser  Problemstellung  erscheint  diese  Disciplin  nahe  ver- 
wandt mit  der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  und  mit 
derjenigen  der  algebraischen  Flächen;  aber  es  zeigt  sich,  dals  sie  die 
einfachste  und  einheitlichste  unter  ihnen  ist,  und  dals  ihre  Methoden 
vielleicht  noch  weiter  führen  und  tiefer  in  das  behandelte  Gebiet  ein- 
dringen, ab  dies  in  der  höheren  Arithmetik  und  in  der  Lehre  von  den 
algebraischen  Flächen  der  Fall  ist.  Beim  Vergleich  mit  der  zweiten 
Disciplin  findet  man  den  Grund  dieser  Erscheinung  einfach  darin,  dals 
die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  zweier  Variabein  in  wesent- 
lichen Punkten  noch  der  genaueren  Durchbildung  bedarf;  aber  auch 
für  die  zuerst  genannte,  viel  weiter  entwickelte  Theorie  kann  die 
Richtigkeit  unserer  Behauptung  aus  einer  Gegenüberstellung  ihrer 
Methoden  und  ihrer  Ziele  erschlossen  werden. 
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VI  Vorrede. 

In  der  höheren  Arithmetik  werden  die  algebraischen  Zahlen  einmal 
in  Bezug  auf  ihre  Teilbarkeit  untersucht  mit  Hilfe  der  Idealtheorie, 
zweitens  aber  werden  sie  in  Bezug  auf  ihre  Größe  betrachtet,  und  diese 
Fragen  fahren  auf  die  Theorie  der  Einheiten  und  im  weiteren  Umfange 
auf  die  Betrachtungen,  welche  man  nach  Minkowski  als  die  Geometrie 
der  Zahlen  bezeichnet.  Während  die  Resultate  dieser  beiden  arith- 
metischen Untersuchungen  sehr  ähnlich  sind,  erscheinen  ihre  Methoden 
völlig  verschieden.  Ferner  sind  diese  Untersuchungen  auf  das  Gebiet 
der  algebraischen  Zahlen  beschränkt,  während  sich  für  das  der 
transcendenten  Zahlen  bisher  noch  keine  allgemeinen  Methoden  er- 
geben haben. 

Dagegen  bedürfen  wir  in  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
zu  ihrer  vollständigen  Charakterisierung  innerhalb  des  allgemeinen 
Funktionengebietes  nur  des  Satzes,  dafs  sie  endlich  vieldeutig  sind  und 
in  der  Umgebung  einer  jeden  endlichen  oder  der  unendlich  fernen 
Stelle  algebraischen  Charakter  besitzen  Mit  Hilfe  des  Fortsetzungs- 
prinzips für  die  analytischen  Funktionen  erhält  man  so  eine  wunder- 
bar einfache  und  vollständige  Einsicht  in  die  Natur  einer  beliebig 
gegebenen  algebraischen  Funktion,  eine  völlig  strenge  Darstellung  der 
zugehörigen  Biemannschen  Kugelfläche,  und  eine  rein  arithmetische 
Charakterisierung  ihrer  Punkte  und  der  diesen  zugeordneten  Divisoren; 
genau  dieselbe  Einsicht  ergiebt  sich  aber  auch  für  alle  algebraischen 
Funktionen,  welche  rational  durch  die  gegebene  und  die  unabhängige 
Variable  ausdrückbar  sind,  d.  L  für  alle  Elemente  des  zugehörigen 
„Körpers"  oder,  was  ganz  dasselbe  ist,  für  alle  Funktionen  der  zu- 
gehörigen Biemannschen  Klasse.  Durch  eine  einfache  Ausdehnung  des 
Begriffs  der  Teilbarkeit  in  der  Zahlentheorie  gelangt  man  endlich  dazu, 
die  Gesamtheit  aller  algebraischen  Funktionen  jenes  Körpers  vollständig 
zu  beherrschen. 

Während  aber  die  höhere  Zahlentheorie  ihre  Aufgabe  mit  der 
Kenntnis  der  algebraischen  Zahlkörper  ab  gelöst  ansieht,  bildet  das 
entsprechende  Resultat  für  unsere  Theorie  nur  die  Grundlage  für  zwei 
sehr  viel  weiter  und  tiefer  gehende  Probleme,  von  denen  das  eine 
analytisch,  das  andere  geometrisch  ist.  Es  ergiebt  sich  nämlich  einmal 
unmittelbar  die  Aufgabe,  alle  diejenigen  analytischen  Funktionen  zu 
untersuchen,  deren  Ableitungen  nach  der  unabhängigen  Variabein  dem 
algebraischen  Funktionenkörper  angehören.  Da  wir  aber  die  Ableitungen 
jener  Funktionen  beherrschen  und  aufserdem  aus  dem  Charakter  der 
Ableitung  an  einer  Stelle  unmittelbar  auf  den  Charakter  der  Funktion 
schliefen  können,  so  ergiebt  sich  aus  den  zuerst  gefundenen  Resultaten 
sofort  eine  genaue  Erkenntnis  jener  Integralfunktionen,  der  sogenannten 
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Vorrede.  VII 

Abdachen  Integrale,  und  eine  naturgemäße  Einteilung  dieser  dem 
algebraischen  Körper  zugeordneten  einfachsten  Transcendenten.  Als 
die  beiden  wichtigsten  Resultate  dieser  weiteren  Theorie  erhalt  man 
so  rein  arithmetische  und  allgemein  giltige  Begründungen  des  so- 
genannten Biemann-Bochschen  Satzes  und  des  Abelschen  Theorems, 
durch  welche  auch  der  Weg  zu  den  Abelschen  Funktionen,  den 
Umkehrungsfanktionen  der  Abelschen  Integrale  bereitet  wird. 

Zweitens  kann  aber  die  zwischen  zwei  Funktionen  des  Körpers 
bestehende  algebraische  Gleichung  geometrisch  als  ebene  Kurve  gedeutet 
werden,  und  es  bietet  sich  so  die  reizvolle  Aufgabe  dar,  alle  dem 
Korper  zugehörigen  Kurven  zu  untersuchen.  Auch  hier  ergiebt  sich 
unter  Benutzung  der  Theorie  der  Teilbarkeit  eine  allgemein  giltige  und 
doch  auf  jede  noch  so  spezielle  Kurve  anwendbare  Theorie,  in  deren 
Mittelpunkte  die  Plückerschen  Formeln  in  ihrer  allgemeinsten  Fassung 
und  die  Analyse  der  Kurvensingularitaten  stehen. 

In  diesem  Umfange  ist  diese  Disciplin  in  dem  vorliegenden  Werke 
dargestellt;  wir  haben  uns  bemüht,  die  ganze  Theorie  und  alle  aus  ihr 
abzuleitenden  Folgerungen  ohne  jede  sogenannte  vereinfachende  Vor- 
aussetzung zu  begründen  und  nur  solche  Methoden  und  Definitionen 
zu  benutzen,  welche  auf  jeden  vorgelegten,  noch  so  speziellen  Fall 
anwendbar  bleiben,  und  zwar  so,  dafs  die  verlangten  Rechnungen  stets 
wirklich  ausgeführt  werden  können. 

In  Bezug  auf  den  Anteil,  welchen  die  beiden  Verfasser  an  diesem 
Werke  haben,  möchten  wir  nur  erwähnen,  dafs  der  Plan  und  die  An- 
ordnung des  Gesamtinhaltes  aus  langen  und  eingehenden  gemeinsamen 
Besprechungen  hervorgingen,  welche  uns  beiden  stets  eine  schöne  und 
wertvolle  Erinnerung  bleiben  werden;  die  genaue  Ausarbeitung  der 
zwanzig  ersten  Vorlesungen  ist  dagegen  durch  den  älteren,  die  der 
folgenden  durch  den  jüngeren  der  beiden  Herausgeber  erfolgt 

Für  die  Vergleichung  der  hier  gegebenen  Darstellung  dieser  Theorie 
mit  den  früheren  Methoden  verweisen  wir  auf  den  am  Ende  des  Buches 
gegebenen  ausführlichen  Bückblick. 

Bei  der  Redaktion  der  ersten  Hälfte  dieses  Buches  hat  uns 
Herr  Dr.  Oster,  bei  der  zweiten  und  dem  Sachregister  Herr  stud. 
Zymalkowski  in  dankenswertester  Weise  unterstützt;  ganz  besonderen 
Dank  aber  möchten  wir  Herrn  Professor  L.  Schlesinger  in  Elausen- 
burg  dafür  aussprechen,  dals  er  die  Druckbogen  des  ganzen  Werkes 
sorgfaltig  durchgesehen  hat;  sein  wertvoller  Bat  ist  uns  an  vielen 
Stellen  von  grofsem  Nutzen  gewesen.  Endlich  gilt  unser  Dank  der 
Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner,  die  unsere  Aufgabe  durch 
entgegenkommendes  Eingehen  auf  unsere  Wünsche,  und  die  bei  ihr 
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wohlbekannte  Sorgfalt  im  Druck  und  in  der  Ausstattung  wesentlich 
erleichtert  hat. 

Möchte  eB  uns  gelungen  sein,  unser  Interesse  und  unsere  Liebe 
fttr  dieses  schone  Gebiet  mathematischer  Forschung  unseren  Lesern 
mitzuteilen;  wir  würden  darin  einen  reichen  Lohn  für  mehrjährige 
Arbeit  erblicken. 

Berlin  und  Heidelberg, 
den  10.  Mai  1902. 

K.  Hensel.    G.  Landsberg. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Inhaltsverzeichnis. 


Saite 

Enter  Teil«    Ausbreitung  der  algebraischen  Funktionen  auf  der 

Riemannschen  Flache 1—115 


Erste  Vorlesung 1—12 

Der  Körper  K(z)  der  rationalen  Funktionen.  —  Untersuchung  der 
Gröfsen  des  Körpers  in  der  Umgebung  einer  Stelle  p0.  —  Die  Einheits- 
funktionen für  eine  Stelle.  —  Nullstellen  und  Pole.  —  Die  Ordnungs- 
zahlen. —  Ausbreitung  der  Funktionswerte  auf  der  Horizontalebene 
und  auf  der  Kugelnache.  —  Der  einem  Punkte  entsprechende  Prim- 
divisor p0.  —  Kongruenzen  für  eine  Potenz  von  p0.  —  Entwickelung 
der  rationalen  Funktionen  in  Potenzreihen.  —  Eindeutigkeit  dieser 
Entwickelung.  —  Der  Hauptteil  einer  Funktion  für  eine  Stelle.  — 
Konvergenz  der  Potenzreihen  in  der  Umgebung  der  Stelle  p0.  — 
Untere  Grenze  für  die  Konvergenzradien  auf  der  Kugelnache. 

Zweite  Vorlesung 18—24 

Untersuchung  der  rationalen  Funktionen  auf  der  ganzen  Kugel- 
nache ft.  —  Die  Divisoren.  —  Ihre  Analogie  mit  den  Divisoren  der 
Zahlentheorie.  —  Die  den  Funktionen  des  Körpers  zugehörigen  Divi- 
soren. —  Die  Zerlegung  der  rationalen  Funktionen  in  Partialbrüche. 

—  Fundamentalsätze  aus  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen.  — 
Funktionenelement.  —  Analytische  Fortsetzung.  —  Eindeutige  und 
mehrdeutige  Funktionen.  —  Grenzstellen.  —  Ein  Satz  über  die  Koeffi- 
zienten der  Potenzreihen.  —  Der  wahre  Konvergenzbereich  für  das 
Element  einer  analytischen  Funktion.  —  Die  charakteristische  Eigen- 
schaft der  Funktionen  des  Körpers  K(z). 

Dritte  Vorlesung 25— »8 

Die  algebraischen  Funktionen  von  z.  —  Untersuchung  derselben  für 
einen  gegebenen  Wert  von  z.  —  Die  Gleichungsdiskriminante.  — 
Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen  in  der  Umgebung  einer 
regulären  Stelle.  —  Berechnung  der  Koeffizienten  der  n  Funktionen- 
elemente. —  Beweis  der  Konvergenz  jener  Reihen.  —  Untere  Grenze 
des  Konvergenzbereiches  für  das  ganze  reguläre  Gebiet. 

Vierte  Vorlesung 89—62 

Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen  in  der  Umgebung  einer 
beliebigen  regulären  oder  kritischen  Stelle.  —  Bestimmung  der 
Anfangsglieder  der  zu  einer  Stelle  gehörigen  Potenzreihen.  —  Kon- 
struktion des  zu  einer  Stelle  gehörigen  Diagramms.  —  Folgerungen. 

—  Aufstellung  der  zu  einem  Anfangsgliede  gehörigen  Potenzreihe. 


Digitized  by 


Google 


X  Iiihaltsverzeichnis. 

Seite 

Fünfte  Vorlegung 65—77 

Die  Reihen  i*^  «*„  .  . .  un  schreiten  nach  steigenden  Potenzen  des 
Linearfaktors  (*  — «)  fort.  —  Der  irreguläre  und  der  reguläre  Teil 
der  Reihen  ur  —  Die  n  Wurzeln  der  Kongruenz  f(u)  =  0.  —  Die 
Reihen  u(  stellen  die  n  Gleichungswurzeln  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (£=»<*)  dar.  —  Untere  Grenze  für  den  Konvergenzbereich  aller 
Reihen  ur  —  Anwendungen. 

Sechste  Vorlesung 78—86 

Abhängigkeit  der  Potenzreihen  u(p)  von  der  Stelle  p.  —  Fortsetzung 
eines  Funktionenelements  u(p)  über  das  reguläre  Gebiet  der  Kugel- 
flache.  —  Abhängigkeit  des  Endwertes  von  dem  durchlaufenen  Wege. 

—  Änderung  eines  Elementes  u(p)  beim  Umlauf  um  einen  kritischen 
Punkt. 

Siebente  Vorlesung 87—102 

Fortsetzung  eines  Funktionenelementes  u(p)  auf  der  zerschnittenen 
Horizontalebene  $  und  auf  der  zerschnittenen  Kugelfläche  Ä.  — 
Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  der  Funktionen  u  für  diese  Bereiche.  — 
Fortsetzung  der  n  konjugierten  Elemente  <tA($)  auf  den  n  zerschnittenen 
Kugelflächen  ÄÄ.  —  Die  zugehörigen  Elemente  in  den  kritischen 
Punkten.  —  Über  den  Wert  der  n  Funktionen  uh($)  am  Rande  der 
Kugelflächen  ÄA.  —  Vereinigung  der  n  Flächen  ÄA  zu  einer  Riemann- 
schen  Kugelfläche.  —  Die  regulären  und  die  Verzweigungspunkte  der 
Riemannschen  Kugelfläche. 

Achte  Vorlesung 108 — 116 

Die  rationalen  Funktionen  8t  (t^, ...  un)  der  n  Gleichungswurzeln.  — 
Umläufe  und  Substitutionen.  —  Die  Substitutionsgruppen.  —  Die 
Bedingungen  dafür,  daüs  eine  Funktion  22(1^, .. .  un)  eine  rationale 
Funktion  von  z  ist.  —  Zusammenhängende  und  nicht  zusammen- 
hängende Riemannsche  Kugelflächen.  Irreduktible  und  reduktible 
Gleichungen.  —  Durch  eine  irreduktible  Gleichung  wird  eine  einzige 
analytische  Funktion  definiert.  —  Der  Körper  Kfau).  —  Die  auf 
der  Riemannschen  Fläche  bis  auf  polare  Unstetigkeiten  regulären 
analytischen  Funktionen  sind  die  Funktionen  des  Körpers  2T(*,tt) 
und  keine  anderen. 

Zweiter  Teil.    Der  Körper  algebraischer  Funktionen 116—208 

Neunte  Vorlesung 116—140 

Untersuchung  der  Größen  des  Körpers  K(z,u).  —  Norm  und  Spur. 

—  Darstellung  aller  Grölsen  von  K(zy  u)  durch  eine  Basis.  —  Die  zu 
einem  Systeme  (tj(1),  . . .  rfn))  gehörige  Matrix  und  ihre  Determinante. 

—  Systeme  mit  der  Determinante  Null.  —  Theorie  der  Matrizen; 
Addition  und  Multiplikation  derselben.  —  Die  Elementarsysteme.  — 
Hauptsätze  über  die  reciproken,  die  konjugierten  und  die  komplemen- 
tären Systeme.  —  Beziehung  zwischen  zwei  Basissystemen  für  den 
Körper  Kfau).  —  Die  Unterkörper  von  ITfou),  die  zugehörigen 
Riemannschen  Kugelflächen  und  ihre  Verzweigungspunkte. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Inhaltsverzeichnis.  XI 

Seit« 
Zehnte  Vorlesung 141—167 

Die  Ordnungszahlen.  —  Die  Frimdivisoren.  —  Die  algebraischen 
Divisoren.  —  Die  Grundregeln  für  das  Rechnen  mit  Divisoren.  — 
Die  ganzen  nnd  gebrochenen  Divisoren.  —  Der  gröfste  gemeinsame 
Teiler  von  Divisoren.  —  Die  den  Elementen  von  K{z,  u)  zugeordneten 
Divisoren.  —  Die  algebraischen  Einheiten  oder  Konstanten.  —  Jede 
algebraische  Funktion  besitzt  gleich  viele  Null-  und  Uhendlichkeits- 
stellen. 

Elfte  Vorlesung 168—178 

Die  Moduln  des  Körpers  K(z,u).  —  Äquivalente  Basissysteme.  — 
Elementartransformationen.  —  Die  Zerlegung  der  Transformationen 
in  elementare.  —  Untersuchung  der  Funktionen  eines  Moduls  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  (*»«).  —  Der  Teiler  einer  algebraischen 
Funktion  für  eine  Stelle  (*«<*).  —  Normale  Basissvsteme.  —  Jedes 
Basissystem  ist  einem  normalen  äquivalent. 

Zwölfte  Vorlesung 174—187 

Die  Determinantenteiler  einer  Matrix.  —  Ihre  Unveränderlichkeit  bei 
umkehrbaren  ganzen  Transformationen.  —  Die  Elementarteiler.  — 
Die  Elementarteiler  eines  Normalsystems  sind  mit  den  Kolonnenteilern 
identisch.  —  Bestimmung  der  Verzweigungspunkte  der  Riemannschen 
Flache  aus  den  Elementarteilern  einer  beliebigen  Basis. 

Dreizehnte  Vorlesung 188—203 

Berechnung  der  Verzweigungsordnungen  für  die  zu  einer  gegebenen 
Gleichung  gehörige  Kugelfläche.  —  Direkte  Bestimmung  des  ersten 
und  zweiten,  sowie  des  letzten  und  vorletzten  Determinantenteilers. 

—  Anwendungen:  Die  binomischen  Gleichungen  n*«1  Grades.  Die 
Verzweigung  der  allgemeinen  zweibl&ttrigen,  dreiblättrigen  und  vier- 
blättrigen Riemannschen  Flächen. 

Dritter  Teil.    Die   algebraischen  Divisoren  und    der   Riemann- 

Bochsche  Satz 204—864 

Vierzehnte  Vorlesung 204—221 

Die  Ideale  des  Körpers  K(z,u)  und  ihre  einfachsten  Eigenschaften. 

—  Die  Fundamentalsysteme  für  ein  Ideal.  —  Transformation  einer 
beliebigen  Basis  in  ein  Fundamentalsystem  für  das  Ideal  (2).  — 
Folgerungen:  Die  einem  algebraischen  Divisor  zugeordneten  Funk- 
tionen des  Körpers.  —  Die  charakteristischen  Eigenschaften  des 
Fundamentalsystems  für  ein  Ideal  und  die  Bestimmung  des  zu- 
gehörigen Divisors.  —  Die  Determinante  eines  Fundamentalsystems 
für  ein  Ideal.  —  Der  Verzweigungsteiler.  —  Die  ganzen  algebraischen 
Funktionen  des  Körpers. 

Fünfzehnte  Vorlesung 222—235 

Aufsuchung  aller  linear  unabhängigen  Multipla  eines  gegebenen 
Divisors.  —  Folgerungen:  Die  Verzweigungszahl  einer  Riemannschen 
Kugelfläche  ist  stets  eine  gerade  Zahl.  —  Die  komplementären  alge- 


Digitized  by 


Google 


Xu  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

braischen  Systeme.  —  Ihre  Grnndeigenschaften.  — .  Die  Elementar- 
teuer  komplementärer  Systeme.  —  Die  komplementären  Fundamental- 
systeme und  die  zugehörigen  komplementären  Divisoren.  —  An- 
wendungen. 

Sechzehnte  Vorlesung 236—249 

Die  eindeutige  Transformation  des  Körpers  K(z,u)  in  einen  anderen 
K(x,  y)  bei  beliebiger  Annahme  der  unabhängigen  Variabein.  —  Die 
einer  Variabein  x  zugehörige  Riemannsche  Kugelfläche  fftx  und  ihr 
Verzweigungsteiler  g^.  —  Die  Punkte  .der  Flächen  9t,  und  8fcÄ  nebst 
ihren  Umgebungen  entsprechen  sich  eindeutig.  —  Invariante  Definition 
der  Punkte  $,  ihrer  Umgebung  und  der  Ordnungszahlen.  —  Alle 
Kugelflächen  fRÄ  des  Körpers  K  sind  zusammenhängend,  die  zu- 
gehörigen Gleichungen  also  irreduktibei 

Siebzehnte  Vorlesung 250—268 

Die  Divisorenklassen.  —  Die  Haupt-  oder  Einheitsklasse.  —  Die 
Komposition  der  Klassen.  —  Der .  Integritätsbereich  einer  Klasse.  — 
Lineare  Darstellung  aller  ganzen  Divisoren  einer  Klasse  durch  ein 
linear  unabhängiges  System.  —  Anwendung:  Reduktion  des  Körpers 
K(z,  u)  auf  eine  möglichst  niedrige  Ordnung.  —  Das  Geschlecht  des 
Körpers.  —  Bestimmung  aller  Multipla  eines  Divisors  &  innerhalb 
einer  beliebigen  Divisorenklasse  JB.  —  Die  Klassen  vom  Teiler  $ 
und  die  primitiven  Klassen. 

Achtzehnte  Vorlesung 269 — 286 

Die  Integralfänktionen  co  rationaler  Differentiale.  —  Die  logarith- 
mischen Stellen  derselben.  —  Die  Residuen.  —  Die  Vieldeutigkeit 
der  Integralfunktionen  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche.  —  Änderung 
der  Integrationsvariabein.  —  Der  zu  einem  rationalen  Differentiale 
gehörige  Differentialteiler.  —  Die  zu  dem  Körper  K(z)  gehörige 
Differentialklasse.  —  Beziehung  der  Integralfunktion  zu  ihrem  Diffe- 
rentialteiler. —  Die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.  —  Ab- 
hängigkeit der  Integrale  es  vom  Integrationswege.  —  Anwendung  der 
Eulerschen  und  der  Cauchyschen  Integraldefinitionen  auf  die  Funk- 
tionen co.  —  Die  Periodizitätsmoduln  der  Integrale  od.  —  Die  Summe 
aller  Residuen  eines  rationalen  Differentials  ist  stets  gleich  Null. 

Neunzehnte  Vorlesung 287 — 806 

Die  Integralfänktionen  algebraischer  Differentiale  oder  die  Abelschen 
Integrale.  —  Ihre  logarithmischen  Stellen.  —  Die  Residuen  der  alge- 
braischen Differentiale.  —  Der  zu  einem  Abelschen  Integrale  gehörige 
Differentialteiler.  -—  Das  Geschlecht  des  Körpers  Kfau).  —  Die  zu 
dem  Körper  K{z,u)  gehörige  DifferentialklasseTF.  —  Die  Fundamental- 
aufgäbe  in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale  und  ihre  vollständige 
Lösung.  —  Anwendung:  Aufstellung  eines  vollständigen  Systems  von 
unabhängigen  Integralen  erster  Gattung.  —  Die  Anzahl  derselben  ist 
dem  Geschlechte  des  Körpers  K{z,  u)  gleich.  —  Der  Riemann-Rochsche 
Satz.  —  Folgerungen:  Bestimmung  eines  vollständigen  Systems  un- 
abhängiger Integrale  mit  gegebenen  Unstetigkeitsbedingungen. 


Digitized  by 


Google 


Inhaltsverzeichnis.  Xm 

Seite 

Zwanzigste.  Vorlesung 807—819 

Die  Elementarintegrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung.  —  Die 
Differentialklasse  (TP)  ist  primitiv.  —  Es  giebt  keine  Integrale, 
welche  nur  an  einer  Stelle  und  zwar  logarithmisch  unendlich  werden. 

—  Die  Elementarintegrale  zweiter  und  dritter  Gattung.  —  Die  all- 
gemeineren Integrale  zweiter  Gattung.  —  Jede  Divisorenklasse  (WW) 
ist  primitiv,  sobald  9fc  irgend  ein  ganzer  Divisor  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  ist.  —  Jedes  Abelsche  Integral  ist  auf  eine  einzige 
Weise  als  Summe  ven  Elementarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung  darstellbar.  —  Funktionen  des  Körpers  mit  gegebenen  Polen. 

Einundzwanzigste  Vorlesung 820—842 

Perioden  eines  Abelschen  Integrals.  —  Verschiedenes  Verhalten  der 
Körper  mit  verschwindendem  und  mit  positivem  Geschlecht.  — 
AnalvBis  situs.  —  Einfach  und  mehrfach  zusammenhängende  Flächen. 

—  Verwandlung  der  letzteren  in  einfach  zusammenhängende  Flächen 
durch  Querschnitte.  —  Ordnung  des  Zusammenhanges  der  Riemann- 
schen  Fläche.  —  Abelsche  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
bei  beschränktem  und  uneingeschränktem  Verlaufe  des  Integrations- 
weges. —  Die  Summe  der  Residuen  eines  Abelschen  Differentials  ist 
gleich  Null.  —  Bestimmung  der  Abelschen  Integrale  durch  ihre  Un- 
steidgkeiten. 

Zweiundzwanzigste  Vorlesung 848—864 

Normierung  der  Integrale  durch  Angabe  eines  Teiles  der  Perioden. 

—  Periodenrelationen  für  Integrale  erster,  zweiter,  dritter  Gattung. 

—  Die  Perioden  und  die  Integranden  der  Integrale  zweiter  und 
dritter  Gattung  als  Funktionen  der  Unstetigkeitspunkte.  —  Der  Satz 
von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei  den  Inte- 
gralen dritter  Gattung.  —  Der  Riemann-Rochsche  Satz  als  Folge 
der  Periodenrelationen. 


Yierter  Teil.    Die  algebraischen  Kurven  oder  Gebilde 865—482 

Dreiundzwanzigste  Vorlesung 866—896 

Algebraische  Kurven  oder  Gebilde.  —  Die  Gradzahlen  der  Kurve.  — 
Transformation.  —  Unendlich  ferne  Elemente  der  Kurve.  —  Mehr- 
fache Punkte  der  Kurve;  verschiedene  Definitionen.  —  Ein-  und 
mehrzweigige  Singularitäten;  Tangenten.  —  Aufzählung  der  ein- 
fachsten Singularitäten.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  oder  der 
Singularitäten.  —  Zerlegung  dieses  Divisors  in  seine  Elementar- 
bestandteile.  —  Wesentlicher  und  aufserwesentlicher  Teiler  der  Dis- 
kriminante  der  Kurvengleichung. 

Vierundzwanzigste  Vorlesung 897—419 

Auflösung  der  Singularitäten.  —  Erste  Methode.  —  Zweite  Methode. 
—  Funktionenringe.  —  Die  Bedeutung  des  Divisors  der  Doppelpunkte 
ffir  Funktionenringe.  —  Adjungierte  Kurven  und  Differentiale  erster 
Gattung.  —  Die  birationale  Transformation  als  allgemeinstes  Ab- 
bildungsprinzip  algebraischer  Kurven. 


Digitized  by 


Google 


XTV  Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

Ffinfundzwanzigste  Vorlesung 420 — 488 

Homogene  Gleichungen  und  Divisorenscharen.  —  Lineare  Transfor- 
mation. —  Schnittinirven.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  im 
projektiven  Sinne.  Seine  Darstellung.  —  Aronholdsche  Form  der 
Abekchen  Differentiale.  — •  Die  Bedeutung  des  Divisors  der  Doppel- 
punkte bei  dieser  Darstellung;  adjungierte  Kurven.  —  Der  Restsatz 
für  adjungierte  Kurven.  —  Korresidualit&t. 

Sechsundzwanzigste  Vorlesung 439—469 

Gleichungen  der  Kurve  in  Linienkoordinaten.  —  Die  Plückerschen 
Formeln  und  ihre  Verallgemeinerung.  —  Anwendung.  —  Eine  Divi- 
sorenschar der  Dimension  s  -f  1  besitzt  Verzweigungsdivisoren  der 
ersten,  zweiten,  .  . .  **«*  Ordnung  und  Tangentialkoordinaten  der 
ersten,  zweiten, . . .  (s  —  1)*«*  Ordnung. 

Siebenundzwanzigste  Vorlesung 460—482 

Raumkurven  und  Divisorenscharen.  —  Die  Divisoren  der  stationären 
Punkte,  Geraden  und  Ebenen.  Anzahlrelationen.  —  Hinreichende 
Bedingung  dafür,  dafs  eine  Funktion  des  KörperB  als  ganze  Funktion 
der  Koordinaten  der  Raumkurve  dargestellt  werden  kann.  —  Anzahl 
der  Bedingungsgleichungen,  welche  eine  durch  die  Raumkurve  hin- 
durchgelegte Fläche  erfüllen  mufs.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte 
einer  Raumkurve. 

Fünfter  TelL    Die  Klassen  algebraischer  Gebilde 483—662 

Achtundzwanzigste  Vorlesung 488 — 601 

Die  Hauptkurve  oder  die  Kurve  der  Differentiale  erster  Gattung.  — 
Sie  hat  keine  Doppelpunkte,  wenn  sie  nicht  hyperelliptisch  ist.  — 
Die  Verzweigungsdivisoren  der  Differentialklasse  und  die  Weierstrafs- 
Punkte.  —  Die  Ordnungszahlen  der  Funktionen  mit  einer  Unendlich- 
keitsstelle; additive  Moduln.  —  Die  Anzahl  der  Weientrafs- Punkte. 

—  Gruppe  der  Transformationen  des  Gebildes  in  sich.  —  Algebraische 
Gebilde  vom  Geschlechte  p  >  1  besitzen  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Transformationen  in  sich. 

Neunundzwanzigste  Vorlesung 602 — 627 

Projektionen  einer  Kurve  in  niedere  Räume.  —  Einfach  und  mehrfach 
überdeckte  Projektionskurven.  —  Die  Potenzen  der  Differentialklasse 
und  die  Darstellung  ihrer  ganzen  Divisoren.  —  Satz  von  Noether.  — 
Nicht-hyperelliptische  Körper  vom  Geschlechte  drei  und  vier.  —  Die 
beiden  verschiedenen  Arten  von  Körpern  des  Geschlechtes  vier.  — 
Normalgleichungen  und  Moduln. 

Dreifsigste  Vorlesung 628 — 689 

Klassen  algebraischer  Gleichungen;  ihre  Moduln.—  Normalgleichungen. 

—  Rationale,  elliptische,  hyperelliptische  Gebilde.  —  Zahl  ihrer 
Moduln.  —  Die  rationalen  und  elliptischen  Gebilde  besitzen  unendlich 
viele  Transformationen  in  sich.  —  Die  Zahl  der  Moduln  eines  all- 
gemeinen KOrpers  vom  Geschlechte  p  ist  gleich  8p  —  8. 


Digitized  by 


Google 


Inhaltsverzeichnis.  XV 

Seite 

Emunddreilsigste  Vorlesung 640—662 

Bestimmung  einer  Normalgleiohung  durch  die  Weierstrafs- Punkte.  — 
Zweiter  Beweis  des  Satzes,  dafs  algebraische  (Gebilde  vom  Geschlechte 
p>  1  nur  eine  endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sich  haben.  — 
Die  Singularitäten  des  durch  die  Normalgleichung  gegebenen  Ge- 
bildes. —  Anzahl  der  Moduln.  —  Ordinäre  und  spezielle  Körper.  — 
Funktionen  niedrigster  Ordnung  des  Körpers.  —  Körper,  welche 
Funktionen  dritter  Ordnung  enthalten.  —  Ihre  Normalgleichungen.  — 
Die  Zahl  ihrer  Moduln  hängt  von  zwei  Invarianten  ab. 

Setfester  Teil.    Algebraische  Relationen  zwischen  Abelsehen  Inte- 
gralen      668—698 

Zweiunddreüsigste  Vorlesung 668—676 

Die  PeriodizitätBeigenschaften  der  Abelschen  Integrale.  —  Ziel  und 
Plan  der  folgenden  Untersuchung.  —  Funktionen  mit  einer  Unendlich- 
keitBstelle  und  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung.  —  Ihre  Ordnungs- 
zahlen. —  Algebraische  Normierung  der  Fundamentalintegrale  mit 
keiner  oder  einer  Unstetigkeitsstelle.  —  Allgemeine  Integrale  zweiter 
Gattung.  —  Lrreduktible  Systeme  und  Fundamentalsysteme  für  die 
allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Dreiunddreifsigste  Vorlesung 677 — 698 

Das  Integral  dritter  Gattung  mit  zwei  beliebigen  Unstetigkeitsstellen. 

—  Durch  Differentiation  nach  einem  Parameter  erhält  man  das 
Integral  zweiter  Gattung  mit  einem  beliebigen  Pole  erster  Ordnung. 

—  Differentiale  zweiter  Gattung,  welche  Vertauschung  von  Parameter 
und  Argument  gestatten.  —  Durchführung  der  Rechnung  für  den 
Vertauschungssatz  beim  hyperelliptischen  Gebilde. 

Yierunddreifsigste  Vorlesung  .    .    . 699 — 618 

Aufstellung  sämtlicher  Differentiale  zweiter  Gattung,  welche  Ver- 
tauschung von  Parameter  und  Argument  gestatten.  —  Der  Ver- 
tauschungssatz für  die  Integrale  dritter  Gattung  in  seiner  allgemeinsten 
Form.  —  Der  Vertauschungssatz  für  die  Integrale  zweiter  Gattung. 

—  Der  Vertauschungssatz  für  Integra tionewege,  die  sich  schneiden.  — 
Charakteristik  zweier  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche.  — 
Charakteristik  zweier  Periodenwege.  —  Geschlossene  Wege,  für  welche 
die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  verschwinden, 
zerlegen  die  Riemannsche  Fläche  in  zwei  getrennte  Teile. 

FunfunddreifsigBte  Vorlesung 614—646 

Einteilung  der  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche  in  Klassen.  — 
Die  Hauptklasse.  —  Geschlossene  und  ungeschlossene  Wege.  — 
Addition  und  Subtraktion  von  Wegen.  —  Linear  abhängige  und  un- 
abhängige Periodenwege.  —  Der  Rang  eines  Systems  von  Perioden.  — 
Fundamentalsysteme  von  Periodenwegen.  —  Notwendige  und  hin- 
reichende Bedingungen  für  abhängige  und  unabhängige  Systeme.  — 
Die  Charakteristikenform.  —  Bilineare  Formen;  ihre  Transformation. 

—  Transformation  ganzzahliger  alternierender  Formen  durch  ganz- 
zahlige Substitutionen.  —  Kanonische  Zerschneidung  der  Riemann- 
schen Fläche. 


Digitized  by  VjOOQIC 


XVI  Inhaltsverzeichnis. 

Saite 

SechBunddreifsigste  Vorlesung 646—664 

Die  Periodenrelationen  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung.  — 
Weierstrafssche  und  RiemannBche  Form  der  Periodenrelationen.  — 
Lineare  Transformation  der  Perioden.  —  Die  Perioden  der  Integrale 
zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funktionen  der  Unstetigkeitspunkte. 

—  Primfunktionen.  —  Zerlegung  der  Funktionen  des  Körpers  in 
Primfunktionen. 

Siebenunddreifsigste  Vorlesung 666—698 

Das  Abelsche  Theorem  als  Additionsprinzip  der  Integrale.  —  Durch- 
führung der  Rechnung  für  die  Elementarintegrale  der  drei  Gattungen. 

—  Die  Bedeutung  des  Abelschen  Theorems  in  seiner  allgemeinsten 
Gestalt.  —  Zusammenhang  mit  der  Klasseneinteilung  der  Divisoren. 

—  Die  zwei  aus  dem  Abelschen  Theorem  sich  ergebenden  Reduktions- 
probleme. —  Lösung  der  ersten  Aufgabe.  —  Lösung  der  zweiten 
Aufgabe.  —  Spezialfälle.  —  Das  Umkehrproblem  der  Abelschen 
Integrale. 


Achtunddreifsigste  Vorlesung 694—702 

Die  historische  Entwickelung  der  Theorie  —  Abels  und  Jacobis 
Untersuchungen  und  das '  Umkehrproblem.  —  Cauchys  und  Puiseux* 
Untersuchung  über  den  Wertverlauf  der  Funktion.  —  Riemanns 
Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  —  Moderne  Theorieen.  —  Die 
funktionentheoretiBche  Methode  von  Weierstrafs.  —  Die  geometrischen 
Methoden  von  Clebsch  und  Gordan,  Brill  und  Noether.  —  Die  arith- 
metische Methode  von  Dedekind  und  Weber. 

Sachregister 703-707 


Digitized  by 


Google 


Erste  Vorlesung. 

Der  Körper  K(z)  der  rationalen  Funktionen.  —  Untersuchung  der  Gröfsen  des 
Körpers  in  der  Umgebung  einer  Stelle  n0.  —  Die  Einheitsfunktionen  für  eine 
Stelle.  —  Nullstellen  und  Pole.  —  Die  Ordnungszahlen.  —  Ausbreitung  der  Funk- 
tionswerte auf  der  Horizontalebene  und  auf  der  Kugelfläche.  —  Der  einem 
Punkte  entsprechende  Primdivisor  to0.  —  Kongruenzen  für  eine  Potenz  von  to0.  — 
Entwickelung  der  rationalen  Funktionen  in  Potenzreihen.  —  Eindeutigkeit  dieser 
Entwickelung.  —  Der  Hauptteil  einer  Funktion  für  eine  Stelle.  —  Konvergenz 
der  Potenzreihen  in  der  Umgebung  der  Stelle  p0.  —  Untere  Grenze  für  die 
Konvergenzradien  auf  der  Kugelfläche. 


Bevor  wir  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  der 
Variabein  z  eingehen,  sollen  die  rationalen  Funktionen  von  *  untersucht 
werden,  und  zwar  zunächst  mit  rein  arithmetischen  Hülfsmitteln. 
Dieser  einfachste  Fall  bietet  uns  Gelegenheit,  diejenigen  arithme- 
tischen Prinzipien  auseinander  zu  setzen,  welche  in  dem  höheren  Gebiete 
der  algebraischen  Funktionen  ebenfalls  zum  Ziele  führen  werden. 

Es  sei  z  eine  komplexe  Variable,  welche  fähig  ist,  alle  reellen 
und  komplexen,  endlichen  und  unendlichgroßen  Werte  anzunehmen. 
Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  b, 

1)  2=F(z), 

mit  beliebigen  konstanten  reellen  oder  komplexen  Koeffizienten.  Sie 
aHe  bilden  einen  in  sich  abgeschlossenen  Bereich,  dessen  Individuen 
sich  durch  die  vier  elementaren  Rechenoperationen  wiedererzeugen; 
denn  offenbar  ist  die  Summe,  die  Differenz,  das  Produkt  und  der 
Quotient  von  zwei  rationalen  Funktionen  wieder  eine  solche.  Nach 
dem  Vorgange  von  Herrn  Dedekind  nennen  wir  einen  solchen  in  sich 
abgeschlossenen  Bereich  einen  „Körper"  und  bezeichnen  ihn  im  vor- 
liegenden Falle  durch  ÜT(i).  Wir  wollen  im  folgenden  gleich  die 
ganzen  und  gebrochenen  Funktionen  des  Korpers  K(t)  gemeinsam 
untersuchen,  denn  die  ersteren  unterscheiden  sich  von  den  letzten  nur 
ganz  unwesentlich  durch  die  Eigenschaft,  dafs  sie  allein  für  unendlich 
grofee  Werte  von  z  unendlich  werden;  wir  werden  auch  den  Begriff 

Heniel  u.  Landiberg,  algtbraisohe  Funktionen  etc.  X 
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der  Teilbarkeit  einer  Funktion  durch  eine  andere  so  fassen,  dafs  er 
gleich  auf  alle  Gröfsen  des  Bereiches  K(z)  und  nicht  blofs  auf  die 
ganzen  Funktionen  Anwendung  findet.    Eine  gebrochene  Funktion 

soll  echt  gebrochen  heifsen,  wenn  der  Nenner  g(z)  von  höherem 
Grade  ist  als  der  Zähler  f(z),  unecht  gebrochen,  wenn  der  Nenner 
von  gleichem  oder  niedrigerem  Grade  ist  als  der  Zähler. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Werte  aller  Funktionen  Z  des  Körpers 
K(z)  für  einen  beliebigen  Wert  cc0  der  Variabein  z.  Jeden  Wert  (z  «=  cc^) 
der  Variabein  z  wollen  wir  eine  Stelle  im  Bereiche  von  z  nennen,  und 
zwar  eine  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle,  je  nachdem  a0 
einen  endlichen  Wert  besitzt  oder  unendlich  grofs  ist.  Jede  Gröfse  des 
Körpers  besitzt  dann  an  einer  solchen  Stelle  einen  eindeutig  bestimmten 
Wert,  der  Null,  unendlich  oder  eine  von  Null  verschiedene  endliche 
Zahl  sein  kann.  Man  findet  denselben  am  einfachsten,  indem  man, 
falls  cc0  endlich  ist,  Zahler  und  Nenner  von  Z  für  sich  nach  Potenzen 
von  z  —  a0,  falls  aber  oc0  unendlich  grofs  ist,  nach  Potenzen  von  —  ent- 
wickelt, indem  man  also  für  jer  —  of0  bezw.  —  die  neue  Variable  z'  ein- 

z 

führt  und  darauf  Zähler  und  Nenner  für  sich  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  zr  ordnet.  Hebt  man  sodann  die  höchste  im  Zahler  und 
Nenner  zugleich  enthaltene  Potenz  von  z1  fort,  so  erhält  man  in  den 
beiden  unterschiedenen  Fällen  für  Z  die  folgende  Darstellung: 

2a)  Z=(z  —  aüY = = > 

oder,  für  cc0=  00: 

2  b)  Z  =  (-) ^-, 

VK7+-+*,(7) 

wo  q  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  bedeutet,  und 
die  Anfangsglieder  a0,  b0  bezw.  a0,  bQ  von  Null  verschieden  sind.  Wir 
können  diese  Ausdrücke  kürzer  auch  folgendermaßen  schreiben: 

2c)  Z=(8~aoyE(0\ao)    bezw.    Z^(^Je{0\cx))} 

indem  wir  mit  E(z\a0)  bezw.  E(z\oo)  eine  sog.  „Einheitsfunktion 
für  die  betrachtete  Stelle",  d.h.  eine  rationale  Funktion  von  z  be- 
zeichnen, welche  sich  an  jener  Stelle  auf  die  endliche,  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  ^  bezw.  ^  reduziert. 
bo  b0 
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Jene  beiden  Ausdrücke  wollen  wir  im  folgenden  in  den  einen 
2d)  Z-(»-atfE(»\aJ 

zusammenfassen,  indem  wir  übereinkommen,  dafe,  falls  a0  unendlich 
ist,  der  Linearfaktor  s  —  a0  durch  —  ersetzt  werden  soll.  Jede  rationale 
Funktion  Z  des  Körpers  K(z)  kann  hiernach  für  eine  beliebige  Stelle 
(*  =  «„)  in  der  Form  (e  —  a0)9  E(&\a0)  dargestellt  werden.  Der 
Exponent  q  ist,  unabhängig  von  der  hier  benutzten  Herleitung,  als 

diejenige  Potenz  des  zugehörigen  Linearfaktors  e  —  a0  bezw.  —  charak- 

terisiert,  für  welche  der  Quotient —  eine  Einheitsfunktion  ist,  d.  h. 

sich  für  jer  =  or0  auf  eine  von  Null  verschiedene  endliche  Konstante  re- 
duziert. Ist  q  eine  positive  Zahl,  so  soll  die  Stelle  (0  =  cc0)  eine 
p-fache  Nullstelle,  ist  sie  negativ,  —  —  p,  so  soll  sie  eine  p-fache 
Unendlichkeitsstelle  oder  ein  Pol  Jp***  Ordnung  genannt  werden. 
Ist  q  ^>  0,  so  hat  Z  für  z  =  a0  einen  endlichen  Wert,  verhalt  sich  also 
an  dieser  Stelle  regulär. 

Für  die  weitere  Untersuchung  soll  der  zu  Z=  (0  —  aJfE(*[aJ 
gehörige  Exponent  q  als  die  Ordnungszahl  von  Z  für  die  Stelle 
(*  =  a0)  bezeichnet  werden.  Die  Ordnungszahl  ist  also  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  diese  Stelle  eine  Nullstelle  oder  eine  Unendlichkeits- 
stelle  von  Z  ist;  sie  ist  für  alle  und  nur  die  Funktionen  gleich  Null,  welche 
hier  den  Charakter  von  Einheitsfunktionen  haben.  Da  das  Produkt 
oder  der  Quotient  zweier  oder  mehrerer  Einheitsfunktionen  offenbar 
wieder  eine  solche  ist,  so  ergiebt  sich  zunächst  der  Satz: 

Die  Ordnungszahl  eines  Produktes  ist  gleich  der  Summe 
der  Ordnungszahlen  seiner  Faktoren;  die  Ordnungszahl  eines 
Quotienten  ist   gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen   von 
Zähler  und  Nenner. 
Eine  ganze  Funktion  des  nf**  Grades, 

f(z)  =  ane*  +  an-x*»-1  +  •  •  •  +  a0, 

besitzt  nur  für  die  Stelle  (a0  =  00)  eine  negative  Ordnungszahl  und  zwar 
ist  diese  =  —  w,  wie  aus  der  Darstellung 

,(.)-(i)-[0.+  a.-,!+...  +  %(I)-] 

*Ä(#|oo) 


-er 


unmittelbar  hervorgeht.    Andererseits  ist  die  Summe  ihrer  Ordnungs- 
zahlen für  alle  endlichen  Stellen  genau  =  n.    Denkt  man  sich  nämlich 

1* 
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f(z)  in  seine  gleichen  oder  verschiedenen  Linearfaktoren  zerlegt,  so  er- 
giebt  sich  ans  der  Darstellung 

für  jede  der  r  Nullstellen  a<  eine  Gleichung  von  der  Form: 

fifi-iz-apEWoi),  (*-l,2,...r) 

und  aus  dieser  folgt,  dafe  f(js)  an  der  Stelle  «<  die  positive  Ordnungs- 
zahl i/<  besitzt,  dafe  also  in  der  That  die  Summe  aller  dieser  Ordnungs- 
zahlen vt  +  vt  +  •  •  •  +  vr  —  n  ist.  Hieraus  erhalten  wir,  zunächst  für 
die  ganzen  Funktionen  von  *,  den  wichtigen  Satz: 

Die  Summe  der  Ordnungzahlen  einer  ganzen  rationalen 

Funktion  für  alle   endlichen  Stellen  und  die  unendlich  ferne 

Stelle  ist  stets  gleich  Null. 
Da  nun  jede  gebrochene  rationale  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzen 
Funktionen  dargestellt  werden  kann  und  da  die  Ordnungszahl  eines 
Quotienten  für  eine  jede  Stelle  gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen 
von  Zähler  und  Nenner  ist,  so  ist  auch  die  Summe  aller  Ordnungs- 
zahlen einer  beliebigen  rationalen  Funktion  Z  des  Körpers  K(z)  stets 
gleich  Null 

§2. 

Ordnet  man  jedem  endlichen  Werte  «0-=  |  +  fji  der  Variabein  z 
den  zugehörigen  Punkt  p0  in  der  komplexen  Zahlenebene  ©  zu,  so  erhalt 
man  genau  ebenso  viele  und  zwar  alle  im  Endlichen  liegenden  Punkte 
dieser  Ebene.  Dagegen  entspricht  dem  Werte  a0  —  <x>  bei  dieser  Zu- 
ordnung nicht  ein  einzelner  Punkt,  sondern  alle  unendlich  fernen  Punkte. 
Aus  diesem  Grunde  hat  man  sich  seit  Biemann  entschlossen,  als 
Grundlage  für  die  geometrische  Repräsentation  der  Werte  einer  ratio- 
nalen Funktion  neben  der  unendlich  ausgedehnten  Horizontalebene  (S  die 
Oberfläche  einer  Kugel  Ä  mit  dem  Durchmesser  1  zu  wählen,  auf 
welcher  alle  im  Endlichen  liegenden  Punkte  p0  jener  Ebene  durch  eine 
einfache  Konstruktion  eindeutig  abgebildet  werden  können,  wahrend 
allen  unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene  nur  ein  einziger  Punkt  der 
Eugel  entspricht  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  einen  beliebigen 
Durchmesser  00'  der  Eugel  ft  und  bezeichnen  den  ersten  Endpunkt  0 
als  den  Nordpol,  den  zweiten  0'  als  den  Südpol  derselben.  Legt 
man  nun  diese  Eugel  mit  0  von  der  unteren  Seite  tangierend  an  den 
Koordinatenanfangspunkt  der  Horizontalebene  ©  und  verbindet  ftla/lnjin 
jeden  Punkt  p0  von  @  mit  dem  Südpole  0'  durch  eine  gerade  Linie,  so 
schneidet  jede  dieser  Verbindungslinien  die  Kugel  in  einem  und  nur  einem 
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Punkte  p0,  welche  als  das  Bild  von  p0  angesehen  werden  kann. 
Labt  man  aber  den  Punkt  p0  von  @  auf  irgend  einem  Wege  ins  Un- 
endliche gehen,  so  wandert  sein  Bild  p0  auf  der  Engel  nach  dem  Süd- 
pole und  fallt  mit  diesem  zusammen,  wenn  p0  im  Unendlichen  liegt, 
denn  wenn  man  irgend  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene  mit  0' 
verbindet,  so  wird  die  Verbindungslinie  eine  Tangente  in  0',  das  Bild 
Punktes    fallt 


also  mit  O  zusammen. 
Es  entspricht  dem- 
nach jedem  unendlich 
fernen  Punkte  der 
Horizontalebene  der 
eine  Punkt  0\  und 
dieser  kann  somit 
das  Bild  aller  un- 
endlich fernen 
Punkte  der  Hori- 
zontalebene ge- 
nannt werden,  Denkt 
man  sich  in  0'  eine 
Lichtquelle  und  die 
Kugel  ß  durchsich- 
tig, so  sind  die 
Punkte  p0  der  Ebene 
C  einfach  die  Schat- 
ten ihrer  Bilder  pQ  auf 
der  Kugel;  das  Bild 

einer  geschlossenen  Kurve  auf  der  Horizontalebene  ist  dann  eine  ge- 
schlossene Kurve  auf  der  Kugelfläche.  Denkt  man  sich  um  einen  be- 
liebigen Punkt  p0  in  GS  eine  kleine  geschlossene  Kurve  beschrieben, 
so  ist,  falls  jener  Punkt  im  Endlichen  liegt,  das  Bild  der  Kurve  eine 
kleine  geschlossene  Kurve,  welche  das  Bild  von  p0  umgiebt;  ist  jene 
geschlossene  Gurve  in  ©  speciell  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  p0, 
so  lehren  die  einfachsten  geometrischen  Betrachtungen,  dafs  ihr  Bild 
auf  der  Kugel  ebenfalls  ein  Kreis  um  p0  ist.  Denkt  man  sich  endlich 
um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene  einen  Kreis  mit  sehr  grolsem 
Badius  beschrieben,  so  ist  sein  Bild  ein  kleiner  Kreis,  welcher  0', 
das  Bild  der  unendlich  fernen  Punkte,  umgiebt.  Wir  werden  im 
folgenden  immer  direkt  mit  der  Kugel  Ä  und  ihren  Punkten  p0 
operieren,  nachdem  wir  diese  ein  für  alle  Male  den  Punkten  ~pQ  der 
Horizontalebene    und  damit   den  komplexen  Zahlen   cc0=%  +  Tji  ein- 
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deutig  zugeordnet  haben.  .Eine  beliebig  gegebene  Gröfse  Z=F(z) 
des  Korpers  K(/s)  besitzt  dann  in  jedem  Punkte  p0  der  Kugel- 
fläche ft  eine  ganz  bestimmte  Ordnungszahl  q,  welche  durch  die 
Gleichung  Z—  (*  —  a$E(ß  \  a0)  eindeutig  fixiert  ist. 

Wir  wollen  nun  jedem  Punkte  p0  der  Kugelflache  ft  einen 
„Divisor"  zuordnen,  welcher  ebenfalls  durch  p0  bezeichnet  werden 
möge,  und  zwar  soll  die  Teilbarkeit  von  Z  im  Bereiche  von  p0  durch 
diesen  Divisor  durch  den  folgenden  Satz  charakterisiert  werden: 

Eine  Punktion  Z  enthält  im  Bereiche  von  p0  genau  die  e*e 
Potenz  des  zugeordneten  Divisors  p0  oder  sie  ist  durch  die 
Potenz  po  teilbar,  wenn  sie  in  dem  zugehörigen  Punkte  J\>  die 
Ordnungszahl  q  besitzt  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  Z  in  der 
Umgebung  des  Punktes  p0  die  Form  hat 

z= (*- «,,/£(*  |«0), 

falls  *  —  a0  den  zu  p0  gehörigen  Linearfaktor  bedeutet. 

Diese  Definition  gilt  stets,  mag  q  positiv  oder  negativ  oder  Null 
sein,  und  mag  der  Punkt  p0  das  Bild  eines  im  Endlichen  oder  im 
Unendlichen  liegenden  Punktes  der  Horizontalebene  sein;  nur  mufs  im 
letzten  Falle  natürlich  der  Linearfaktor  z  —  a0  durch  den  entsprechenden 
—  ersetzt  werden.  Ferner  sieht  man,  dafs  Z  den  Divisor  p0  dann  und 
nur  dann  in  einer  positiven  Potenz  enthält,  wenn  Z  in  dem  zugehörigen 
Punkte  p0  verschwindet,  dagegen  ist  Z  durch  eine  negative  Potenz 
von  p0  teilbar,  wenn  jene  Funktion  in  pQ  unendlich  wird;  endlich 
reduziert  sich  Z  in  p0  auf  eine  endliche  von  Null  verschiedene 
Konstante,  wenn  Z  genau  durch  die  nullte  Potenz  von  p0  divisibel  ist.  ' 
Man  erkennt  ferner,  dafs  es  genau  ebensoviele  Divisoren  p0  giebt, 
wie  Punkte  p0  auf  der  Kugelfläche  Ä  vorhanden  sind.  Die  so  de- 
finierten Divisoren  p0  besitzen  nun  hinsichtlich  der  Funktionen  Z  alle 
Eigenschaften  der  Primzahlen  in  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie,  und 
zwar  beruht  dies  auf  dem  folgenden  selbstverständlichen  Satze: 

Ein  Produkt  ZZ*  ist  nur  dann  durch  einen  Divisor  p0  teil- 
bar, wenn  mindestens  einer  seiner  beiden  Faktoren  p0  enthalt. 
Soll  nämlich  für  e  =  a0  das  Produkt  ZZf  verschwinden,  so  mufs 
mindestens  einer  der  beiden  Faktoren  gleich  Null  sein,  oder  was  dasselbe 
ist,  den  Divisor  p0  enthalten.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir  die 
Divisoren  p0  mitunter  auch  als  Primfaktoren  bezeichnen. 

Zwei  Funktionen  Z,  Z1  sollen  für  den  Divisor  pg  kongruent 
heifsen,  wenn  ihre  Differenz  Z—Z9  mindestens  durch  p£  teilbar, 
wenn    also  Z—Z9  an    der    zugeordneten   Stelle  p0    der   Kugelfläche 
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mindestens  von  der  (>ten  Ordnung  ist.  Es  sei  nun  eine  Funktion  Z 
an  der  Stelle  p0  genau  von  der  p*0*  Ordnung;  dann  reduziert  sich  der 

Quotient für  g  =*  <*0  auf  eine  endliche,  von  Null  verschiedene 

Konstante  A^,  welche  durch  Entwicklung  von  Zahler  und  Nenner  jenes 
Quotienten  nach  Potenzen  von  z  —  <r0  gefunden  werden  kann;  diese 
Eigenschaft  soll  durch  die  Gleichung 


U-«oA  ^ 


ausgedrückt  werden.    Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dafc  sich  der  Quotient 

{*-**)* 

für  z  =  a0  auf  -4^  —  J?=  0  reduziert,  dafs  also  die  im  Zähler  stehende 
Differenz  eine  rationale  Funktion  ist,  welche  in  p0  mindestens  von  der 
(g  +  l)*"1  Ordnung  ist.  Mit  Hülfe  der  soeben  gegebenen  Definition 
kann  diese  Thatsache  durch  die  Kongruenz 

Z=^(*-«0)<  (mod.^+1) 

ausgedrückt  werden.  Behandelt  man  jetzt  die  rationale  Funktion 
Z  —  Aq(z  —  a^fy  welche  den  Divisor  py1  enthalt,  genau  ebenso  wie 
vorher  die  durch  p£  teilbare  Funktion  Z  selbst,  so  ergiebt  sich  die 
weitere  Kongruenz 

Z=  Ai(z  -  «o)<  +  4,+ri*  -  ao)<+1  (mod.  pl+t), 

und  durch  analoges  Fortschliefeen  erhält  man  allgemein  für  jede  noch 
so  hohe  Potenz  p*  die  Kongruenz 

Z=Ai,(0--aoy+A<,+1(0--aoy+1  +  .  •  •  +Am-i{m-  a^'1      (mod.  tf  ), 

in  welcher  die  konstanten  Koeffizienten  A9,  -4?+i, . . .,  AM—i  auf  die 
angegebene  Weise  direkt  gefanden  werden  können.  Jede  rationale 
Funktion  Z  des  Körpers  K{z)  kann  also  für  eine  beliebig  hohe 
Potenz  p*  als  Modul  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden,    welche 

nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  z  —  a0  (bezw.  —  j 

fortschreitet  und  höchstens  eine  endliche  Anzahl  negativer  Glieder 
besitzt. 

Diese  Entwickelung  ist  offenbar  eindeutig.    Bestände  nämlich  für  Z 
eine  zweite  Kongruenz: 

Z=4,(e-«oy+ 4,+1(g-  «0)ff+1  +  •  •  •  +J!M-1(*-a0)'1-1     (mod.tf), 
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so  würde  unter  der  Voraussetzung  a  ^  q  die  Subtraktion  der  ersten 
von  der  zweiten  die  weitere  Kongruenz 

0  =  (^~^)(^-cr0)a+...  (mod.tf) 

ergeben,  in  welcher,  falls  ö  <  q  ist,  die  Koeffizienten  Ao> . . .,  -4^— 1 
der  ersten  Entwickelung  durch  0  zu  ersetzen  sind,  und  diese  Kongruenz 
kann  offenbar  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  allgemein  A^^Ai  ist,  wenn 
also  die  beiden  Entwickelungen  identisch  sind.  Die  hiermit  als  eindeutig 
erwiesene  Entwickelung  soll  die  Entwickelung  von  Z  für  die 
Stelle  p0  heifsen,  und  wir  können  nunmehr  sagen:  Z  besitzt  in  p0 
die  Ordnung  q,  wenn  die  zu  jener  Stelle  gehörige  Entwickelung  mit 
(0  —  a^f  beginnt. 

Ist  für  die  betrachtete  Stelle  die  Ordnungszahl  negativ,  so  beginnt 
die  Entwickelung  von  Z  für  diese  Stelle  mit  einer  endlichen  Anzahl 
negativer  Potenzen.     Das  Aggregat  dieser  Potenzen, 


^1-1 


bezw.  für  cr0  =  00: 

soll  der  „Hauptteil"  der  Funktion  für  die  betrachtete  Stelle  genannt 
werden.  Dieser  ist  für  eine  ganze  Funktion  offenbar  gleich  Null,  falls 
a0  endlich  ist,  für  die  Stelle  a0=oo  dagegen  fallt  er  mit  der  Funktion 
selbst  nach  Weglassung  ihres  konstanten  Gliedes  zusammen. 


Die  für  die  Funktion  Z  gegebene  Entwickelung  hat  noch  eine 
andere  Bedeutung.  Wird  sie  nämlich  genügend  weit  fortgesetzt,  so 
konvergiert  sie  innerhalb  einer  gewissen  endlichen  Umgebung  der 
Stelle  p0  auf  der  Kugelflache  und  stellt  den  Wert  der  rationalen 
Funktion  Z  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  für  alle  diejenigen 
Punkte  p  der  Kugelfläche  dar,  welche  in  jenem  um  p0  abgegrenzten 
Konvergenzbereiche  gelegen  sind.  Zum  Beweise  nehmen  wir  Z  wieder 
in  der  Form 

Z=(s-a0y 


1) 


an,  wo  /*(*)  und  g(e)  in  p0  nicht  verschwinden,  so  dafe 
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§  3.    Untersuchung  der  Funktionen  Z  in  der  Umgebung  einer  Stelle  p0.       9 

beide  von  Null  verschieden  sind.  Diesen  Brach  können  wir  aber  in 
der  Form  schreiben: 

laj  Z ^ ^ > 

indem  wir 

lb)  Z0 ^ 

setzen.  Ans  dieser  Darstellung  (la)  folgt  für  alle  Werte  von  sf,  für 
welche  |  Z0  |  <  1  ist,  dafs: 

ist,  und  die  rechte  Seite  kann  somit  in  eine  konvergente  Potenzreihe 
entwickelt  werden,  welche  für  diese  Werte  der  Variabein  den  Wert  von 
Z  darstellt  Ordnet  man  nun  Z  nach  steigenden  Potenzen  von  0  —  %7 
was  ja  gestattet  ist,  so  erhalt  man  modnlo  pf  eine  nach  Potenzen  von 
b  —  a0  fortschreitende  Potenzreihe,  und  diese  mufe,  da  es  nur  eine 
solche  giebt,  mit  der  vorher  gefundenen  abereinstimmen. 

Durch  die  Bedingung  |  Z0  |  <  1  wird  aber  auf  der  Kugelfläche  Ä 
stets  ein  endlicher  Bereich  um  den  betrachteten  Punkt  p0  abgegrenzt. 
In  der  That  folgt  nämlich  aus  der  Relation 

\Z0\£ j-j-j , 

wenn  |  z  —  a0 1  =  p0,  |  b0  |  «  ß0  gesetzt  und  mit  ß  eine  Zahl  bezeichnet 
wird,  welche  gröfser  ist,  als  die  gröfste  der  Zahlen  |  b0 1,  |  bt  |,  |  b%  |, . . .,  |  bv  |, 

1  ol  h        ' 

and  hieraus  für  ?0<1: 

die  Bedingung  |Z0|<1  ist  daher  erfüllt,  wenn  9o^  a  +  ß  ,  also 
a  fortiori,  wenn: 

angenommen  wird,  und  wegen  ß  >  ß0  ist  dann  von  selbst  q0  <  1.  Für 
jede  im  Endlichen  liegende  Stelle  cc0  wird  nun  durch  die  Bedingung 

2)  l*-«.l<|r 

eine  endliche  Umgebung  auf  der  Horizontalebene  @,  mithin  auch  auf 
der  Kugelfläche  ft  abgegrenzt,  innerhalb  deren  also  jene  Entwicklung 
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von  Z  den  Wert   dieser  Funktion  für  jeden  Nachbarpunkt   darstellt 
Für  a0  —  <x>  dagegen  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung 


2a) 


<A        B-\.\>% 


der  Radius  12  eines  um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene  be- 
schriebenen grofsen  Kreises,  aufserhalb  dessen  die  zugehörige  Ent- 
wickelung,  wie  im  vorigen  Falle,  gleichmäfsig  konvergiert  und  den 
Wert  der  Funktion  darstellt;  da  aber  das  Bild  dieses  grofsen  Kreises 
ein  den  Südpol  01  der  Kugel  &  umgebender  kleiner  Kreis,  also  ein 
Bereich  des  Punktes  0'  ist,  so  ist  die  Behauptung  in  vollem  Umfange 
bewiesen. 

Da  eine  konvergente  Potenzreihe  innerhalb  ihres  Konvergenz- 
bereiches eine  stetige  und  differenzierbare  Funktion  ihres  Argumentes  ist, 
so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  rationale  Funktion  von  e  ist  innerhalb  einer  endlichen 
Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  (z  —  a)  eine  stetige  und 
differenzierbare  Funktion  ihres  Argumentes. 

Umgiebt  man  auf  der  Kugelfläche  &  die  Nullstellen  und  die  Pole  einer 
rationalen  Funktion  Z  durch  beliebig  kleine  Kreise,  und  bezeichnet 
man  den  nach  Weglassung  jener  kleinen  Kreisflächen  übrigbleibenden 

Teil  der  Kugelfläche  durch  Ä,  so  sind  die  beiden  Funktionen  Z  und  -^ 

in  dem  ganzen  Gebiete  Ä  endlich  und  stetig;  ihr  absoluter  Betrag 
bleibt  also  innerhalb  Ä  unter  einer  endlichen  Grenze. 

Innerhalb  dieses  Gebietes  fö  bleibt  demnach  der  absolute 
Betrag  der  rationalen  Funktion  Z  unterhalb  einer  oberen 
endlichen  Grenze  6r  und  er  liegt  oberhalb  einer  positiven 
unteren  Grenze  g. 

Der  Radius  q0  für  den  zu  einer  Stelle  p0  (s  —  ct0)  gehörigen  Kon- 
vergenzkreis besitzt  also  stets  eine  bestimmte  ange*bbare  GröJjse,  ändert 
Bich  aber,  wenn  sich  der  Punkt  p0  auf  der  Horizontalebene,  oder  sein 
Bild  p0  auf  der  Kugelfläche  fortbewegt,  und  es  kann  der  Fall  eintreten, 
dafs  q0  unbegrenzt  abnimmt,  wenn  sich  p0  einer  Grenzlage  p  mehr 
und  mehr  annähert.  Wir  werden  zeigen,  dafs  dieser  Ausnahmefall  in 
der  That,  aber  nur  bei  Annäherung  an  diejenigen  Punkte  p  eintreten 
kann,  welche  den  im  Endlichen  liegenden  Polen  der  betrachteten  Funktion 
Z  und  eventuell  auch  dem  unendlich  fernen  Punkte  entsprechen,  dafs 
dagegen  für  jene  Grenzpunkte  p  selbst  der  Konvergenzkreis  wieder 
eine  endliche  Gröfse  besitzt, 
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§  3.    Untere  Grenze  für  die  Konvergenzrad ien  auf  der  Kugelflache.        H 

Wir  beschreiben  zn  diesem  Zwecke  um  den  Anfangspunkt  0  der 
Horizontalebene  @  einen  Kreis  K(R)  mit  einem  beliebig  grofsen  Radius  jß, 
der  jedenfalls  so  groüs  gewählt  ist,  dals  sich  alle  im  Endlichen  gelegenen 
Pole  yon  Z  innerhalb  K(R)  befinden.  Ferner  beschreiben  wir  um 
jeden  dieser  Pole  p  yon  Z  einen  Kreis  K(S)  mit  beliebig  kleinem 
Radius  d,  und  betrachten  nun  alle  Punkte  p0  desjenigen  Teiles  yon 
K(R),  welcher  nach  Weglassang  der  kleinen  Kreise  K (&)  aber  bei 
Hinzurechnung  ihrer  Mittelpunkte  p  übrig  bleibt  Dieses  Gebiet,  be- 
zeichnen wir  mit  K(R,  I);  man  erkennt  leicht,  dals  es  bei  genügender 
Vergrölserung  von  R  und  Verkleinerung  von  S  jeden  Punkt  der  Hori- 
zontalebene enthalten  kann.    Wir  zeigen  dann, 

dals  für  jeden  Punkt  p0  dieses  Gebietes  K{R}  S)  die  Ent- 
wickelung  von  Z  innerhalb  eines  Kreises  konvergiert,  dessen 
Radius  oberhalb  einer  für  das  ganze  Gebiet  gleichbleibenden 
unteren  Grenze  q  liegt. 

Da  der  Konvergenzradius  q0  für  jede   endliche  Stelle  p0  oberhalb  der 

Grenze  -^  liegt,  brauchen  wir  zu  diesem  Zwecke  nur  nachzuweisen, 

dafe  für  alle  Stellen  jenes  Gebietes  K(B>  8)  der  Nenner  ß  unterhalb 
einer  endlichen  Grenze  ß,  der  Zahler  ßQ  aber  oberhalb  einer  endlichen 

Grenze  ß0  liegt,  denn  dann  ist  ja  stets  p0  >  -&r- 

Nun  liegen  für  einen  beliebigen  Punkt  (s  =  a0)  im  Innern  des 
grofisen  Kreises  K(E)  die  absoluten  Betrage  •  |  b0  | ,  |  \  |, . . .,  |  bv  | ■  von  den 
Entwickelungskoeffizienten  der  ganzen  Funktion  g(z)  in  (1)  nach  Potenzen 
von  0  —  a0  offenbar  wirklich  unterhalb  einer  und  derselben  endlichen 
oberen  Grenze  ß,  denn  dieselben  haben  ja  endliche  Werte,  wo  auch  <x0 
innerhalb  K(R)  angenommen  wird.  Ist  ferner  für  den  betrachteten 
Punkt  p0  (js  =*  <*0)  wieder: 

wo  weder  g{p)  noch  f(z)  in  p0  verschwinden,  und  ist: 

g(z)  -  (*  -  yd  (*  -  ft)"-(*  -  y*) 

die  Zerlegung  des  Nenners  in  seine  gleichen  oder  verschiedenen  Linear- 
faktoren, so  ist  für  das  Anfangsglied  der  Entwickelung  von  g(z)  nach 
Potenzen  von  *  —  a0  offenbar: 

A-l^l-IK^I-l^lk-yilK-rih-M«o-^l^l*rll«b-yih 

wenn  z  =  yx  derjenigen  Nullstelle  von  g{z)}  also  demjenigen  Pole  von 
Z  entspricht,  welcher  dem  betrachteten  Punkte  p0  am  nächsten  liegt, 
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und  wo  der  Koeffizient  by  in  (1)  offenbar  für  jede  endliche  Stelle  (#  =  a0) 
denselben  Wert  hat 

Liegt  aber  p0  innerhalb  des  Gebietes  K(R,6),  so  ist  seine  Ent- 
fernung von  dem  nächsten  Pole  sicher  gröfser  als  I,  d.  h.  es  ist  für 
jeden  Punkt  jenes  Gebietes 

wenn  ß0  eine  Zahl  bedeutet,  welche  kleiner  als  \bv\d9  ist.  Damit  ist 
also  unsere  Behauptung  vollständig  erwiesen. 

Bilden  wir  das  Gebiet  K(R,  #)  nunmehr  auf  der  Kugelfläche  Ä 
ab,  so  entspricht  dem  Innern  eines  jeden  Kreises  K(d)  um  einen  Pol  p 
das  Innere  eines  Kreises  K(S)  von  beliebig  kleiner  Gröfse  auf  Ä,  dessen 
Mittelpunkt  das  Bild  jenes  Pols  ist;  und  dem  Äujseren  des  beliebig 
grolsen  Kreises  K(B)  in  der  Ebene  entspricht  das  Innere  eines  beliebig 
kleinen  Kreises,  welcher  den  Südpol,  oder  den  unendlich  fernen  Punkt  0' 
von  Ä  umgiebt.    So  ergiebt  sich  der  folgende  Fundamentalsatz: 

Der  Konvergenzradius  für  die  Entwicklung  einer  rationalen 
Funktion  Z  von  z  liegt  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  Jt 
oberhalb  einer  und  derselben  endlichen  Grenze  q,  wenn  man 
beliebig  kleine  Umgebungen  der  Pole  von  Z  und  des  unendlich 
fernen  Punktes  ausschliefst 

Hier  wie  stets  im  folgenden  soll  unter  der  Umgebung  eines  Punktes  p 
der  Kugelfläche  die  Gesamtheit  aller  Nachbarpunkte  verstanden  werden, 
deren  auf  der  Kugel  gemessene  Entfernung  von  p  eine  gegebene  kleine 
Gröfse  nicht  überschreitet;  in  allen  Fallen  soll  aber  der  Punkt  p  selbst 
nicht  seiner  Umgebung  zugerechnet  werden. 

Analog  verstehen  wir  unter  der  Umgebung  mehrerer  Punkte 
Pi>  P%f  •  •  •;  Ph>  oder  des  Punktsystemes  (px,  ps, . . .,  pA)  die  Gesamtheit 
aller  Punkte,  welche  einem  von  diesen  Punkten  p,-  benachbart  sind. 
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Zweite  Vorlesung. 

Untersuchung  der  rationalen  Funktionen  auf  der  ganzen  Kugelfläche  Ä.  —  Die 
Divisoren.  —  Ihre  Analogie  mit  den  Divisoren  der  Zahlentheorie.  —  Die  den 
Funktionen  des  Körpers  zugehörigen  Divisoren.  —  Die  Zerlegung  der  rationalen 
Funktionen  in  Partialbrüche.  —  Fundamentalsätze  aus  der  Theorie  der  analytischen 
Funktionen.  —  Funktionenelement.  —  Analytische  Fortsetzung.  —  Eindeutige  und 
mehrdeutige  Funktionen.  —  Grenzstellen.  —  Ein  Satz  über  die  Koeffizienten  der 
Potenzreihen.  —  Der  wahre  Konvergenzbereich  für  das  Element  einer  analytischen 
Funktion.  —  Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Funktionen  des  Körpers  K{z). 


§1. 

Nachdem  wir  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  die  rationalen 
Funktionen  von  z  in  der  Umgebung  eines  einzelnen  Punktes  betrachtet 
haben,  wollen  wir  nun  ihr  Verhalten  anf  der  ganzen  Engelfläche  unter- 
suchen nnd  möglichst  einfach  beschreiben.  Zn  diesem  Zwecke  führen 
wir  die  sog.  Divisoren  ein,  welche  besonders  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  von  grundlegender  Bedeutung  sind. 

Es  seien: 
*)  Pi>  Pi>  -->Ph 

irgend  welche  Punkte  der  Engelfläche  St,  nnd  in  gleicher  Weise  mögen 
die  zugehörigen  Primfaktoren  bezeichnet  werden.    Ferner  seien 

la)  *i;  *j>  •  •  '}  \ 

beliebige  ganzzahlige  Exponenten,  welche  positiv,  negativ  oder  auch 
Null  sein  können.    Dann  soll  das  Produkt: 

2)  q-#tir-..ti» 

der  Primdivisorpotenzen  £*•  ein  Divisor  genannt  werden,  und  die  Summe 

der  Exponenten  von  q 

2a)  1  =  ^+^  +  ...+  ^ 

soll  die  Ordnung  dieses  Divisors  heifsen. 
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Wir  betrachten  jetzt  eine  Funktion  Z  des  Körpers  in  der  Umgebung 
der  Punkte  (pt,  ps, . . .,  ph)  und  stellen  für  die  Teilbarkeit  derselben 
durch  den  Divisor  q  die  folgende  Definition  auf: 

Eine  Funktion  Z  ist  im  Bereiche  des  Punktsy  stemes  (ft , . .  .,  ph) 
durch  den  Divisor  pj»  pfr . . .  pj*  teilbar,  wenn  sie  in  dem 
Punkte  pt  mindestens  die  Ordnungszahl  X19  im  Punkte  p% 
mindestens  die  Ordnungszahl  Xt  besitzt  u.s.w.,  während  ihr 
Verhalten  in  den  übrigen  Punkten  der  Kugelflache  ganz  be- 
liebig sein  kann. 

Diese  Festsetzung  stimmt  wortlich  mit  der  allgemeinsten  Definition 
der  Teilbarkeit  überein,  welche  in  der  elementaren  Zahlentheorie  ge- 
geben wird.  Hier  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Gesamtheit  oder  dem 
„Körper"  aller  rationalen  Zahlen,  und  zwar  kommt  man  auch  hier  erst 
dann  zu  wirklich  einfachen  und  allgemeinen  Resultaten,  wenn  man  von 
vorn  herein  nicht  blofs,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  die  ganzen 
sondern  gleich  auch  die  gebrochenen  Zahlen  mit  berücksichtigt.  An 
die  Stelle  der  Primfaktoren  pl}  p9, . . .,  welche  den  Punkten  der  Kugel- 
fläche ft  entsprechen,  treten  in  der  Arithmetik  die  Primzahlen  pi,pi,ps9 . . . 
der  natürlichen  Zahlenreihe.  Auch  hier  existieren  unendlich  viele 
Primfaktoren,  und  man  kann  ein  beliebiges  Produkt  ' 

von  beliebig  vielen  gleichen  oder  verschiedenen  Primfaktoren  zu  einem 
Divisor  q  zusammenfassen.  Eine  rationale  Zahl  B  heilst  dann  durch 
den  Divisor  q  teilbar,  wenn  sie  allgemein  den  Primfaktor  pt  mindestens 

in  der  Xp*  Potenz  enthält,  oder  wenn  der  Quotient  —  keinen  der  h  Prim- 
faktoren pt9  pi, . . .,  pk  in  einer  negativen  Potenz  enthält,  während  er 
sonst  sehr  wohl  auch  andere  Primfaktoren  in  negativen  Potenzen  ent- 
halten kann.  Ist  der  Divisor  q  speziell  ganz,  also  keiner  der  Exponenten 
Xi  negativ,  so  fällt  unsere  Definition  zusammen  mit  der  folgenden: 

Ein  rationaler  Bruch  B  ist  durch  einen  ganzzahligen  Divisor 
q  teilbar,  wenn  der  Zahler  von  B  im  gewöhnlichen  Sinne  durch 
q  divisibel  ist. 

In  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  werden  wir  die 
Divisoren  für  sich  neben  den  Funktionen  Z  betrachten;  wir  konnten 
dasselbe  schon  an  dieser  Stelle  thun;  wir  wollen  hier  aber  nur  diejenigen 
Divisoren  genau  betrachten,  welche  den  rationalen  Funktionen  Z  von  z 
entsprechen,  und  die  diese  bis  auf  eine  multiplikative  Konstante  voll- 
ständig bestimmen. 
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Jede  rationale  Funktion  Z  des  Körpers  K  (e)  enthält  nämlich  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Primfaktoren  in  einer  von  Null  verschiedenen 
positiven  oder  negativen  Potenz,  nämlich  alle  und  nur  die,  welche  den 
Nullstellen  und  den  Polen  von  Z  entsprechen.    Es  seien 

alle  jene  Stellen  und 

Qu  Q*>  •  •  •>  Qu 
die  zugehörigen  positiven  oder  negativen  Ordnungszahlen.    Dann  können 
wir  Z  den  „zugehörigen  Divisor" 

zuordnen,  denn  durch  Angabe  des  Divisors  qz  ist  die  rationale  Funk- 
tion Z  bis  auf  eine  multiplikative  Eonstante  bestimmt.     In  der  That, 

gehörte  zu  den  beiden  voneinander  verschiedenen  rationalen  Funktionen 

& 

Z  und  Z  derselbe  Divisor  q,  so  würde  zu  dem  Quotienten—  der  Divisor 

—  =  1    gehören,    d.  h.  jener   Quotient   wäre    eine   rationale  Funktion, 

welche  auf  der  ganzen  Kugelfläche  keine  Nullstelle  und  keinen  Pol 
besälse,  und  eine  solche  ist  notwendigerweise  eine  von  Null  verschiedene 
Eonstante  (7,  wie  aus  der  Darstellung  der  rationalen  Funktion  in  Bruch- 
form sofort  hervorgeht 

Will  man  die  Funktion  Z  durch  den  zugehörigen  Divisor  qz 
vollständig  bestimmen,  so  kann  man  dies  folgendermaßen  erreichen: 
Unter  allen  zu  qz  gehörigen  Funktionen  CZ,  welche  sich  nur  durch 
multiplikative  Eonstanten  unterscheiden,  greife  man  diejenige  heraus, 
deren  Entwickelung  für  einen  beliebigen,  aber  ein  für  alle  Male  fest 
angenommenen  Punkt,  z.B.  für  den  Nordpol  0  (e=0)}  als  Koeffizienten 
des  AnfangBgliedes  die  Zahl  1  besitzt,  und  bezeichne  diese  durch  qr  Als- 
dann kann  man  jede  andere  zu  dem  Divisor  qz  gehörige  Funktion 
durch  Cqz  bezeichnen,  wenn  C  ihren  Anfangskoeffizienten  für  die 
Stelle  (*  -  0)  bedeutet 

Da  die  Anzahl  der  Nullstellen  für  jede  Funktion  Z  gleich  der 
ihrer  Pole  ist,  so  ist  für  jeden  zugehörigen  Divisor  qz  die  Ordnung 

Pi+ft  +  "-  +  pÄ  =  0 

und  umgekehrt  zeigt  man  leicht,  dafs  jedem  Divisor  q  von  der  nullten 
Ordnung  eine  Funktion  Z  des  Körpers  K(ss)  zugehört.  Entsprechen 
nämlich  alle  Primfaktoren  endlichen  Punkten  und  sind: 

die  zu  plf  pt, . . .,  ph  gehörigen  Linearfaktoren,  so  ist 
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die  zu  q  gehörige  Funktion,  da  sie  wegen  pt  +  ps  +  •  •  •  +  Qh  =  0  im 
unendlich  fernen  Punkte  weder  eine  Nullstelle  noch  einen  Pol  besitzt 
Ist  dagegen  etwa  ph  der  unendlich  ferne  Punkt,  so  gehört  zu  q  die 
Funktion 

denn  diese  ist  für  0  «=»  00  von  der  Ordnung 

-  ((>!  +  •••+  Pa-i)ö  + PA- 
Für  die  algebraischen  Funktionen  ist  dasselbe  nicht  mehr  der  Fall,  und 
ebenso  entspricht  auch  schon  im  Gebiete  der  rationalen  Funktionen 
einem  Divisor  q  von  positiver  oder  negativer  Ordnungszahl  keine 
Funktion  des  Körpers  mehr.  Wir  werden  auf  diese  allgemeineren 
Divisoren  später  genau  eingehen. 

Es  ist  leicht,  für  eine  beliebig  gegebene  rationale  Funktion  den 
zugeordneten  Divisor  zu  finden;  so  entspricht  z.B.  der  Funktion: 

Z~%=$    der  Divisor    p.«fcfi-f»ii 

wenn  die  Primteiler  p0,  p1;  p2/  p»  den  Stellen  (*  «=  0,  *  =  1,  0  —  2, 0  «=-  00) 
zugehören,  denn  in  der  Umgebung  des  Nordpoles  (0  =  0)  besitzt  die 
Entwickelung  des  Quotienten: 

offenbar  den  Anfangskoeffizienten ^-  Ferner  gehört  z.B.  zu  der  ganzen 
Funktion  n*6*  Grades 

£-rt*)-(*-«0---(*-O 

offenbar  der  Divisor 

wenn  allgemein  unter  pa,  derjenige  Primfaktor  verstanden  wird,  welcher 
der  Stelle  (*  «  af)  entspricht. 

Aufser  dieser  Bestimmung  einer  rationalen  Funktion  durch  den 
zugehörigen  Divisor  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  ihre  Nullstellen  und 
Pole,  mufs  noch  auf  eine  andere  Art  der  Darstellung  jener  Funktionen, 
nämlich  auf  ihre  Zerlegung  in  Partialbrüche  hingewiesen  werden,  bei 
welcher  ihre  Pole  sowie  die  zugehörigen  Hauptteile  allein  als  gegeben 
vorausgesetzt  werden.    Es  seien 

tö>  \>b  •  •  •>  Pl* 
alle  in  dem  Nenner  von  Z  auftretenden  Divisorenpotenzen,  und  es  sei 
allgemein 
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der  zu  p? **  gehörige  Hauptteil.  Alsdann  ist  z.  B.  Ht(z)  für  sich  be- 
trachtet eine  rationale  Punktion,  deren  Nenner  nur  die  Potenz  pj1  be- 
sitzt, und  die  Differenz 

ist  eine  Funktion,  welche  in  pt  nicht  mehr  unendlich  groüs  wird,  die 
aber,  da  sich  St(e)  an  allen  übrigen  Stellen  regulär  verhalt,  in  den 
Punkten  ps,  . . .,  pk  dieselben  Hauptteile  besitzt  wie  Z  selbst  Hieraus 
folgt,  dafs  die  Differenz 

eine  rationale  Funktion  von  8  ist,  welche  auf  der  ganzen  Kugelfläche 
Ä  keinen  Pol  besitzt,  also  eine  Eonstante  A0  sein  mufß.  Man  erhält 
somit  die  folgende  Darstellung  einer  beliebigen  rationalen  Funktion  Z: 

Z  =  A0+Hl(s)  +  Hs(z)+.--  +  Hk(s) 

Für  den  Fall,  dafs  eine  jener  Stellen,  z.  B.  pk,  die  unendlich  ferne 
Stelle   ist,    wird   der  ihr   zugehörige   Hauptteil  eine   ganze   Funktion 

Atz-] \-AQs#9  und  man  erhält  alsdann  die  gewöhnliche  Formel  für 

die  Zerlegung  einer  rationalen  Funktion  Z  in  Partialbrüche: 


3a)  Z=G(js)  + 


'4rpL'<ß-*P' 


wo  G  (g)  eine  ganze  Funktion  bedeutet. 

Ans  der  identischen  Gleichung  (3)  folgt  ein  zweiter  sehr  einfacher 
Beweis  des  schon  oben  a.  S.  8  flg.  hergeleiteten  Satzes,  dafs  jede  rationale 
Funktion  Z  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  regulären  oder  irregulären 
Stelle  p0  (e  =  a0)  der  Kugelfläche  in  eine  konvergente  Potenzreihe  ent- 
wickelt werden  kann,  deren  Konvergenzkreis  durch  den  nächsten  Pol 
von  Z  hindurchgeht. 

Da  nämlich  nach  (3)  Z  als  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von 
einfachen  Summanden: 


darstellbar  ist,  wenn  die  Stelle  p  (z  =  a)  je  einem  der  Pole  entspricht, 
so  braucht  der  Beweis  nur  für  eine  solche  einfache  Funktion  geführt 
zu  werden.  Nun  besteht  aber  für  diese  Funktion,  sobald  p0  eine  endliche 
Stelle  ist  und 

4)  IS?^1  l*-«ol<!«-«ol 

ist,  in  der  Umgebung  von  p0  die  Entwickelung: 

Hantel  n.  Landab  er  g,  algebraische  Funktionen  etc.  2 
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(*-«)«      <*-«)* 


(i-^2l)€        <s-#L^  ""*'.] 


und  diese  Reihe  konvergiert  wegen  (4)  innerhalb  des  um  p0  beschriebenen 
Kreises,  dessen  Peripherie  durch  p  hindurchgeht.  Denkt  man  sich  alle 
Glieder  von  (3)  in  gleicher  Weise  entwickelt  und  die  bezüglichen 
Reihen  vereinigt,  so  ergiebt  sich  die  Reihe  für  Z,  welche  innerhalb 
des  gemeinsamen  Bereiches  aller  Partialreihen  konvergiert,  d.  h.  für 
den  um  p0  beschriebenen  Kreis,  dessen  Peripherie  durch  den  nächsten 
Pol  von  Z  hindurchgeht. 

Ist  der  zu  untersuchende  Punkt  p0  speziell  der  Südpol  Of  (*  =  oo), 
so  besteht  genau  derselbe  Satz,  denn  für  jeden  Partialbruch  ist 

_J_-J__J_       JLVl  4.^4.^4.       V 

sobald  —  <  1  also  1 0  \  >  |  a  |  ist  Die  Entwickelung  in  der  Um- 
gebung des  unendlich  fernen  Punktes  oder  des  Südpoles  gilt  also  inner- 
halb des  um  0'  beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie  durch  den 
nächsten  Pol  von  Z  hindurchgeht 

§2. 

Durch  die  Ergebnisse  des  vorigen  Abschnittes  haben  wir  die 
analytische  Eigenschaft  der  rationalen  Funktionen  kennen  gelernt,  dafe 
sie  auf  der  ganzen  Kugelfläche  nur  eine  endliche  Anzahl  polarer 
Unstetigkeiten  besitzen  und  für  jeden  anderen  Punkt  derselben  in  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe  entwickelt  werden  können.  Es  soll  jetzt  nach- 
gewiesen werden,  dafs  diese  Eigenschaft  für  die  Funktionen  Z  des 
Körpers  K(z)  charakteristisch  ist,  dafs  also  jede  Funktion,  welcher 
diese  Eigenschaft  zukommt,  auch  stets  eine  rationale  Funktion  von 
z  ist  Zu  diesem  Zwecke  mufs  aber  zunächst  an  einige  Sätze  aus  der 
Theorie  der  analytischen  Funktionen  erinnert  werden,  von  welchen  wir 
im  folgenden  häufig  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Ist  eine  Funktion  f(z)  der  komplexen  Variabein  0,  für  eine  gewisse 
endliche  Stelle  (2  —  a0)  in  eine  Potenzreihe 

/(*  I  <*o)  -  ao  +  <*i(*-"o)  +  «i(*  -  «o)*  +  ~' 
entwickelbar,  die  für  eine  endliche,   wenn   auch  noch  so  kleine  Um- 
gebung  |  0  —  a0  |  <  q0   jener    Stelle    konvergiert,    so    heilst    f(e  |  a0) 
ein  Element    der  analytischen  Funktion  f(z)  für    die  Stelle 
(z  =  a0).    Ist  nun  at   irgend    eine    andere  Stelle    innerhalb   des  Kon- 
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vergenzbereiches  jener  Reihe,  ersetzt  man  0  —  a0  durch  * — c^  +  («i  —  «0) 
und  entwickelt  man  dann  f(z\a0)  nach  Potenzen  von  0  —  alf  so 
erhalt  man  eine  neue  Potenzreihe 

f(M  |  aj  -  a01}  +  «F(*  -  «1)  +  44)(*  -  «i)'+  •  ■  'f 
deren     Konvergenzkreis     mindestens 
gleich  demjenigen  ist,  welcher  nm  at  ***'  *' 

als  Mittelpunkt  beschrieben  ist  und 
den  vorigen  von  innen  berührt.  Li  sehr 
rielen  Fallen  aber  ist  derselbe  grofser. 
Für  jeden  Wert  von  0  nnn,  welcher 
innerhalb  des  beiden  Potenzreihen 
gemeinsamen  Konvergenzbereiches 
hegt,  besitzen  beide  Reihen  denselben 
Wert,  stellen  also  dieselbe  Funktion 
von  0  dar.  Aus  diesem  Grunde  sagen 
wir  mit  Weierstrafs,  dals  beide 
Reihen  innerhalb  ihres  ganzen  Kon- 
vergenzbereiches —  auch  für  den  nicht  gemeinsamen  Bereich  —  eine 
und  dieselbe  analytische  Funktion  f(js)  darstellen,  und  nennen  daher 
jede  dieser  beiden  Reihen  ein  Element  der  analytischen  Funktion 
bezw.  für  die  Stellen  (0  —  <r0)  und  (0  —  äj);  ferner  bezeichnen  wir  das 
zweite  Element  als  die  analytische  Fortsetzung  des  ersten,  aber 
auch  umgekehrt  das  erste  als  die  analytische  Fortsetzung  des  zweiten. 
Setzt  man  nun  jenes  zweite  Element  f(js  |  a2)  in  genau  derselben  Weise 
für  einen  dritten  Punkt  a2  fort,  welcher  in  dem  Konvergenzbereiche 
der  zweiten  Reihe  sich  befindet,  und  fahrt  so  fort,  so  erhalt  man 
zuletzt  ein  System  von  unendlich  vielen  Funktionenelementen,  für 
welche  die  Gesamtheit  der  zugehörigen  Konvergenzkreise  mit  den 
Mittelpunkten  a0,  «j,  a%, . . .  einen  bestimmten  Teil  der  Ebene  ausmacht. 
Dieser  Teil  der  Ebene,  innerhalb  dessen  zu  jedem  beliebig  angenommenen 
Punkte  a  ein  zugehöriges  Funktionenelement: 

f(0 1 «)  «öo  +  ^  (0-  a)  +  ö*  (*-  «)*  +  -  -  • 

existiert,  heilst  der  Bereich  der  analytischen  Funktion  f(z).  Der- 
selbe kann  ein  begrenzter  endlicher  Teil  der  Ebene  sein  oder  auch  mit 
der  unendlich  ausgedehnten  Ebene  zusammenfidlen.  Es  kann  aber  auch 
der  Fall  eintreten  —  und  dieser  tritt  gerade  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  und  der  Abelschen  Integrale  immer  ein  — , 
dato  man  je  nach  der  Art  des  Überganges  von  einem  Anfangspunkte  a0 
zu  einem  und  demselben  Endpunkte  a  zu  verschiedenen  zugehörigen 
Funktionenelementen  für  die  Stelle  (0 » a)   gelangen   kann.    Im  all- 
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gemeinen  hängt  es  also  von  dem  für  die  Fortsetzung  eingeschlagenen 
Wege  ab,  zn  welchem  von  den  dem  Endpunkte  zugehörigen  Funktionen- 
elementen  man  bei  der  Fortsetzung  gelangt.  Gehört  zu  einem  jeden 
Punkte  (z  =  cr0)  des  Bereiches  von  f(z)  nur  eine  einzige  Potenzreihe 
f(z\%)j  so  Reifst  die  analytische  Funktion  eindeutig;  im  anderen 
Falle  heifst  sie  mehrdeutig. 

Indem  wir  die  Potenzreihen  als  ganze  Funktionen  im  weiteren 
Sinne  betrachten,  sagen  wir:  Eine  analytische  Funktion  besitzt  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  (z  —  a)  den  Charakter  einer  ganzen  Funk- 
tion, wenn  sie  sich  hier  in  der  Form  einer  Potenzreihe  darstellen 
läfst,  welche  keine  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthalt.  Die- 
jenigen Stellen,  an  welchen  eine  derartige  Ent Wickelung  nicht  möglich 
ist,  nennt  man  Grenzstellen;  dieselben  können  natürlich  höchstens 
an  der  Grenze  des  Konvergenzbereiches  eines  Funktionenelementes, 
jedenfalls  ab6r  nicht  innerhalb  desselben  auftreten.  Es  ist  daher  von 
Wichtigkeit,  genauer  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  der  Kon- 
vergenzbereich eines  beliebig  gegebenen  Funktionenelementes  f(z  |  «0) 
feststellen  läfst  und  in  welcher  Beziehung  er  zu  den  Grenzstellen  jener 
Funktion  steht.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  an  den  folgenden 
wichtigen  Satz,  dessen  Beweis  wir,  da  er  in  der  Folge  häufig  gebraucht 
wird,  hier  kurz  angeben  wollen: 

Ist 

f(z)  —  a0  +  ax  (z  —  a)  +  o*  (*-  «)*  +  ••  • 

eine  Reihe,  welche  in  der  Umgebung  der  endlichen  oder  un- 
endlichen Stelle  (z  =  a)  innerhalb  eines  endlichen  Bereiches 
konvergiert,  legen  wir  der  Variabein  z  alle  Werte  bei,  welche 
sie  auf  der  Peripherie  eines  innerhalb  jenes  Bereiches  liegenden 
konzentrischen  Kreises  mit  dem  Radius  r  annimmt,  und  ist  g 
die  obere  Grenze  der  endlichen  Werte,  welche  |  f(z)  |  auf  jenem 
Kreise  annimmt,  so  besteht  für  alle  Koeffizienten  at  die  Un- 
gleichheit: 

Wir  brauchen  diesen  Satz  nur  für  die  Stelle  z  =  0  zu  beweisen,  da 

wir  ja  für  a  ^  0  z  —  a  bezw.  —  durch  z*  ersetzen  können. 

Zum  Beweise  betrachten  wir  zunächst  eine  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Gliedern  bestehende,  also  rationale  Funktion: 

f(z)  =  Ai>  +  Alznh  +  AiZm*  +  .-.  +  AQzn*, 

wo  «ij,  m2, . . .,  mq  positive  oder  negative,  aber  von  Null  verschiedene 
ganze  Zahlen  bedeuten.   Legen  wir  nun  der  Variabein  z  alle  diejenigen 
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Werte  bei,  deren  absoluter  Betrag  =  r  ist,  und  ist  g  die  offenbar  end- 
liche obere  Grenze  von  |  f{z)  |  für  diese  Werte,  so  zeigen  wir  zunächst, 
dab  für  das  Anfangsglied  A^  die  Ungleichheit 

stets  erfüllt  ist.  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  0  =  r©*,  wo  v  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  und  co  irgend  eine  primitive  Jc-te  Wurzel  der  Ein- 
heit sein  möge  und  wo  Je  nur  so  gewählt  sein  soll,  dafs  es  in  keiner 
der  Zahlen  n^,  m^, . . .,  mQ  enthalten  ist.     Alsdann  ist  stets 

also  nach  der  Voraussetzung 

l/("OI£*- 

Summiert  man  nun  die  Gleichungen 

f(ra?)  =  Ai  +  A^r^G)1"**  +  A^r^rn^  +  •  •  •  +  A^aT"* , 

welche  man  erhält,  indem  man  f&r  v  der  Reihe  nach  0,  1,  2, . . .,  n  —  1 
setzt,  und  wo  n  eine  beliebig  grofse  ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt 
sich  nach  Division  mit  n  die  Gleichung: 


=0 

oder  es  ist: 

«— i 


4,l^n2'l^l+» 


*=0 


^ir  * : — ^r  +  — H  aqt  * 


l-a>M*  r         l-a>mf 


Wie   grofs   nun   auch  n   gewählt  werde,   immer    bleibt   der   auf  der 

rechten  Seite  zuletzt  stehende  mit  —  multiplizierte  Ausdruck  unterhalb 

einer  endlichen  Grenze;  wird  also  n  gröfser  und  größer  angenommen, 
so  nähert  sich  jener  zweite  Summand  unbegrenzt  der  Null,  während 

der  erste  nach   der  Voraussetzung    höchstens   gleich  —  ng  =  g  sein 
kann.     Also  folgt 

I4>l^  +  *, 

wo  d  beliebig  klein  gemacht  werden  kann;  es  ist  daher  in  der  That 

was  zu  beweisen  war. 

Um  nunmehr  diesen  Satz  auf  Potenzreihen  auszudehnen   und   zu 
beweisen,  dafs  die  Koeffizienten  der  Reihe 
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f(jg)  =  a0  +  c^z  +  a^z*  H h  0***  + 


die  Bedingung 


i*is-5- 


erfüllen,  wo  g  und  r  die  in  dem  oben  formulierten  Satze  angegebene 
Bedeutung  haben,  bilden  wir  die  offenbar  in  dem  Konvergenzbereiche 
von  f(z)  ebenfalls  konvergierende  Reihe 

*"~7»  —  ao*"~f"  +  •  •  •  +  Of-i*"""1  +  0»  +  <*t+i*  +  •  •  •  +  «*+•*•  +  f  (*)> 
wo  f(z)  das  Aggregat  aller  folgenden  Glieder  enthalt.  Wählt  man 
nun  s  genügend  grols,  so  kann  der  absolute  Betrag  des  Bestes  f(z) 
auf  jenem  mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Kreise  kleiner  als  eine 
beliebig  kleine  positive  Gtröfse  s  gemacht  werden.  Wendet  man  nun 
auf  die  rationale  Funktion 

***-*  +  •  •  •  +  0/-1*-"1  +  «*  +  •••  +  a{+a#  =  e-'fie)  -  f{z) 
den  soeben  bewiesenen  Satz  an  und  beachtet  dabei,  dafs  nach  den  über 
f(z)  und  f(z)  gemachten  Voraussetzungen  der  absolute  Betrag  der 
rechten  Seite  auf  dem  mit  dem  Radius  r  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebenen Kreise  unterhalb  gr~~{  +  e  liegt  und  dafs  €  beliebig  klein 
angenommen  werden  kann,  so  ergiebt  sich 

Jener  Satz  ist  also  vollständig  bewiesen. 

Der  entsprechende  Satz  gilt  auch  für  Potenzreihen  mit  zwei  und 
mehr  Variablen  und  wird  wörtlich  ebenso  bewiesen .*)     Für  zwei  Ver- 
änderliche lautet  jenes  Theorem  folgendermafsen: 
Konvergiert  die  Reihe: 

/>>«)=2«**(*-«y(«-/j)* 

für  alle  Wertsysteme  (z,  u)}  für  welche 

l*-«|-e,   |u-/i|-* 

ist,  und  ist  g  die  obere  Grenze  von  |  f(z,  u)  |  für  alle  jenen 
beiden  Bedingungen  genügenden  Wertsysteme  (z,  u),  so  besteht 
für  alle  Reihenkoeffizienten  a,*  die  Ungleichheit: 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  nun  ohne  Schwierigkeit  den 
wahren  Konvergenzkreis  einer  Potenzreihe  f(z\a^)  bestimmen,  und  es 
ergiebt  sich  das  folgende  wichtige  Resultat**):  Bildet  man  das  zu  einem 

*)  Vgl.  z.  B.  Biermann,  Theorie  der  analytischen  Funktionen,  S.  144  flg. 
**)  Vgl.  z.  B.  Biermann  a.  a.  0.  S.  166  flg. 
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Punkte  innerhalb  des  Konvergenzkreises  von  f(/8\a0)  gehörige  Funk- 
tionenelement  f(g  \  at),  so  besitzt  dieses,  wie  oben  erwähnt,  stets  einen 
Konvergenzkreis  von  endlicher  Gtröise.  Dasselbe  wird  im  allgemeinen 
auch  der  Fall  sein,  wenn  der  betrachtete  Punkt  aY  sich  der  Peripherie 
des  Konvergenzkreises  von  f(z  |  a0)  unbegrenzt  nähert.  Aber  der  wahre 
Konvergenzkreis  von  f{z  \  a0)  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  auf  seiner 
Peripherie  mindestens  ein  Punkt  a  von  der  Beschaffenheit  existiert, 
dafs  der  Konvergenzkreis  von  f(j8  \  at)  unendlich  klein  wird,  wenn  sich 
der  Punkt  ax  dem  Punkte  ö"  auf  irgend  einem  Wege  unbegrenzt  an- 
nähert. Für  diesen  Punkt  ä  existiert  mithin  kein  zugehöriges  Funk- 
tionenelement f(z\a)}  er  liegt  also  aufserhalb  des  Bereiches  der 
analytischen  Funktion.  Eine  solche  Stelle  heilst  eine  singulare 
Stelle  der  analytischen  Funktion,  und  man  kann  demnach  den 
folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

Für  eine  analytische  Funktion  konvergiert  die  zu  einem 
Punkte  cc0  gehörige  Potenzreihe  stets  innerhalb  desjenigen 
am  a0  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie 
durch  den  nächsten  singularen  Punkt  hindurchgeht 

Bei  den  rationalen  Funktionen  sind  die  singularen  Stellen  alle 
und  nur  diejenigen  Punkte,  welche  den  Polen  entsprechen;  denn  für 
alle  und  nur  diese  Stellen  verliert  ja  jene  Funktion  den  Charakter 
einer  ganzen  Funktion,  da  dort  ihre  Entwickelung  eine  wenn  auch 
endliche  Anzahl  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthalt.  Wir 
erhalten  somit  hier  einen  neuen  Beweis  des  a.  S.  17  und  18  bewiesenen 
Satzes,  dafs  das  zu  einem  Punkte  p0  gehörige  Element  einer  rationalen 
Funktion  jedesmal  innerhalb  eines  Kreises  konvergiert,  dessen  Peripherie 
durch  den  nächsten  Pol  derselben  hindurchgeht. 

§3. 

Im  §  1  haben  wir  den  Satz  gefunden: 

Jede  rationale  Funktion  besitzt  auf  der  ganzen  Kugelfläche 
nur  polare  Unstetigkeiten. 
Nunmehr  können  wir  auch  den  umgekehrten  Satz  von  fundamentaler 
Bedeutung  leicht  beweisen;  er  lautet: 

Eine  eindeutige  analytische  Funktion  von  0,  welche  auf 
der  ganzen  Kugelfläche  nur  polare  Unstetigkeiten  besitzt,  ist 
notwendig  eine  rationale  Funktion. 
In  der  That,  besitzt  eine  solche  Funktion  F(z)  nur  polare  Un- 
stetigkeiten, so  kann  sie  deren  nur  eine  endliche  Anzahl  haben     Be- 


Digitized  by  VjOOQIC 


24  Zweite  Vorlesung. 

säfise  sie  nämlich  unendlich  viele,  so  müfsten  diese  notwendig  auf  der 
Kugelfläche  eine  Häufungsstelle  besitzen,  d.  h.  es  müfste  eine  solche 
Stelle  (js  =  a0)  existieren,  für  welche  in  jeder  Nahe  derartige  Unstetig- 
keitsstellen  vorhanden  wären.  Für  diese  Stelle  cc0  besteht  aber,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  eine  Entwickelung  von  der  Form 

wo  die  eingeklammerte  Reihe  innerhalb  eines  endlichen,  wenn  auch 
noch  so  kleinen  Bereiches  konvergiert.  Es  kann  also  in  jenem  Be- 
reiche keine  neue  singulare  Stelle  vorhanden  sein,  jene  Stelle  ist  demnach 
keine  Häufongsstelle.     Seien  nun  wieder 

Pu        P*>  •  •  •>       Pq 
alle  Ulistetigkeitsstellen  von  F(e)  und 

die  zugehörigen  Hauptteile,  so  ist  die  Differenz 

eine  analytische  Funktion,  welche  weder  im  Endlichen  noch  im  Un- 
endlichen eine  singulare  Stelle  besitzt,  für  welche  also  die  zugehörige 
Reihe 

^(l)-i0  +  i1l  +  V+- 

nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Satze  für  die  ganze 
unendlich  ausgedehnte  Ebene  konvergiert. 

Also  liegt  der  Wert  des  absoluten  Betrages  \f(z)\  für  jeden  end- 
lichen oder  unendlichen  Wert  von  8  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  g. 
Beschreibt  man  daher  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  mit  beliebig 
grofeem  Radius  jß,  so  ist  auch  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  \f(z)  |  <g, 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  ist  aber  für  jeden  Koeffizienten  jener 
Pötenzreihe: 

\M£%  (.  =  1,2,...), 

und  da  B  hinsichtlich  seiner  Gröfse  gar  keiner  Beschränkung  unter- 
worfen ist,  so  folgt  aus  den  obigen  Ungleichungen  für  unbegrenzt 
wachsendes  R,  dafs  alle  Koeffizienten  A1}  A%,  ...  Null  sind;  es  redu- 
ziert sich  also  f(z)  auf  eine  Konstante,  oder  F(js)  auf  eine  rationale 
Funktion  von  8}  w.  z.  b.  w. 
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Die  algebraischen  Funktionen  yon  *.  —  Untersuchung  derselben  für  einen  ge- 
gebenen Wert  von  z.  —  Die  Gleichungsdiskriminante.  —  Untersuchung  der  algebrai- 
schen Funktionen  in  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle.  —  Berechnung  der 
Koeffizienten  der  n  Funktionenelemente.  —  Beweis  der  Konvergenz  jener  Reihen.  — 
Untere  Grenze  des  Konvergenzbereiches  für  das  ganze  reguläre  Gebiet. 

§1. 

Die  genauere  arithmetisch  -analytische  Untersuchung  der  rationalen 
Funktionen  hat  uns  zu  dem  wichtigen  Resultate  geführt,  dafe  alle 
Funktionen  des  Körpers  K{e)  und  nur  sie  eindeutige  analytische  Funk- 
tionen sind,  welche  auf  der  ganzen  Kugelfläche  nur  polare  Unstetig- 
keiten  besitzen.  Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  untersuchen 
die  sogenannten  algebraischen  Funktionen  von  z,  d.  h.  die  Funk- 
tionen u,  welche  durch  eine  algebraische  Gleichung  n-ten  Gh-ades 

1)  f(u,  s)  -  A*(p)+  +  A-iW^-1  +  •  •  •  +  M*)  -  0 

definiert  sind,  deren  Koeffizienten  beliebige  ganze  oder  gebrochene 
rationale  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  z  sind.  Ein  spezieller 
Fall  der  algebraischen  Funktionen  sind  die  rationalen  Funktionen  selbst, 
denn  diese  und  nur  sie  sind  die  Wurzeln  linearer  Gleichungen 

^Wu-JoOO-O. 

Durch  Division  mit  An(d)  können  wir  der  Gleichung  (1)  auch  die 
Form  geben: 

la)    f(u,s)  =  u*  +  an-ttyu?-1  +  an_2(a>—  ■  +  •••  +  <*<>(*)  -0. 

Es  sei  g  ein  solcher  Wert  der  unabhängigen  Variablen,  welcher  keinem 
Pole  der  Koeffizienten  ah  (#)  entspricht  Dann  besitzt  die  Gleichung  (la) 
bekanntlich  n  endliche  Wurzeln. 

eo  ,  eo  } . . .  eo  , 
und  es  besteht  die  identische  Zerlegung: 

(lb)  f(u,0)=««+a._1(Ä)«»-i  +  ...  +  ao(*)-(«-ci1))(«-4,))---(«-4")); 
aus  ihr  ergeben  sich  durch  Koeffizientenvergleichung  die  n  Gleichungen: 
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j^ — *-»« 

2)  2%(0e,w= +  «.-■(*) 

nach  welchen  die  sogenannten  „elementaren  symmetrischen  Funk- 
tionen" der  Gleichungswurzeln  den  Gleichlingskoeffizienten  mit  ab- 
wechselnden Vorzeichen  gleich  sind. 

Nun   ist  bekanntlich  jede  beliebige   symmetrische   Funktion    der 

n  Größen  eo1*,  eo  , . . .  et  rational  durch  diese  n  elementaren  sym- 
metrischen Funktionen  (2)  darstellbar;  und  da  diese  ihrerseits  rationale 
Funktionen  von  z  sind,  so  ergiebt  sich  der  wichtige  Satz: 

Jede  symmetrische  Funktion  der  n  Gleichungswurzeln 
(eo1*,  eo\  . . .  6on))  ist  eine  bestimmte  rationale  Funktion  von  *. 
Speziell  ist  jede  ganze  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln 
eine  ganze  rationale  Funktion  der  GleichungBkoeffizienten. 

Eine  der  wichtigsten  symmetrischen  Funktionen  ist  die  sogenannte 
Gleichungsdiskriminante : 

3)  D^-n^-Ä 

welche  ihrer  Bildung  nach  dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  für 
den  betrachteten  Wert  von  z  zwei  oder  mehrere  von  den  n  Wurzeln 
eo\  eo*\  . . .  eow)  einander  gleich  sind. 

Man  kann  die  Gleichungsdiskriminante  auch  anders  darstellen: 
Differenziert  man  die  Gleichung  (lb)  nach  u  und  setzt  dünn  für  u 
eine  der  n  Wurzeln  e^}  so  ergiebt  sich: 

^»(^•)-(4°-«P0...(*w-4-,0(rf,-rf+,*)...(^-^, 

und  wenn  man  das  Produkt  aller  n  Gleichungen  bildet  und  beachtet, 
dafs  dann  die  rechte  Seite  offenbar  gleich  dem  Differenzenprodukt  aller 
Wurzeln,  also  gleich  der  Diskriminante  ist,  so  folgt: 

3a)  D(*)  =  f'(e!>1))f'(4,))...f'(ef)).     ■ 
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Hieraus  geht  hervor,  dals  für  einen  bestimmten  Wert  von  z  die  Gleichungs- 
diskriminante  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Gleichungskoeffizienten 
a*(a)  ist,  welche  dann  und  nur  dann  verschwindet,  wenn  hier 
ff  (u,  g)  für  eine  der  n  Wurzeln  von  f(u,  0)  verschwindet,  wenn  also 
f(u,  0)  und  f  (ti,  0)  mindestens  einen  Linearfaktor  (u  —  e^)  gemein- 
sam haben. 

Verschwindet  für  eine  Gleichung  f(u,  0)  =  0  die  Diskriminante 
identisch,  so  haben  f(u)  und  f'(u)  für  jeden  Wert  von  0  einen 
gemeinsamen  Teiler.  Einen  solchen  Divisor  kann  man  bekanntlich 
mit  Hilfe  des  Euklidischen  Verfahrens  durch  successive  Division,  also 
auf  rationalem  Wege  bestimmen  und  dann  durch  Division  beseitigen. 
Denkt  man  sich  dies  von  vornherein  vorgenommen,  so  kann  man 
a  priori  voraussetzen,  dafs  f(u,  0)  mit  der  Ableitung  f  (u,  0)  keinen 
gemeinsamen  Teiler  besitzt,  dafs  also  die  Gleichungsdiskiiminante  nicht 
identisch  verschwindet;  dann  besitzt  diese  rationale  Funktion  D(e)  von  0 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen,  und  nur  für  diese  haben 
f(u)  und  f  (u)  eine  gemeinsame  Wurzel  Es   ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Ist  die  Gleichungsdiskriminante  nicht  identisch  Null,  so 
verschwindet  die  Ableitung  f  (u,  0)  nur  an  einer  endlichen 
Anzahl  von  Stellen  für  eine  der  n  Wurzeln  von  f(u,  0)  =  0. 

Sind  die  Koeffizienten  a0(#),  (^(0),  •  •  •  o*— 1(*)  in  (la)  sämtlich 
ganze  Funktionen,  besitzen  sie  also  keinen  Pol  im  Endlichen,  so  haben 
für  jeden  im  Endlichen  liegenden  Punkt  (0  =  cc0)  alle  n  Wurzeln  end- 
liche Werte;  in  diesem  Falle  nennt  man  die  Funktion  u  eine  ganze 
algebraische  Funktion  von  0,  weil  sie  ebenso  wie  die  ganzen  rationalen 
Funktionen  für  endliche  Werte  von  0  überall  endlich  bleibt  Wir 
werden  uns  spater  überzeugen,  dafe  diese  Besonderheit  der  ganzen 
algebraischen  Funktionen  nur  auf  der  an  sich  unwesentlichen  Eigen- 
schaft beruht,  dals  auch  hier  alle  Unendlichkeitsstellen  von  u  dem 
Südpole  Of,  d.  h.  dem  Werte  (0  =  00)  der  unabhängigen  Variablen  ent- 
sprechen. Aus  diesem  Grunde  werden  wir  später  auch  keine  Ver- 
anlassung haben,  die  ganzen  algebraischen  Funktionen  irgendwie  zu 
bevorzugen. 

Es  sei  jetzt  u  als  algebraische  Funktion  von  0  durch  die  Gleichung  (1) 
definiert  Dann  erkennen  wir  sofort,  dafs  u  nunmehr  keine  eindeutige 
Funktion  von  0  mehr  ist,  denn  zu  jedem  endlichen  oder  unendlich- 
grofsen  Werte  a0  von  0  gehören  stets  n  und  auch  nur  n  Werte 
efo(1),  eo*\ . . .  efP  von  w,  welche  im  allgemeinen  endlich  und  von  ein- 
ander verschieden  sind,  aber  in  besonderen  Fallen  auch  unendlichgrofs 
oder  einander  gleich  werden  können,   und  deren  Bestimmung  direkt 
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durch  Auflösung  der  Zahlengleichung  f(u,  cc0)  =  Q  geschieht  Es  stellt 
sich  somit  nach  dieser  oberflächlichen  Prüfung  u  als  eine  n-deutige 
Funktion  von  z  dar.  Die  folgenden  Untersuchungen  werden  zeigen, 
dafe,  bezw.  in  welchem  Sinne  diese  Aussage  bei  der  strengen  Fassung 
des  Begriffes  der  analytischen  Funktion  ihre  Geltung  behalt,  welche 
am  Schlüsse  der  vorigen  Vorlesung  gegeben  wurde. 

Wir  haben  gezeigt ,  dals  eine  beliebige  rationale  Funktion ,  d.  h. 
eine  Wurzel  der  linearen  Gleichung  Ax(z)u  —  -4^(^  =  0,  in  der  Um- 
gebung einer  beliebigen  Stelle  pQ  der  unabhängigen  Variabein  in  eine 
Potenzreihe  entwickelt  werden  kann,  welche  nach  ganzen  Potenzen  des 
zugehörigen  Linearfaktors  e  —  a0  fortschreitet,  und  wir  bestimmten  die 
Koeffizienten  derselben  successive,  indem  wir  die  Kongruenz 

für  immer  höhere  und  höhere  Potenzen  von  je?  —  cr0  als  Modul  auf- 
lösten. Man  kann  diese  Methode  offenbar  auch  so  aussprechen:  Be- 
trachten wir  die  Gleichung 

4)  4(*>-A(*)  =  o 

als  Kongruenz,  und  zwar  successive  für  immer  höhere  und  höhere 
Potenzen  von  z  —  or0  als  Modul,  so  ergiebt  sich  als  Lösung  eine  ein- 
deutig bestimmte  Reihe 

u  =  aQ  0  -  cc0)9  +  a?+i  (*  -  <r0)*+1  +  •  •  •, 

welche  jene  Gleichung  (4)  formal  befriedigt,  und  von  der  nachgewiesen 
werden  konnte,  dafs  sie,  genügend  weit  fortgesetzt,  für  alle  Punkte 
einer  gewissen  endlichen  Umgebung  von  a0  konvergiert  und  dort  den 
Wert  von  u  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  darstellt. 

Genau  dasselbe  Verfahren  wollen  wir  auch  in  dem  allgemeineren 
Falle  anwenden,  dafs  u  als  Function  von  z  nicht  durch  eine  lineare, 
sondern  durch  eine  Gleichung  n-ten  Grades  definiert  ist.  Es  wird  sich 
dann  zeigen,  dafe  man  für  jede  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle 
genau  n  Potenzreihen  finden  kann,  welche  die  n  Wurzeln  jener 
Gleichung  für  eine  gewisse  endliche  Umgebung  der  betrachteten  Stelle 
mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  darstellen.  Der  einzige  Unter- 
schied ist  der,  dafs,  während  die  Entwickelung  einer  rationalen  Funk- 
tion stets  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  fort- 
schreitet, jene  Entwickelungen  für  eine  algebraische  Funktion  u  an 
gewissen,  aber  nur  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Punkten  nach 
gebrochenen  Potenzen  fortschreiten  können. 


Digitized  by 


Google 


§  2.    Die  kritischen  und  die  regulären  Stellen.  29 

§2. 

Ehe  wir  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  in  der  Umgebung 
einer  beliebigen  Stelle  (z  =  a)  in  Potenzreihen  entwickeln,  wollen 
wir  diese  Untersuchung  für  eine  sogenannte  reguläre  Stelle  durch- 
fuhren, weil  wir  auf  diesen  ganz  einfachen  Fall  nachher  das  allgemeine 
Problem  mit  Leichtigkeit  reduzieren  können. 

Wir  denken  uns  die  Gleichung  in  der  Form  gegeben: 

1)         f(u,  z)  =  w»  +  a,-!^)*"-1  +  •  •  •  +  a,(z)u  +  a0(z)  -  0, 

wo  alle  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  z,  also  in  der  Umgebung 
einer  jeden  Stelle  (*«=»«)  als  konvergente  Potenzreihen  darstellbar 
sind,  welche  nach  Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten.  Wir  schließen 
zunächst  die  unendlich  ferne  Stelle  und  die  nur  in  endlicher  Anzahl 
vorhandenen  Pole  der  n  Koeffizienten  aQ(z), . . .  o„_ i(z)  aus.  Für  alle 
übrigen  Stellen  (z  =  a)  sind  dann  die  Werte  a,(a),  welche  die  Koeffi- 
zienten dort  annehmen,  endlich. 

Wir  bilden  jetzt  die  Gleichungsdiskriminante  D(z).  Nach  den 
Ergebnissen  des  vorigen  Abschnittes  ist  diese  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende ganze  rationale  Funktion  der  Gleichungskoeffizienten  <*;(#); 
sie  besitzt  also  für  alle  hier  betrachteten  Stellen  (z  =  a)  ebenfalls  einen 
endlichen  Wert.  Wir  schliefsen  zweitens  vorläufig  auch  die  ebenfalls 
nur  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Nullstellen  der  Diskriminante 
von  unserem  Bereiche  aus.     Da  dann  für  alle  übrigen  Punkte  (z  =  a) 

2>(«)  -  TT  (c«w  -  4k))  =  TT/»  (cö(0)  ^  0 
ist, 

so  sind  für  jeden  Punkt  unseres  Bereiches  alle  n  Wurzeln  end- 
lich und  voneinander  verschieden,  und  die  nach  u  genommene 
Ableitung  f  (u,  z)  besitzt  für  alle  n  Gleichungswurzeln  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert. 

Wir  wollen  diese  von  der  folgenden  Betrachtung  zuerst  aus- 
geschlossenen Punkte  die  kritischen  Punkte  der  Gleichung 
nennen.     Es  seien: 

(*-A),     (*-A)f-(*-A),     (*-«>) 

jene  Punkte,  und  es  mögen 

89!  S92,...        S9A  89. 

ihre  Bilder  auf  der  Kugelfläche  ft  sein.  Der  nach  Ausschluls  jener 
(h+  1)  Punkte  übrig  bleibende  Teil  vonS  soll  der  reguläre  Bereich, 
jede  Stelle  desselben  eine  reguläre  Stelle  heifeen. 
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Wir  betrachten  nun  die  Gleichung  (1)  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  (*  =  a0)  dieses  regulären  Bereiches  und  untersuchen,  ob  dieselbe 
hier  durch  das  Element  einer  analytischen  Funktion 

3)  u  =  %  +  %  (e  -  a0)  +  e»  (*  -  « o)1  +  '  • ' 

befriedigt  werden  kann.  Soll  dies  der  Fall  sein,  so  mufs  jene  Gleichung 
zunächst  für  z  =  or0  durch  das  Anfangsglied  eQ  befriedigt  werden,  d.  h. 
Cq  muls  eine  der  n  Wurzeln  «f  \  e$\  . . .  effi  der  bereits  oben  betrachteten 
Gleichung  (la) 

4)  f(e,  «0)  -  e»  +  a^Oro)**-1  +  -  • •  +  at(aS+  a0(«o)  =  0 

sein,  deren  Koeffizienten  die  endlichen  Werte  sind,  welche  die  Funk- 
tionen ah(z)  fftr  z  =  or0  annehmen. 

Unter  jenen  Wurzeln  cjp  können  mehrere  einander  gleich  sein; 
dieser  Fall  kann  aber  nur  dann  eintreten,  wenn  (z  «  cr0)  eine  der  be- 
reits ausgeschlossenen  Nullstellen  der  Diskriminante  in  (2)  ist. 

Es  sei  jetzt  e^  irgend  eine  Wurzel  von  f{e^9  cr0)  —  0,  fttr  welche 
also  sicher 

f'(e0)a0)^0 

ist.  Wir  zeigen  dann,  dals  zu  diesem  Anfangsgliede  eine  und  nur  eine 
eindeutig  bestimmte  Reihe: 

wo  —  eo  +  ei  (*  —  «o)  +  %  (*  —  «o)  H 

gehört,  welche  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (*  —  a0)  kon- 
vergiert und  für  jeden  Punkt  derselben  eine  Wurzel  der  Gleichung 
/  (w,  z)  =  0  darstellt. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 

dann  entspricht  der  Stelle  (z  =  a0)  von  *  die  Stelle  (ß  =  0)  der 
Variablen  £,  und  es  kann  die  zu  lösende  Aufgabe  jetzt  einfacher  so 
ausgesprochen  werden: 

Es  sollen  die  Koeffizienten  der  Reihe: 

5)  Wi-e^  +  e^-f--" 

so  bestimmt  werden,  dafs  die  Reihe  ux  die  Gleichung 

6)  rt«,*W(4>  +  «ii  «o  +  Ö  =  0 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (5  =  0)  befriedigt. 

Entwickeln  wir  nun  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6)  nach  dem 
Taylorschen  Satze  nach  Potenzen  von  ^  und  g,  so  geht  sie  über  in: 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  2.    Entwicklung  einer  algebraischen  Funktion  für  eine  reguläre  Stelle.    31 

O  -  f(e0  +  uu  «0  +  ©  -.  fa,  «„)  +  utf10  (Cb,  «o)  +  tfn  (fi,,  «o) 

+  «!/»  (<W  «o)  +  «i&/ii  («o,  «o)  +  Pfm  («b>  «o)  +  •  •  '> 
wo  zur  Abkürzung  allgemein: 

gesetzt  ist  Ans  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  aber,  wenn  man  be- 
achtet, daJGs  n.  A  V.  f(e0,  cr0)  =»  0,  f1Q  {$>,  a0)  ^  0  ist,  folgende  Be- 
dingimg fQr  die  unbekannte  Reihe  t^: 

«•— ki+ (-£)«+ (-'?><+ (-'")«•+ ••• 

Bei  einfacherer  Bezeichnung  der  hier  auftretenden  Koeffizienten  kann 
also  die  obige  Aufgabe  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Es  soll  die  Gleichung: 

<  +  *=*,  8,4-. • 

in  welcher  die  Koeffizienten: 

7a)  0io5    fto;  9it>  9<a\    9so'" 

gegebene  Konstanten  sind,  in  der  Umgebung  der  Stelle  (6=0) 

durch  eine  Reihe: 

8)  %-elC  +  ^{l  +  ... 

gelost  werden. 

Diese  Aufgabe  kann  nun  stets  auf  eine  einzige  Weise  gelöst 
werden;  und  dasselbe  gilt,  wenn  die  Reihe  der  Koeffizienten  (7a)  nicht 
abbricht,  wie  dies  hier  der  Fall  ist;  nur  nmfe  alsdann  die  Reihe 
Tgitgu\  innerhalb  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (£  =  0,^=0) 
konvergieren.  Wir  wollen  die  Aufgabe  daher  gleich  unter  dieser  all- 
gemeineren Annahme  lösen. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  ersetzen  wir  in  der  Glei- 
chung (7)  Uj  durch  die  noch  unbekannte  Reihe  (8)  und  ordnen  dann 
die  rechte  Seite  der  so  sich  ergebenden  Gleichung 

<  +  ft«»,8-*« 

nach  steigenden  Potenzen  von  g;  dann  ist  dieselbe  bekanntlich  inner- 
halb ihres  Konvergenzbereiches  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  noch  un- 
bekannten Koeffizienten  eu  %> . . .  so  gewählt  werden  können,  dafs  die 
Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  jener  Gleichung  (9)  gleich  sind.  So 
erhalten  wir  durch  Koeffizientenvergleichung  eine  Reihe  von  Gleichungen: 
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10) 


*1=01O 

**=  020  +  011*1  +002*1 

%  —  030  +  021*1  +  012*1  +  008*1  +  011*2  +  20O2*1*2 


und  man  erkennt  leicht,  dafs  sich  allgemein  ans  der  Yergleichnng  der 
Koeffizienten  von  g*  anf  beiden  Seiten  für  ek  eine  Gleichung  ergiebt: 

10a)  ek  =  Gk(g10, ghi]  elf %,... ek_t)         <*+*-*, 3, . . .), 

in  welcher  die  rechte  Seite  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von 
Produkten  aus  den  Koeffizienten  ghi  und  den  vorhergehenden  Koeffi- 
zienten elf  e^y . . .  e*_i  ist  Setzt  man  also  den  Wert  von  et  in  die 
zweite,  die  so  gefundenen  Werte  von  eL  und  e^  in  die  dritte  Gleichung 
ein,  und  fährt  so  fort,  so  erhalt  man  für  jeden  Koeffizienten  einen 
expliciten  Ausdruck  von  der  Form: 

11)  **  -  #*(0io5  9hi)  (ä  +  »  =  2,3,  . . .), 

welcher  ebenfalls  aus  einer  endlichen  Anzahl  der  Koeffizienten  gl0,  ghi 
allein  durch  die  Operationen  der  Addition  und  Multiplikation 
gebildet  ist.  So  ergiebt  sich  z.  B.  aus  den  Gleichungen  (10)  für  die 
drei  ersten  Koeffizienten: 

*1=01O 

*8=  020+ 011010  +  0O20?O 

IIa)  e9  =  gd0  +  gng10  +  gl2g\0  +  gosg*0  +  gngi0 

+  011010  +  3011002010  +  20O201O  +  2^Jo 

Es  giebt  somit  eine  einzige  Potenzreihe  ux  =  e^  +  •  •  -,  welche  die  vor- 
gelegte Gleichung  (7)  formal  befriedigt. 

§3. 

Wir  zeigen  jetzt  weiter,  dafs  die  im  vorigen  Abschnitte  bestimmte 

Reihe  e1^  +  e^g2  H in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (5  =  0) 

konvergiert  und  für  sie  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 

1)  *i=9iot  +  *9tkV*i 

darstellt. 

Zum  Beweise  der  Konvergenz  der  Reihe  ut  föhrt  nun  die  folgende 
sehr  allgemeine  Überlegung,  welche  zuerst  von  Cauchy  bei  ähnlichen 
Fragen  angewendet  wurde.  Ersetzt  man  in  der  Reihe  ZcAg*  alle  Koeffi- 
zienten eh  durch  ihre  absoluten  Beträge  und  vergrößert  dann  noch 
jeden  Koeffizienten  um  eine  beliebige  Zahl,  so  erhalt  man  eine  Reihe 
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mit  lauter  positiven  Koeffizienten  ek,  und  für  einen  beliebigen  innerhalb 
des  Konvergenzbereiches  von  t^  liegenden  Wert  von  £  ist  offenbar: 

|W|^l*|t|*. 

Konvergiert  daher  die  zweite  Reihe  t^  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem 
Radius  q,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  ersten  Reihe.  Können  wir 
also  für  die  Reihe  wx  beweisen,  dals  sie  für  eine  endliche  Umgebung 
der  Nullstelle  konvergiert,  so  ist  der  verlangte  Beweis  auch  für  die 
Reihe  t^  erbracht,  denn  ihr  Konvergenzradius  ist  gleich  oder  gröfser 
als  der  der  zweiten  Reihe. 

Man  kann  nun  in  der  That  eine  solche  Reihe  ~üx  bilden,  welche 
so  einfach  ist,  dals  man  für  sie  ohne  weiteres  den  verlangten  Nach- 
weis zu  führen  imstande  ist.  Beachtet  man  nämlich,  dafe  die  Koeffi- 
zienten 6j, %, . . .  in  (11)  und  (IIa)  des  § 2  aus  den  Gleichungskoeffizienten 
gm  gki  allein  durch  die  Operationen  der  Addition  und  Multiplikation 
gebildet  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dals  alle  Koeffizienten  e*  ihrem 
absoluten  Werte  nach  vergrößert  werden,  wenn  man  die  Gleichungs- 
koeffizienten g10,  gki  durch  ihre  absoluten  Betrage  ersetzt  und  sie  dann 
noch  vergrößert.    Wir  wollen  dies  auf  folgende  Weise  thun:  Die  Reihe 

2)  Gfc^-fctt  +  ZfMCX 

der  beiden  Variablen  £  und  Uj  möge  für  alle  Werte 

2a)  |t|-,,    |ttl|  =  „ 

ihrer  Argumente  konvergieren;  da  jene  Reihe  nach  dem  Vorigen  inner- 
halb einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (£  =  0,  ux  =  0)  konvergiert, 
so  kann  man  stets  endliche  Gröfsen  q  und  6  so  bestimmen,  dafs  der 
obigen  Annahme  genügt  wird. 

Nach  dem  auf  S.  22  angegebenen  Satze  bestehen  dann  für  alle 
Koeffizienten  g.h  die  Ungleichungen: 

2b)  \9ik\<Jrt  («.*- o,i,  !,...>. 

wenn  g  größer  ist  als  die  obere  Grenze  aller  Wertsysteme  |6r(g,  wx)|, 
für  welche  die  Gleichungen  (2  a)  erfüllt  sind.    Ersetzt  man  also  in  der 

Grundgleichung  (1)   die  Koeffizienten  g.k  durch   die  Zahlen  -~^  und 

berechnet  zu  ihr  die  Potenzreihe  ü^  —  ~ex%  +  "e2&*  -\ ,  so  ist  all- 
gemein |  ek  | .  <£  "5*;  ißt  also  der  Konvergenzbereich  dieser  Reihe  ü1  endlich, 
so  gilt  dasselbe  auch  von  dem  Bereiche  der  zu  untersuchenden  Reihe  uv 

Hantel  n,  Iiandsberg,  algebraische  Funktionen  etc.  8 
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Substituieren  wir  nun  jene  Werte  für  die  Koeffizienten  gik,  so 
geht  die  Grundgleichung  (1)  für  ü1  über  in: 

*-'(i+2(*)W 

und  die  rechte  Seite  kann  für  alle  Wertsysteme: 

ICK*   Kl<" 

leicht  summiert  werden;  dann  ergiebt  sich  für  üt  die  einfache  Gleichung: 
oder: 

3)  »W^,^,»,) -(!  +  «')), 

wenn  zur  Abkürzung: 

3a)  •-.£,    C»-I,    u'=f 

gesetzt  und  gr  und  u'  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  Eins 
angenommen  werden. 

Also    ist   u'   als   Funktion   von    £'   durch    die    aus   (3)   folgende 
quadratische  Gleichung  definiert: 

3b)  Au'*-u'+B<=0, 

wenn  zur  Abkürzung: 

3c)  -A-l  +  rt    ^=^7 

gesetzt  ist,  und  zwar  muls  u1  =^5'  +^25'2  +  '"'  diejenige  unter  den 
beiden  Wurzeln  jener  Gleichung  sein,  welche  für  £'  =  0  ebenfalls  ver- 
schwindet.  Losen  wir  diese  quadratische  Gleichung  auf,  so  ergiebt  sich : 


U ~lü ' 


denn  wir  müssen  das  negative  Vorzeichen  der  Wurzel  wählen,  damit 
sich  wf  für  £'  =  0,  d.  h.  für  B  =  0  ebenfalls  auf  Null  reduziert. 

Diesen  Wurzelausdruck  können  wir  nun  in  der  That  nach  dem 
binomischen  Satze  in  eine  Potenzreihe  entwickeln,  sobald  nur: 


4)  i^Bi-^a+^y-r^ 


<i 


ist;  dann  ergiebt  sich  für  «'  die  Reihe: 

«'  =  B  +  AB*  +  2A*B>  +  bA*B*  + 
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welche  innerhalb  des  Gebietes  (4)  gleichmäßig  konvergiert  und  die 
eine  Wurzel  von  (3  a)  darstellt.  Jenen  Bereich  können  wir  noch  einfacher 
charakterisieren;  in  der  That  folgt  aus  (4) 

4(i+*0«H:'l<|i-c'l  in<i, 

und  da  stets  1 1  —  g'  |  ^  1  —  |  g '  |  ist,  so  wird  jene  Ungleichung  sicher 
erfüllt  sein,  wenn  man  auf  ihrer  rechten  Seite  1 1  —  g'  |  durch  1  —  |  g'  | 
ersetzt.     Dann  ist  aber  einfacher: 

a  +  »iWI<i,   I^KpriTp' 

oder,  wenn  man  für  g'  und  <f  ihre  Werte  aus  (3a)  einsetzt: 

(1+2t) 

d.  h.  die  Reihe  ut  =  ^S  +  "e2g*  H und  somit  auch  die  ursprüngliche 

Reihe  #1  =  e1£  +  6i£2H konvergiert  sicher  innerhalb  eines  die  Stelle 

£  =  0  umgebenden  Kreises,  dessen  Radius 

6)  '"FW 

ist 

Wir  müssen  jetzt  endlich  zeigen,  dafs  die  innerhalb  des  Ge- 
bietes (B)  konvergente  Reihe  t^  für  diesen  Bereich  die  vorgelegte 
Gleichung  (1)  befriedigt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dafs  die  aus  (1)  her- 
vorgehende Differenz: 

X(%,  6)  -  %  -  Gfc0£  +  *9ki?u[) 
nach  Substitution  der  Reihe  X6*g*  für  «^  in  jenem  Bereiche  ver- 
schwindet. Macht  man  aber  jene  Substitution,  so  wird  K(u19  g)  eine 
Potenzreihe  von  g  allein,  in  der  sich  alle  Koeffizienten  der  einzelnen 
Potenzen  von  g  auf  Null  reduzieren,  d.  h.  K{u19  g)  wird  identisch 
gleich  Null;  ux  stellt  also  für  jenen  Bereich  in  der  That  eine  Wurzel 
von  JT(w1,g)  =  0  oder  der  Gleichung  (1)  dar. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  dafs  der  Beweis  für  die  Kon- 
vergenz der  Reihe  ul  =  elt+'"  ohne  Benutzung  des  auf  S.  22  er- 
wähnten Satzes  gegeben  werden  kann,  wenn,  wie  es  hier  der  Fall  ist, 
die  Reihe  (?(g,  wx)  in  (2)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
enthalt  Ist  dann  nämlich  g  der  gröfste  unter  den  in  endlicher  Anzahl 
vorhandenen  Koeffizienten  gxo,  gk0  so  sind  aus  den  soeben  angegebenen 
Gründen  die  Koeffizienten  d  von  ux  absolut  genommen  kleiner  als  die 
positiven  Koeffizienten  e;  der  Reihe  \y  welche  durch  die  Gleichung 

Ut-gQL  +  ZVu,*)  (•  +  *-*,  8,...  oo) 
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definiert  ist  und  welche  genau  zu  derselben  quadratischen  Gleichung 
für  ~üx  führt  wie  vorher  für  u\  In  diesem  Falle  tritt  an  Stelle  von  q 
und  6  die  Zahl  Eins,  wahrend  (j  durch  g  zu  ersetzen  ist. 

Da  wir  gerade  dieses  Resultat  später  anzuwenden  haben  werden, 
so  formulieren  wir  dasselbe  in  dem  folgenden  Satze: 

Die  Gleichung: 

!+*=*,  8,... 

besitzt  stets  eine  und  auch  nur  eine  Losung: 

welche  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Nullstelle  konvergiert 
und  für  g  =  0  ebenfalls  verschwindet.  Ist  die  Anzahl  der 
Koeffizienten  gik  endlich  und  g  gröfser  als  der  absolute  Betrag 
aller  dieser  Zahlen,  so  konvergiert  die  Reihe  für  ut  sicher 
innerhalb  eines  Kreises,  dessen  Radius  gleich 

l 

0  +  20)f 
ist. 

§4. 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  bewiesen  worden,  dafs  für  jeden  regulären 
Punkt  8t(tf  =  a)  der  Kugelfläche  ft  alle  n  zugehörigen  Potenzreihen 
u1}  Wg, . . .  un  innerhalb  einer  endlichen  Umgebung  von  Ä  konvergieren 
und  dort  je  eine  Wurzel  der  Gleichung  darstellen.  Aber  ebenso  wie 
bei  den  rationalen  Funktionen  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  für  eine 
oder  mehrere  Wurzeln  der  Konvergenzradius  mehr  und  mehr  abnimmt 
und  zuletzt  unter  jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinkt,  wenn  sich 
der  Punkt  Ä  unbegrenzt  einer  Grenzlage  nähert.  Wir  zeigen  jetzt, 
dafs  dieser  Fall  höchstens  dann  eintreten  kann,  wenn  Ä  einem  der 
vorher  ausgeschlossenen  kritischen  Punkte 

S9i,    832, . , .  33a,    83« 
unendlich  nahe  kommt. 

Wir  umgeben  zu  diesem  Zwecke  jeden  dieser  kritischen  Punkte 
auf  der  Kugel  durch  beliebig  kleine  Kreise  und  betrachten  nun  nur 
denjenigen  Teil  der  Kugelfläche  Ä,  welcher  nach  Fortlassung  jener 
(A  +  1)  kleinen  Kreisinneren  übrig  bleibt;  wir  wollen  diesen  Teil  der 
Kugelfläche,  welcher  durch  Verkleinerung  der  (h  + 1)  Kreise  beliebig 
nahe  an  Ä  herangebracht  werden  kann,  den  regulären  Bereich  der 
Gleichung  nennen. 

Dann  zeigen  wir,  dafs  für  alle  unendlich  vielen  Punkte  Sl  des 
regulären  Bereiches  die  Konvergenzradien  der  n  Reihen  u1}  w^, . . .  un 
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oberhalb    einer    und    derselben    positiven    unteren    Grenze,  p0  >  0 
liegen. 

Für  den  ganzen  Bereich  Ä  bleiben  zunächst  die  Gleichungs- 
koeffizienten a*_i(a),  an—i(a)} . . .  a0(a)  alle  unterhalb  einer  endlichen 
Grenze,  weil  die  rationalen  Funktionen  ah(z)  innerhalb  Ä  allenthalben 
endlich  und  stetig  sind;  und  dasselbe  ist  demnach  auch  für  die  n  Wurzeln 
dp,  dp, . . .  dp  der  Gleichung  f(u,  a)  =  0  für  das  ganze  reguläre 
Gebiet  der  FalL  Dasselbe  gilt  auch  von  der  GleichungBdiskrimiiiflnte 
und  den  Koeffizienten: 


, l    (d«+k)f(»,z)\ 

''*""  %\h\\     dutdz*     Ju^^m^ 


da  alle  diese  Gröfsen  ganze  Funktionen  von  e0  und  c0  mit  endlichen 
Koeffizienten  sind.  Andrerseits  zeigt  man  aber  leicht,  dafs  die 
Gleichungsdiskriminante  für  den  ganzen  regulären  Bereich  absolut  ge- 
nommen oberhalb  einer  endlichen  Gröfse  A  bleibt;  da  nämlich  die 
stetige  Funktion  D(z)  höchstens  in  den  kritischen  Punkten  verschwindet, 
so  kann  sie  nur  in  ihrer  Umgebung  unendlich  klein  werden.  Hieraus 
folgt  sofort,  dafe  für  den  ganzen  Bereich  S  auch  die  Differenz  zweier 
konjugierter  Wurzeln  dp  —  dp  absolut  genommen  oberhalb  einer  und 
derselben  endlichen  Grenze  d  liegen  mufs.  In  der  That  ist  nach  der 
soeben  gemachten  Bemerkung  für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (#  =  «) 

\D(a)\-T\\dlp-dF\>±. 

Nun  liegen  alle  n  (w  —  1)  Wurzeldifferenzen  |  d$  —  dp  |  ebenso  wie  die 
Wurzeln  selbst  absolut  genommen  unter  einer  endlichen  oberen  Grenze, 
welche  durch  y  bezeichnet  werden  möge.  Ist  also  |  dp  —  dp  |  etwa  die 
kleinste  jener  Differenzen,  so  wird  die  soeben  hingeschriebene  Un- 
gleichung noch  verstärkt,  wenn  man  alle  Differenzen  auüser  jener 
kleinsten  durch  die  gröfsere  Zahl  y  ersetzt;  also  ist 

\dp-dp\  •  y(—i>-i>A 

oder  es  ist  für  das  ganze  reguläre  Gebiet  in  der  That 

Mit  Benutzung  dieser  Thatsachen  kann  nunmehr  der  angekündigte 
Beweis  leicht  geführt  werden:  Für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (#  =  «) 

war  der  zugehörige  Konvergenzradius  sicher  gröfser  als  t— -     »a>  wenn  g 

eine  positive  Zahl  ist,  welche  gröfser  ist  als  die  absoluten  Beträge  der 
Koeffizienten 
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/* 


* 


welche  in  der  definierenden  Gleichung  (7) 

Hi—ftot +  **«?*, 

für  ux  =  u  —  eQ  auftreten.  Nur  dann  konnte  also  bei  Annäherung  an 
eine  reguläre  Stelle  der  Konvergenzbereich  unendlich  klein  werden, 
wenn  g  unendlich  wüchse;  da  aber  für  den  ganzen  regulären  Bereich 
alle  \fa\  endlich  bleiben,  so  müfste  dazu  der  gemeinsame  Nenner: 

l/ioi=  %     m       H«P-«FII«,-4f»l---l4P-4*l 

unendlich  klein  werden,  und  dies  ist  nicht  der  Fall,  weil  nach  dem 
soeben  gegebenen  Beweise  jede  einzelne  Wurzeldifferenz  |  e$  —  e£>  |  ober- 
halb 8,  also  \f10\  für  den  ganzen  Bereich  oberhalb  d"-1  bleibt, 
und  damit  ist  die  obige  Behauptung  in  ihrem  vollen  Umfange  bewiesen. 
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Vierte  Vorlesung. 

Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen  in  der  Umgebung  einer  beliebigen 
regulären  oder  kritischen  Stelle.  —  Bestimmung  der  Anfangsglieder  der  zu  einer 
Stelle  gehörigen  Potenzreihen.  —  Konstruktion  des  zu  einer  Stelle  gehörigen 
Diagramms.  —  Folgerungen.  —  Aufstellung  der  zu  einem  Anfangsgliede  ge- 
hörigen Potenzreihe. 

§1. 

Das  in  der  vorigen  Vorlesung  gefundene  Resultat  sprechen  wir  in 
dem  folgenden  Satze  aus: 

Es  sei  u  eine  algebraische  Funktion  von  *,  welche  durch 
die  Gleichung 
1)  f(u,*)  =  u«  +  On-t^u»-1  +  -•■  +  aQ(s)  =  0 

definiert  ist,   und  (*  =  «)   sei  eine  beliebige  reguläre  Stelle; 
dann  existieren  genau  n  Potenzreihen 

w<  =  <#>  +  ei*>(*-a)  +  40(*-a)*  +  ... ,  (f-=1, 2,... n) 

welche  alle  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (2  =  a) 
konvergieren,   welche  lauter   verschiedene   Anfangsglieder  be- 
sitzen und   die  in  einer  endlichen  Umgebung  jener  Stelle  die 
n  Wurzeln  der  betrachteten  Gleichung  darstellen. 
Damit  haben  wir  das   Grundproblem   unserer  Theorie,  die   Dar- 
stellung der  algebraischen  Funktionen  durch  Potenzreihen,  fast  für  alle 
Stellen  der  unabhängigen  Variablen  gelost;  nur  die  h  + 1  kritischen 
Stellen  S31, .  • .  33a,  33«,  entziehen  sich  dieser  Methode;  aber  gerade  diese 
sind  von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Erkenntnis  der  wahren  Natur 
jener  Funktionen;  gerade  die  Untersuchung  der  algebraischen  Funk- 
tionen u  für  die  Umgebung  dieser  Stellen  liefert  uns  die  Eigenschaften, 
durch  welche  sie  sich  von  den  rationalen  Funktionen  von  0  unter- 
scheiden.   Es  ist  auch  kein  Zufall,  dafs  unsere  Methode  gerade  für 
diese  Stellen  (z  =  a0)  versagt,  denn  es  wird  sich  zeigen,  dafs  für  ihre 
Umgebung  zwar  auch  Reihen  für  u  existieren,  welche  nach  Potenzen 
von  s  —  aQ  fortschreiten,  aber  der  wichtige  Unterschied  ist  der,  dafs 
gewisse  unter  ihnen  nicht  nach  Potenzen  mit  ganzzahligen,  sondern 
nach  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  fortschreiten;  es  können 
also  für  u  z.  B.  Reihen  von  der  Form  auftreten: 

i_  ± 

w  =  eQ  +  el  (*-aoy  +  3,  (*-«<>)*  +  •"* 
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welche  eine  Wurzel  in  der  Umgebung  einer  kritischen  Stelle  (z  =  cc^) 
darstellen.  Nach  der  genauen  Untersuchung  des  regulären  Falles  kann 
aber  die  Betrachtung  der  singulären  Stellen,  welche  sonst  zu  den 
schwierigsten  Fragen  der  ganzen  Theorie  gehört,  mit  Leichtigkeit 
durchgeführt  werden.  Wir  gehen  jetzt  zu  einer  für  alle  regulären  und 
kritischen  Stellen  gültigen  Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen 
über,  welche  sich  von  den  früher  gegebenen  dadurch  unterscheidet,  da& 
sie  ausser  den  trivialsten  Konvergenzsätzen  keine  analytischen  Hilfs- 
mittel erfordert. 

Lassen  wir  die  Beschränkung  fallen,  dafs  die  Stelle  (z  =  a) 
regulär  sein  soll,  so  kann  sich  der  Charakter  der  Potenzreihen  für  u 
einmal  in  der  Weise  ändern,  dafs  dieselben  auch  mit  einer  endlichen 
AtiewIiI  negativer  Potenzen  von  z  —  a  beginnen  können,  wie  dies 
vorher  auch  für  die  rationalen  Funktionen  Z  von  z  in  der  Umgebung 
eines  Poles  bewiesen  worden  war.  Zweitens  können  jene  Reihen, 
wie   soeben   erwähnt   wurde,    nach  gebrochenen   Potenzen  von  0  —  <r 

fortschreiten,  und  auch  hier  tritt  der  Bruch  ■—  an  Stelle  des  Linearfaktors 

* 

z  —  a,  wenn  die  Funktion  u  in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen 

Stelle  85«  untersucht  wird. 

Um  jetzt  das  vorgelegte  Problem  gleich  in  seiner  allgemeinsten 

Gestalt  zu  umfassen  und  zu  losen,  stellen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe: 
Es   sei   u  als   algebraische   Funktion   von  z  durch   eine 
Gleichung: 

la)  f(u,  z)  =  As(z)  +  A1(z)u  +  Ai  (z)u*  +  •  ■  •  +  M*)*  -  0 
mit  beliebigen  rationalen  Funktionen  von  z  als  Koeffizienten 
definiert    Es  sollen  die  n  Wurzeln  jener  Gleichung  in  end- 
licher Umgebung  einer  beliebigen  (endlichen  oder  der  unend- 
lich fernen)  Stelle  (z  =  a)  durch  konvergente  Reihen 

2)  w  =  e0(*-a)* +  «,(*-£*)*  +  ... 

dargestellt  werden,  welche  nach  steigenden  Potenzen  des  zu- 
gehörigen Linearfaktors  fortschreiten,  für  welche  also 

s0  <  st  <  e ,  <  •  •  • 

ist. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir  wieder: 

3)  *-«  =  £    bzw.     i-  =  £, 

je  nachdem  (z  =  a)  eine  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle  ist, 
so  dafs  in  allen  Fallen  u  eine  algebraische  Funktion  von  g  wird,  welche 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (g  =  0)  zu  untersuchen  ist.    Dann  gehen 
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die  Gleichungskoeffizienten  A^ijs)  in  rationale  Funktionen  Ak(g)  von  £ 
über.  Wir  denken  uns  dieselben  nun  nach  ganzen  Potenzen  von  £  in 
der  Umgebung  von  (£  =  0)  entwickelt,  dann  ergeben  sich  (w  +  1) 
Reihen  von  der  Form 

4>  : 

welche,  wie  oben  bewiesen  wurde,  alle  in  einer  endlichen  Umgebung 
der  Stelle  (£=0)  konvergieren,  und  wo  die  ganzen  Zahlen  q07  Qlf..,,QH, 
die  positiv,  negativ  oder  Null  sein  können,  die  Ordnungszahlen  der 
Gleichnngskoeffizienten  4t(£)  für  die  Stelle  (£  =  0),  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Ordnungszahlen  der  ursprünglichen  Gleichungskoeffizienten 
A*{z)  für  die  zu  untersuchende  Stelle  (z  =  a)  bedeuten,  welche  in 
jedem  Falle  leicht  zu  bestimmen  sind. 

Wir  substituieren   diese  Reihen  für   die    Gleichungskoeffizienten, 
dann  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung  über  in  eine  Reihe: 

welche  in  Bezug  auf  u  vom  n-ten  Grade  ist,  aber  in  Bezug  auf  £  im 
allgemeinen  nicht  abbricht  Da  aber  alle  Koeffizienten  -4*(£)  in  end- 
licher Umgebung  der  Nullstelle  konvergieren,  so  gilt  dasselbe  für  die 
Reihe  f(u,  £)  von  zwei  Variablen. 

Nehmen  wir  nun  für  u  irgend  eine  nach  ganzen  oder  nach  ge- 
brochenen Potenzen  von  £  fortschreitende  Potenzreihe  (2): 

2a)  "b-etf* +  *{*  +  "•, 

konvergiert  diese  ebenfalls  in  endlicher  Umgebung  der  Nullstelle,  und 
substituieren  wir  sie  an  Stelle  von  u  in  die  konvergente  Doppelreihe 
f(u>  t)>  80  geht  diese,  wenn  man  die  gleich  hohen  Potenzen  von  £ 
zusammenfaßt,  in  eine  ebenfalls  nach  gebrochenen  Potenzen  von  £ 
fortschreitende  Reihe 

5)  /fK,Ö-c0e  +  Qe  +  - 

über,  welche  auch  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Nullstelle  gleich- 
mafsig  konvergiert. 

Diese  Reihe  verschwindet  nun  in  der  Umgebung  von  (£=0)  dann 
und  nur  dann,  d.  h.  die  Reihe  u0  stellt  nur  dann  in  jener  Umgebung 
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eine  Wurzel  der  Gleichung  f(u,  g)  =  0  dar,  wenn  die  Koeffizienten 
C0,  Cv  . . .  samtlich  identisch  verschwinden;  offenbar  sind  diese  ganze 
Funktionen  der  noch  unbekannten  Entwickelungskoeffizienten  der 
Reihe  u0>  wahrend  die  Exponenten  y0,  yu  y2  . . .  aus  den  unbekannten 
Exponenten  sQ,  €lf  s%> . . .  linear  zusammengesetzt  sind.  Die  Aufgabe, 
die  Reihe  u0  als  Wurzel  der  Gleichung  f(u,  £)  =  0  zu  bestimmen, 
reduziert  sich  also  darauf: 

es  sollen  die  unbekannten  Exponenten  e0,  slf  *2, . . .  und  die 
unbekannten  Koeffizienten  e0f  e^  %, . . .  der  Reihe  u0  in  (2  a)  so 
bestimmt  werden,  dafe   sich  in  der  Entwickelung  der  Reihe: 

5)  /(s,0-cf.th  +  criCh  +  - 

alle  Koeffizienten  C0,  C19 . .  •  auf  Null  reduzieren. 

Wir  suchen  nun  zunächst  u0  so  zu  bestimmen,  dafe  das  Anfangs- 
glied C0Sr°  in  (5)  verschwindet,  und  wir  zeigen,  dafe  durch  diese  For- 
derung nur  das  Anfangsglied  i0g*°,  und  zwar  genau  w- deutig  bestimmt 
wird,  entsprechend  den  Anfangsgliedern  der  Potenzreihen,  in  welche, 
wie  wir  zeigen  werden,  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  die 
n  Gleichungswurzeln  in  der  Umgebung  der  Nullstelle  entwickelt  werden 
können. 

Ersetzt  man  nun  auf  der  linken  Seite  der  gegebenen  Gleichung: 

f(u,  o  -  4,(6)  +  4«K  +  MSW  +  •  •  •  +  Mt)< 

die  Koeffizienten  -4*(£)  durch  ihre  Entwickelungen  (4)  und  u  durch 
die  noch  unbekannte  Reihe  u0>  so  ergiebt  sich  für  f(u0>  g)  die  Reihe: 

und  man  erkennt  ohne  weiteres,  dafe  die  Summe  der  Anfangsglieder 
der  (n  +  1)  Produkte  -4i(£)mJ  gleich: 

7)  M  -  «öS*  +  <*ie0P+*  +  (H<*fr+».  +  ■■■  +  an<r0?«+n* 

ist,  und  dafs  man  für  einen  beliebig  gegebenen  Wert  des  Exponenten  e0 
das  Anfangsglied  C0f°  von  f(u0,  £)  einfach  findet,  wenn  man  in  fQ(g) 
alle  diejenigen  Glieder  0*46*' +  '*  zusammenfafet,  für  welche  die 
Exponenten  Qt  +  ie0  den  kleinsten  Wert  besitzen. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dals  s0  nicht  so  gewählt  werden  darf,  dafs 
nur  einer  der  in  f0(g)  auftretenden  Exponenten  von  £: 

8)  Qoy    Qi+*oj    Qi+2*o,.Qn  +  n60 

den  kleinsten  Wert  besitzt;  denn  wäre  einer  der  Exponenten,  etwa 
Qk  +  &*o,  kleiner  als  alle  anderen   Qi+  is0}   so  begänne  ja   die   Ent- 
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wickelung  von  /,(f«0,  £)  mit.  dem  einen  Oliede  niedrigster  Ordnung 
ake%fk+*\  und  u0  könnte  somit  in  der  Umgebung  der  Stelle  (6  =  0) 
nur  dann  eine  Wurzel  darstellen,  wenn  der  Koeffizient  a*e*  oder,  da 
a*^0  ist,  wenn  q,  verschwände.  Es  mufs  demnach  der  Exponent  *0 
des  Anfangsgliedes  von  u0  notwendig  so  gewählt  werden,  dafe  min- 
destens zwei  von  den  Exponenten  der  Reihe  (8),  etwa  q9  +  gs0  und 
Qi  +  ^o/  ^gleich  den  kleinsten  Zahlenwert  haben,  d.  h.  dafs  die  beiden 
Bedingungen  erfüllt  werden: 

9.  Yo  —  99  +  9h  —  9i  +  lso 

Qk  +  ^o^ro  0-0,1,»,...»). 

Sollen  zwei  Exponenten  q9  +  gs0  und  Qt  +  le0  einander  gleich  sein, 
so  ergiebt  sich  hieraus  fär  f0  der  Wert: 


9i-Q, 


9 


10)  *—      l-g    ' 

und  man  erhalt  so  eine  endliche  Anzahl  von  möglichen  Exponenten  e0] 
man  kann  dann  für  alle  diese  leicht  entscheiden,  ob  auch  die  zweite 
Bedingung  in  (9)  für  das  so  bestimmte  e0  erfüllt  ist.  Man  findet  aber  mit 
ehern  Schlage  alle  möglichen  Exponenten  s0,  wenn  man  die  folgende 
geometrische  Repräsentation  anwendet,  welche  in  einem  einfachen  Falle 
bereits  von  Newton  angegeben  und  später  von  De  Qua,  Cramer, 
Puiseux  u.  A.  benutzt  wurde. 

In  einem  rechtwinkligen  Koordinatensystem   denken  wir  uns  die 
(n  + 1)  Punkte  fixiert: 

«o=*(0,?o),  *i-(l>fc),  ^-(»,fc),---*.-(*,*), 
so  da£s  allgemein  die  Abscisse  des  Punktes  Ä*  der  Index  i  des 
Gleichungskoeffizienten  -4«(£)  oder  Ai(z)  ist,  während  seine  Ordinate 
gleich  der  Ordnungszahl  q{  von  Ai(z)  in  Bezug  auf  die  zu  untersuchende 
Stelle  (z=a)  ist  Denkt  man  sich  nun  alle  jene  Punkte  Äq,  8^, . . .  21« 
durch  parallele  Strahlen  auf  die  Ordinatenachse  projiziert,  und  sind 
60, 61, . . .  ©„  die  Projektionen  jener  (n  +  1)  Punkte,  so  ist  allgemein 
die  Ordinate  von  ß<  gleich 

Qi  +  itgtp  0-0,1,...»), 

wenn  g>  der  Steigungswinkel  der  Projektionsstrahlen  ist  Setzt 
man  also: 

bezeichnet  man  also  mit  e0  die  Steigung  jener  Projektionsstrahlen 
%,€;,  so  sind  die  Ordinaten  der  (n  + 1)  Projektionen 

&o,    «i,    6,,...«. 
bzw.  gleich: 
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?o;     Qt+*o>     Q*  +  2*(»--Qn  +  n£<» 
sie  stimmen  also  mit  den  Exponenten  (8)  der  Funktion  /ö(£)  in  (7) 
überein. 

Also  wird  den  beiden  Bedingungen  (9)  stets  und  nur  dann  genügt, 
wenn  man    die   Steigung  e0  der    Projektionsstrahlen  so    wählt,    dals 

von  den  (n  +  1)  Projektions- 
punkten 60,  &!,...(£„  die 
beiden  untersten,  etwa  (£, 
und  ©/,  zusammenfallen,  und 
dieser  Bedingung  wird  wieder 
dfmTl  und  nur  dann  ent- 
sprochen, wenn  als  Projek- 
tionsstrahl eine  Sehne  %9y 
so  gewählt  wird,  dals  alle 
anderen  Punkte  80,  5^, . . .  %, 
oberhalb  oder  auf  jener  Sehne, 
bzw.  ihrer  Verlängerung 
liegen,  wenn  jene  Sehne  also 
das  Punktsystem  (&0, . . .  9») 
nach  unten  begrenzt. 

Alle  diese  Begrenzungs- 
sehnen und  damit  alle  mög- 
lichen Werte  von  e0  findet  man  somit  durch  die  folgende  einfache 
Konstruktion:  Man  verbinde  den  letzten  Punkt  9t»  durch  eine  Gerade 
SlnSlu  mit  demjenigen  Punkte  8ttt,  welcher  von  &»  aus  gesehen  am 
tiefsten  liegt.  Falls  mehrere  Punkte  auf  dieser  Sehne  liegen  sollten, 
wähle  man  für  Ä„  den  äufsersten  von  jenen  Punkten.  Hierauf  ver- 
binde man  %u  genau  ebenso  mit  demjenigen  von  den  früheren  Punkten, 
%  durch  die  Gerade  &u%,  welche  von  %u  aus  gesehen  am  tiefsten 
erscheint,  und  fahre  in  derselben  Weise  fort,  bis  zuletzt  ein  Punkt  Ä, 
mit  dem  ersten  Punkte  2t0  durch  eine  Sehne  Sf,^  verbunden  wird. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  ein  nach  unten  konvexes  Polygon 
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Fig.  8. 


durch  welches  die  Punktreihe  (Ä0,  Ät, . . .  Ä»)  nach  unten  begrenzt  wird.*) 

Es  sei  nun  SiH,  eine  jener  Begrenzungssehnen,  Ä|  =  (J,  p,)  ihr 

Anfangspunkt  und  %g  =  (gy  Qg)   ihr  Endpunkt,  so  daüs  l>g,  also  in 

*)  In  Fig.  4  S.  46  ist  ein  Beispiel  für  den  Fall  von  drei  Begrenznngssehnen 
gezeichnet. 
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der  Reihe   (Ä0,  8^, . . .  8»)   &<  ©ia  späterer  Punkt  ist,  als  Äp.    Dann 
ist  die  Steigung  £0  der  Strecke  8j8^  durch  die  Gleichung: 


*n  =  — 


*-0 


gegeben,  also  positiv,  negativ  oder  Null,  je  nachdem  q9  =  ?<  ist.  Es 
seien  ferner  der  Reihe  nach  etwa: 

alle  diejenigen  unter  den  (n  +  1)  Punkten,  welche  auf  jener  Sehne 
und  nicht  über  ihr  liegen«    Dann  ist: 

?o  ==  Pi  +  '«o  —  9*  +  **o  =  9i  +  iBo  =  ' "  s  ?Ä  +  hso  —  9#  +  0*o> 
während  für  alle  übrigen  oberhalb  ÄiSl,  liegenden  Punkte  8k 

pa  +  A*0  >  Po 
ist    Dann   ist   der  Koeffizient   C0  der  niedrigsten   Potenz  £r°   in  (5) 
offenbar  gleich: 

9>(%)  —  Wo  +  «Wo  +  *«&  +  "*  +  aA«o  +  M>; 
er  besteht  nämlich  aus  allen  und  nur  den  Produkten  a».eg,  für  welche 
die  zugehörigen  Punkte  %.  auf  dieser  Begrenzungssehne  %%9  liegen. 
Wählt   man  also   für    den  Exponenten    des    Anfangsgliedes    von 

w0  =  e^**  +  ■  •  •    speziell  diesen  Wert  s0  = ,       *;  so   verschwindet 

der  zugehörige  Anfangskoeffizient  C0  dann  und  nur  dann,  wenn  e$  eine 
der  l  —  g  von  Null  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  lien  Grades: 

q>(e)  ^a^-\ \-  age°  =  0 

oder  also  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  (l  —  g)**n  Grades: 
—  g>(e)  —  a^e*-*  +  a*e*"~M h  a,  =  0 

ist.  Diese  Gleichung  besitzt  nun  genau  l  —  g  Wurzeln,  welche  gleich 
oder  voneinander  verschieden  sein  können,  und  jede  dieser  Wurzeln 
kann  als  der  zum  Exponenten  s0  gehörige  Anfangskoeffizient  für  u0 
gewählt  werden. 

So    ergiebt   sich   das   folgende   Resultat,  welches  der  Einfachheit 
wegen  nur  für  den  in  Fig.  4  angenommenen  Fall  von  drei  Begrenzungs- 
sehnen ausgesprochen  werden  mag,  das  aber  natürlich  ganz  allgemein  gilt: 
Damit  eine  Potenzreihe: 

eine  Wurzel  der  Gleichung  f(u,  z)  in  der  Umgebung  der  be- 
liebig gegebenen  Stelle  (*  =  a)  darstelle,  mufs  zunächst  der 
Exponent  sQ  ihres  Anfangsgliedes  einen  der  drei  Werte 
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e«  =  — 


0-«'     c<> 


*"  =  — 


*t 


t  —  n 


besitzen,  welche  der  Steigung  der  drei  Begrenzungssehnen: 


«.«0,     «*«.,      *»«#       ■ 

gleich  sind.    Damit  ferner  %  der  einem  jener  drei- Exponenten 
e0,  e'0,  6q  entsprechende  Anfangskoeffizient  sei,  mufs  e^  eine  von 


Fig.  4. 


Null   verschiedene  Wurzel    von   einer    der    drei    zugehörigen 
Gleichungen  sein: 


<Pi(e)  ■"*  at&  H h  a«^8-  0 

?s  00  =  an^  H +  ate? «  0, 

deren  linke  Seiten  jedesmal  aus  denjenigen  Produkten  a*e* 
gebildet  sind,  für  welche  die  zugehörigen  Punkte  81*  bzw.  auf 
der  ersten,  zweiten,  dritten  Begrenzungssehne  liegen. 

Schon  hier  sehen  wir  also,  dafs  die  Exponenten  «  nicht  notwendig 
ganze  Zahlen  sind;  denn  bereits  bei  den  ersten  Exponenten  treten 
ja  die  Nenner  s,  t  —  s}  n  —  t  auf,  welche  sich  nicht  fortzuheben 
brauchen. 

Da  so  zu.  den  Exponenten  *0,  ef0}  b'q  bzw.  je  s,  t  —  8,  n  — - 1  von 
Null  verschiedene  mögliche  Koeffizienten  e0  für  uQ  gehören,  so  ergiebt 
sich  die  Anzahl  der  möglichen  Anfangsglieder  genau  gleich: 
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Im  folgenden  soll  nun  weiter  gezeigt  werden,  daüs  in  der  That  zu 
jedem  dieser  Anfangsglieder  eine  und  nur  eine  Potenzreihe  gehört, 
welche  eine  Gleichungswurzel  darstellt,  d.  h.,  dafe  man  wirklich  auf 
diese  Weise  eine  Darstellung  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  f(u,  e)  =  0 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (*  =  a)  erhalt 


§2- 

Wir  ziehen  aus  diesem  Resultate  gleich  eine  für  das  Weitere 
wichtige  Folgerung,  welche  auch  die  vorher  für  die  regulären  Stellen 
durchgeführte  Untersuchung  verallgemeinert. 

Wir  .wollen  för  den  Augenblick  bereits  als  bewiesen  annehmen, 
dafe  zu  jedem  der  n  AnfongBglieder  e0  (js  —  a)'°  eine  Potenzreihe  gehört, 
welche  je  eine  der  n  Gleichungswurzeln  in  der  Umgebung  des  Punktes 
{z  =  a)  darstellt.  Es  sei  dieser  Punkt  eine  beliebige  endliche  Stelle, 
welche  nur  nicht  zu  den  Polen  der  Koeffizienten  ah(js)  in  der 
definierenden  Gleichung  (1): 

tf*  +  OK-iOOu*-1  +  •  •  •  +  ao(*)  -  0 

gehört,    die    aber    sehr    wohl    eine    der   Nullstellen    der    Gleichungs- 
diskriminante  sein  1t».titi_ 

Dann  sind  alle  Ordnungszahlen  p0,  q1}  . . .  (fnmmml  nicht  negative 
ganze  Zahlen,  und  qh  ist  sicher  gleich  Null,  da  On{z)  =  1  ist.  In  dem 
zugehörigen  Diagramme 
besitzen  also  alle  Be- 
grenzungssehnen not- 
wendig eine  positive 
Steigung,  oder  die  Stei- 
gung Null,  wie  die  neben- 
stehende Figur  erkennen 
labt. 

Gehört  dagegen  der 
Punkt  (js = a)  zu  den  Polen 
der  Koeffizienten  a*(s),  so 
ist  wieder  Qn=  0,  aber  min- 
destens eine  der  Zahlen 

(>„_!,  «n-2y  •  •  •  Po 
ist   negativ,    also    min- 
destens  die    erste  Begrenzungssehne  2lnSt,  hat  negative  Steigung.     Es 
ergiebt  sich  also  der  Satz: 


Fig.  6. 
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Von   den  n  zu   einer  endlichen  Stelle  (z  =  a)  gehörigen 
Reihen  /<n    *  /A  """ 

ist  dann  und  nur  dann  mindestens  eine  von  negativer  Ordnung, 
wenn   diese   Stelle   zu   den  Polen  der  Gleichungskoeffizienten 
gehört 
Die  Anwendung  derselben  Überlegungen  auf  die  Stelle  (z  =  oo) 
ergiebt  noch  die  Folgerung: 

Von  den  zur  unendlich  fernen  Stelle  (z  —  oo)  gehörigen 
n  Reihen: 

ist  dann  und  nur  dann  mindestens  eine  von  negativer  Ordnung, 
wenn  unter  den  Koeffizienten  aÄ(z)  mindestens  einer  eine  un- 
echt gebrochene  rationale  Funktion  ist 
Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  der  Grad  einer  Funktion  ah(z)  positiv, 
also  ihre  Ordnungszahl  Qh  für  die  unendlich  ferne  Stelle  negativ;   nur 
in   diesem   Falle  hat  also    wieder   die  letzte    Begrenzungssehne    eine 
negative  Steigung. 

Für  die  Folge  brauchen  wir  nur  die  Entwickelung  von  einer 
jener  n  Wurzeln  zu  finden;  ist  nämlich  bewiesen,  dafs  jede  Gleichung 
in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  mindestens  eine  solche 
Reihe  als  Wurzel  besitzt,  so  wird  nachher  sehr  einfach  gezeigt  werden, 
dafe  jede  Gleichung  für  die  Umgebung  von  (*  =  a)  genau  so  viele 
solche  Wurzeln  hat,  als  ihr  Grad  angiebt  Wir  wollen  daher  im 
folgenden  nur  eine,  und  zwar  eine  von  denjenigen  Reihen 

aufsuchen,  deren  Ordnungszahl  s0  den  größten  Wert  hat  Für  sie  ist 
also  e0  einfach  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungssehne  &,ÄÖ  in 
dem  Diagramme,  d.  h.  es  ist: 


Qo-Q9 


wo  hier,  wie  stets  im  folgenden,  unter  dem  Ausdrucke  Max  (ß19  /?2, . .  ßn) 
die  gröfste  unter  den  n  Zahlen  ßif  ß%y...fin  verstanden  werden  soll; 
ebenso  werden  wir  im  folgenden  mitunter  durch  Min(/3,,  ß9, . . .  ßn)  die 
kleinste  unter  jenen  n  Zahlen  bezeichnen.    Spezialisieren  wir  also  unser 

allgemeines  Resultat  für  diese  speziellen  Reihen  w0  =  e£°  -\ von 

möglichst  hoher  Ordnung,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 
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Für  die  Reihen  höchster  Ordnung,  welche  die  Gleichung 
f(u,  z)  =  0  in  der  Umgebung  einer  Stelle  p  (e  =  a)  befriedigen, 

ist  €0  =  — — -7  wo  s  so  zu  wählen  ist,  dafs  e0  möglichst  grofe 

ausfällt,  und  der  Koeffizient  e0  ist  eine  der  s  Wurzeln  der 
Gleichung  s*611  Grades: 

<p0(e)  =  a9e'  + h  ake*  +  aheh  +  •  •  •  +  oo  =  0, 

wo  a„  . .  ak,  a«, . .  Oo  die  Anfangsglieder  derjenigen  Gleichungs- 
koeffizienten At{d)9  • . .  Ajt(e),  A*(0), . . .  Ao(js)  sind,  für  welche 
in  dem  Diagramme  die  zugehörigen  Punkte  Ä  auf  der  Be- 
grenzungssehne liegen,  für  welche  also: 

Qo  —  9a  Q<>  —  Qk       *o ~~  9* 

__  = —  =  —j—  =  ...=  €q 

ist. 

Wir  wollen  uns  die  n  zu  p  gehörigen  Potenzreihen 

(0  (0 

so  geordnet  denken,  dafs  «£>  ^  *j>2)  ^  * ' "  <^  *?*  *sfc>  xm^  ^aim  diejenigen 
$  Reihen,  für  welche  «£>  =  «£>  =  •  -  •  =  e$  den  größten  Wert  besitzt, 
die  s  Wurzeln  höchster  Ordnung  nennen.    Da  für  diese  die  Ordnungs- 

zahl  — — -  einfach  die  Ordnungszahl  des  Quotienten: 


ist,  so  kann  man  das  vorige  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Die  Ordnungszahl  der  Wurzeln  höchster  Ordnung  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (z  =  a)  ist  gleich  dem  größten  Werte, 
welchen  die  Ordnungszahl  der  n  Quotienten: 


an  jener   Stelle  besitzt,  und  jene  Gleichung  besitzt  genau  s 
solche  Wurzeln  höchster  Ordnung,  wenn  der  s*6  jener  Quotienten 
der  letzte  ist,  dessen  Ordnungszahl  den  Maximalwert  hat 
Genau  ebenso  kann  man  auch  unmittelbar  aus   den  Gleichungs- 
koeffizienten  die   Ordnungszahl  *0   der  Wurzeln  niedrigster  Ordnung 
erkennen  und  ihre  Anzahl  bestimmen.    In  der  That  entspricht  diesen 
die  erste  Begrenzungssehne  &»?!*_*  des  Diagramms  in  Fig.  4,  wenn 

Henael  n.  Landtberg,  algebraische  Funktionen  otc.  4 
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R»_*  der  letzte  Punkt  jener  Punktreihe  ist,  welcher  von  Ä«  aus  ge- 
sehen am  tiefsten  erscheint;  es  ist  also  %  die  Anzahl  der  Wurzeln 
niedrigster  Ordnung  und  ihre  gemeinsame  Ordnungszahl: 

°~       n-(n-t)""  x        7 

wo  %  so  zu  wählen  ist,  dafs  dieser  Quotient  möglichst  klein  ausfallt. 
Da  aber  somit  s0  nichts  anderes  ist  als  die  Ordnungszahl  der  Quotienten 


C*"-*®)*,  so  gut  der  Satz: 


Die  Ordnungszahl  sQ  der  Wurzeln  niedrigster  Ordnung  in 
der  Umgebung  der  Stelle  ($  =  «)  ist  gleich  dem  kleinsten  Werte, 
welchen  die  Ordnungszahl  der  n  Quotienten: 


4.-i(') 
4.W   ' 


\   An(z)  )  '     \   An(z)  )  ' 


an  jener  Stelle  besitzt,  und  jene  Gleichung  besitzt  genau  % 
solche  Wurzeln,  wenn  der  r*6  jener  Quotienten  der  letzte  ist, 
dessen  Ordnungszahl  den  Minimalwert  hat. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  sofort  die  Richtigkeit  des  auf  S.  27 
Mitte  ausgesprochenen  Theorems  für  die  ganzen  algebraischen  Funktionen, 
wenn  man  AJji)  =  1  und  alle  anderen  Koeffizienten  als  ganz  voraussetzt 

§3. 

Es  sei  nun  i0g"°  das  AnfangBglied  einer  der  s  Wurzeln  höchster 
Ordnung  der  Gleichung  f(u,  £)  —  0;  wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe, 
alle  folgenden  Glieder  der  zugehörigen  Reihe 

zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  in  der  vorgelegten 
Gleichung  u  durch  die  neue  abhangige  Variable  uf,  welche  durch  die 
Gleichung 

1)  n-^r  +  «r 

mit  u  zusammenhängt;  dann  ist  also: 

das  Aggregat  der  noch  unbekannten  folgenden  Glieder  unserer  Reihe. 
Diese  neue  Unbekannte  ist  nun  die  Wurzel  der  Gleichung  nten  Grades: 
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+  *•■» 


iLtt'  genügt,  als  Punktion  von  £  betrachtet,  ebenfalls  einer  algebrai- 
schen Gleichung  n*611  Grades,  nämlich  der  folgenden: 

2)         /;(«')  =  j;(o  +  A[(t)u'  +  A't@»''  +  •  •  •  +  Ji(0«f", 

in  welcher  allgemein: 

gesetzt  ist. 

Diese  neue  Gleichung  können  wir  nun  genau  ebenso  behandeln 
wie  die  ursprüngliche;  wir  müssen  die  Potenzreihe  uf0  =  eiiH+"'  so 
zu  bestimmen  suchen,  dafis  in  der  Entwickelung  von 

nach  Potenzen  von  £  alle  Koeffizienten  C0r,  0/, . .  *  der  Potenzen  von  £ 
der  Reihe  nach  verschwinden;  hierzu  mufs  zunächst  wieder  der  Exponent 
sl  und  der  Koeffizient  eL  des  Anfangsgliedes  so  bestimmt  werden,  dafs 
sich  das  Anfangsglied  C0f  in  der  obigen  Entwickelung  auf  Null  reduziert, 
und  diese  Bestimmung  kann  offenbar  wörtlich  ebenso  gemacht  werden, 
wie  dies  im  vorigen  Abschnitt  für  e0  und  b0  angegeben  wurde. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  entwickeln  wir  jetzt  die  neuen  Gleichungs- 
koeffizienten Äk(£)  wieder  nach  Potenzen  von  £,  was  offenbar  möglich 
ist,    da  dieselben  zwar  nicht  rationale  Funktionen  von  £,  wohl  aber 

von  £*  sind,  weil  in  g"°  der  Exponent  höchstens  den  Nenner  s  besitzen 

kann.     Es  sei  also  wieder: 

3)  ^(ö=Ä^.==a^*  +  ...  (*  =  0,l,...n) 

die  Entwickelung  jener  (n  + 1)  Gleichungskoeffizienten,  so  konstruieren 
wir  jetzt  das  neue  System  der  (n  +  1)  Punkte: 

Ä0,  Äx,  «i,  .  .  .  Vi«, 

welche  bzw.  die  Koordinaten: 

(o,?i),    (l,rf),    (2, &,-••  Mn) 
haben.    Der   einzige,   aber  unwesentliche  Unterschied   gegen   die   zur 
Bestimmung  von  eQ  gemachte  Konstruktion  ist  der,  dafs  die  Ordinaten 
p'0,  q[,  . . .  Q*n  jener   (»  + 1)  Punkte   möglicherweise   Brüche   mit   dem 
Nenner  s  sein  können,  während  sie  vorher  ganze  Zahlen  waren. 

Begrenzt  man  nun  diese  Punkte  von  SU  ausgehend  nach  unten 
durch  ein  konvexes  Sehnenpolygon,   so  zeigt  man  genau   wie  vorher 

4* 
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dafs  der  erste  Exponent  ax  von  u'0  notwendig  gleich  der  Steigung  von 
einer  unter  jenen  Begrenzungssehnen  sein  mufs.  Soll  ferner  die 
Ordnungszahl  et  jenes  zweiten  Gliedes  ^fc*1  ebenfalls  möglichst  grofe 
sein,  so  muls  für  ex  wieder  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungs- 
sehne gewählt  werden.  Wir  können  und  wollen  auch  hier  diese  letzte 
Forderung  stellen,  da  es  uns  ja  nur  auf  die  Bestimmung  einer  ein- 
zigen Potenzreihe  ankommt.  Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  auf 
S.  48  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich  dann  für  den  Exponenten  st  die 
Bestimmung: 

«'•-«'•i     tut    /e'o-e'i    *'<>-*'»        *'o-*'»\ 
*i=-^; Maxj^— ,  — j— , — y 

wo  also  wieder  ^  so  zu  wählen  ist,  dafs  jener  Quotient  so  grois  als 
möglich  ausfällt;  und  der  zugehörige  Entwickelungskoeffizient  ex  ist 
eine  der  st  Wurzeln  der  Gleichung  «^  Grades: 

9>i  (?)  =  a'ieh  + 1-  d&  + H  ao  —  °> 

wo  a'$1, . . .  a'i, . . .  a'0  die  Anfangsglieder  von  allen  und  nur  den  Koeffi- 
zienten -d^ft),  .  ..-4{(£),  .  ..^(g)  sind,  für  welche  die  zugehörigen 
Punkte  811, . . .  Wi . . .  W0  auf  der  letzten  Begrenzungssehne  W$lW0  dieses 
zweiten  Diagramms  liegen. 

In  derselben  Weise  fortfahrend  kann  man  nun  beliebig  viele 
Glieder  jener  Reihe  u0  berechnen.  Man  müfste  jetzt,  nachdem  das 
Glied  ^g*1  bestimmt  ist,  statt  u!  die  neue  Unbekannte  uft  durch  die 
Gleichung  u'-rf  +  u» 

einfahren;  dann  genügt  un  der  Gleichung  nten  Grades: 

^(«")=A(e1r,+«")=^'(ö+<aK+-+^aK", 

wenn  wieder  allgemein: 

4T09-M 

gesetzt  ist;  das  AnfangBglied  %£'*  von  w"  kann  somit  aus  dieser 
Gleichung  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  das  von  vi  bestimmt 
werden.  .  .  . 

Auf  diese  Weise  erhalt  man  eine  Reihe: 

*o-+? +  *?  +  +?  +  —, 
deren  Glieder  durch  ein  wohldefiniertes  Verfahren  beliebig  weit  be- 
rechnet werden  können.  Wir  werden  jetzt  beweisen,  dafs  diese  Reihe 
nach  steigenden  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  £  fortschreitet, 
dafs  sie  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Nullstelle  konvergiert,  und 
hier  in  der  That  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  darstellt 
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Die  Reihen  Wj,  Uj, .  .  .  tfM  schreiten  nach  steigenden  Potenzen  des  Linearfaktors 
(z  —  a)  fort.  —  Der  irreguläre  und  der  reguläre  Teil  der  Reihen  ur  —  Die 
n  Wurzeln  der  Kongruenz  f(u)  e;0.  —  Die  Reihen  u{  stellen  die  n  Gleichungs- 
wurzeln in  der  Umgebung  der  Stelle  (js  =  a)  dar.  —  Untere  Grenze  für  den  Kon- 
vergenzbereich aller  Reihen  ur  —  Anwendungen. 

§1- 

Wir  zeigen  zunächst,  dafs  die  im  vorigen  Abschnitt  bestimmte  Reihe 

u0=*eotf°+  eß1  H in  der  That  nach  wachsenden  Potenzen  von  £ 

fortschreitet,  dafe  also  stets  s0  <  €t  <  e2  <  . . .  ist.  Da  aber  allgemein 
der  Exponent  sk+1  auf  genau  dieselbe  Art  ans  sk  hervorgeht,  wie  st 
aus  sQ  bestimmt  wnrde,  so  braucht  nur  der  Beweis  geführt  zu  werden, 
dafs  st  >  *0  ist.  Hierzu  führt  nun  die  folgende  prinzipiell  wichtige 
Überlegung,  mit  deren  Hilfe  nicht  nur  diese  spezielle,  sondern  auch 
alle  anderen  hier  sich  darbietenden  Fragen  über  jene  Reihe  beantwortet 
werden  können,  mit  Ausnahme  der  Frage  nach  ihrer  Konvergenz, 
welche  dann  leicht  auf  die  in  der  dritten  Vorlesung  bewiesenen  Sätze 
reduziert  werden  kann. 

Der    Gleichmäßigkeit  wegen  werde  jetzt   die   auf  S.  49   in   der 

Gleichung  e0  = eingeführte  Zahl  s  mit  s0  bezeichnet;  es  sei  also: 


*o-^ 


•o 


«0 

die  Ordnung  des  Anfangsgliedes  unserer  Reihe,  und 

9>oOO  —  a*>e$0  +  * ' '  +  ao 
die  linke  Seite  der  Gleichung  s0ton  Grades,  deren  Wurzel  der  Anfangs- 
koeffizient e0  ist.  Setzt  man  dann  in  f(u)  u  =  eg°,  wo  e  eine  Un- 
bestimmte bedeutet,  so  beginnt  die  Entwickelung  von  f(e£°)  nach 
Potenzen  von  f,  wie  wir  sahen,  mit  <p0(e)tf°,  d.  h.  es  besteht  für  ein 
variables  e  die  Gleichung:  _ 

wo  in  dem  zweiten  Summanden  alle  übrigen  Glieder  mit  Ausnahme 
des  Anfangsgliedes  zusammengefaßt  sind,  und  wo  der  Exponent  p0 
des  gemeinsamen  Faktors  g*°  gröfser  als  p0  ist. 
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Setzt  man  nun  in  dieser  Identität: 

u' 
e-e0+-, 

so  wird  ihre  linke  Seite: 

d.  h.  durch  jene  Substitution  geht  die  linke,  also  auch  die  rechte  Seite 
von  (1)  in  die  Gleichung  /i(w')  über,  deren  Wurzel  die  Reihe 

*-*?  +  — 
war.    Diese  Gleichung  liefert  daher  auch  eine  direkte  Bestimmung  der 
Ordnungszahlen  Qrk,  welche  die  Gleichungskoeffizienten  A'k(t;)  in  fx(v!) 
besitzen;   entwickelt  man  nämlich  in  der  aus  (1)  und  (lr)  folgenden 
Gleichung:  .  _  . 

fiV)-P*(*  +  ±) +(?+(+  +  $ 

die  rechte  Seite  mit  Hilfe  des  Taylorschen  Satzes  nach  Potenzen  von  uf, 
so  folgt: 

man  erhält  also   durch  Koeffizientenvergleichung  für  die  (n  + 1)  Glei- 
chungskoeffizienten Ak(g)  die  folgenden  Entwickelungen  nach  Potenzen 


von  £:  (*)      •       —  (k) 

Af  (£)  =  f?0" **°y°    ^  4-  ggo—fcto^o    (eo 

*  Kl  Kl 


Da  aber  Q0>  Q0  war,  so  folgt,  dafs  die  Ordnung  Qk  von  -4-^(5)  stets 
und  nur  dann  gleich  q0  —  Jcs0  ist,  wenn  Po^faO^O*  im  entgegen- 
gesetzten Falle  aber  sicher  gröfser  als  p0  —  Jce0  ist.  Man  kann  also 
fär  jeden  Werth  von  Je: 

2)  p't  -  Po  -  **o  +  *fc  (*  =  0, l,...n) 

setzen,  wo  <?*  nur  dann  verschwindet,  wenn  g>0w(eo)  ^  0  *8*;  sonst 
aber  stets  einen  positiven  Wert  hat 

Der  Anfangskoeffizient  e0  ist  nun  eine  der  s0  Wurzeln  der  Glei- 
chung g>0(e)  =  0;  um  gleich  die  allgemeinste  Annahme  zu  machen, 
werde  vorausgesetzt,  dafs  e0  eine  mehrfache,  und  zwar  eine  A0-fache 
Wurzel  derselben,  dafs  aLsro: 

<p0(e)  =  (e-eQ)*°<p0(e) 

ist,  wo  jetzt  9>0(e0)  ^  0  ist-  Alsdann  verschwinden  bekanntlich  die  X0 
ersten  Ableitungen: 
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9>o(«)>    9>oOO>    <Po(e),-'-<P$°-l)(fi) 

für  e  =  e0,  während  9^o)(^)  sicher  von  Null  verschieden  ist.    Daraus 
folgjj,  dafs  in  der  obigen  Gleichung  (2)  die  X0  ersten  Zahlen 

sicher  positiv,  dafs  dagegen  dj,  sicher  Null  ist,  dafs  also: 

Po  >  Qo>     Q'i  >Qo-  *o>     Qt  >Qo~  2«0;  •  •  •  Qi0-X  >  Qo~  (*0-  !)*o 

Q'x.  —  (>o  -  Vo 
ist 

Mit    Hilfe   dieses  fundamentalen  Resultates  kann  nun  leicht  be- 
wiesen werden,  dafs  st  >  s0  ist.    In  der  That  war: 

*!=*  — ^Max^——,  __, _J. 

Nun  ist  aber  allgemein  wegen  (2): 

also  ist: 


2') 


*©  -  9k  \  ,    nj-  _  /*•  "~  *1       *#  —  *■  *o  —  *n\ 

5-> 


und  von  jenen  n  Brüchen  ist  mindestens  einer,  nämlich  — 

positiv,  weil  d0  >  0,  ^  =  0  ist.  Also  gilt  dasselbe  a  fortiori  von  dem 
grolsten  unter  jenen  Brüchen,  d.  h.  es  ist  sicher: 

*!  7>  s0  +  -f-  >  s0, 

und  hiermit  ist  der  angekündigte  Beweis  vollständig  erbracht,  d.  h.  es 
ist  erwiesen,  dals  die  Reihe  uQ  nach  steigenden  Potenzen  von  £  fort- 
schreitet. 

§2. 

Aus  denselben  Betrachtungen  folgt  aber  jetzt  ein  weit  wichtigeres 
Resultat  für  unsere  Reihe  u0.  Der  erste  Koeffizient  e0  war  eine  XQ-  fache 
Wurzel  der  ersten  Koeffizientengleichung  y0(e)  =  0  vom  Grade  sQ. 
Ganz  ebenso  ist  die  zweite  Koeffizientengleichung: 

9>i(«)  =  0 

?om  Grade  sv  Wir  führen  jetzt  den  Nachweis,  dafs  stets  st  <£  s0  ist, 
and  zwar  zeigen  wir  gleich  die  Richtigkeit  des  folgenden  sehr  viel 
tiefer  gehenden  Satzes: 
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Der  Grad  st  der  zweiten  Koeffizientengleichung  <p±(e)  =  0 
ist  höchstens  gleich  der  Zahl  lQ,  welche   den  Grad  der  Viel- 
fachheit der  Wurzel  %  in  der   ersten  Koeffizientengleichung 
angiebt. 
Jener  Grad  st  ist  nämlich  die  gföfste  Zahl  h}  für  welche  der  Quotient: 


Q'o-Q'k  ,   *o-*j 


*o  + 


i 


möglichst  grofs  ausfällt.    Hieraus  folgt  aber  leicht,  dafs  $t  nicht  grober 
als  Iq  sein  kann.    Ist  nämlich  fc>  A0,  so  ist: 


weil  Je  >  A0,  **  ^>  0  und  tf^  =  0  ist;  es  ist  also  stets: 

jf      «'       *j      *»' 

d.  h.,  der  Grad  st  der  zweiten  Koeffizientengleichung  mufs   eine   der 
Zahlen  1,  2, . . .  X0  sein,  was  zu  beweisen  war. 

Sind  jetzt  g>0(e)^0,  9>i(e)  —  0,  <p%(e)  —  0, ...  die  erste,  zweite, 
dritte, . . .  Koeffizientengleichung  für  unsere  Reihe,  und  sind  e^,  t±y 
%>...  bzw.  A0-,  A4-,  A,-^ac^e  Wurzeln  jener  Gleichungen  u.s.w.,  so 
kann  man  ihre  linken  Seiten  folgendermaßen  schreiben: 

9o(e)  =  (e-e0)*oy0(e) 


wo  allgemein  9^(0)  die  Wurzel  e  —  ^  nicht  mehr  enthält.  Sind  end- 
lich s0,  st,  Sj, . ..  die  Grade  jener  Gleichungen,  so  folgt  aus  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  dafs: 

$1  Ss  Aq  f^  Sq, 


und  es   zeigt  sich   so,  dafs  für  eine  beliebige  (Je  + 1)*6  Koeffizienten- 
gleichung im  allgemeinen: 

5*+i  <  sk 

ist;  nur  dann  kann  sk  ,  t  -=  sk  sein,  wenn  auch  Xk  «=  s4  ist,  d.  h.  wenn 
die  nächstvorhergehende  Koeffizientengleichung: 

v,w-'(«-<r*-o 

ist,    also  nur   die   einzige   Wurzel  cA  besitzt.      Da  somit  die   Grade 
s0,svs%,...  der  Koeffizientengleichungen,  wie  weit  man  auch  gehen 
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mag,  immer  abnehmen!  oder  gleich  bleiben,  so  müssen  von  einem 
gewissen  Gliede  an  alle  folgenden  Gleichungen  von  einem  und  dem- 
selben Grade  sein.    Es  sei  e^g9*  jenes  Glied,  und: 

St  —  S<+1  —  s*+s  —  •  •  •  —  s, 

d.  h.  s  der  gemeinsame  Grad  aller  jener  Koeffizientengleichungen.  Nach 
dem  soeben  bewiesenen  Satze  besitzt  dann  aber  jede  der  folgenden 
Gleichungen  <pk(e)  -=  0  nur  je  eine  Wurzel,  d.  h.  es  ist,  wie  weit  man 
auch  in  der  Reihe  t^  gehen  mag: 

<Pt(e)     ~(e  —  et)' 
l\  9>*+iO0ö(*-*r+i)' 


Im  folgenden  Paragraphen  wird  bewiesen  werden,  dafe  jene  Glei- 
chungen (1)  stets  linear  werden,  d.  h.  dafs  der  gemeinsame  Exponent  s 
notwendig  gleich  Eins  ist,  falls  nur  die  Gleichungsdiskriminante  D(#) 
nicht  identisch  verschwindet,  falls  also  f(u)  nicht  mit  der  Ableitung 
f(u)  einen  gemeinsamen  Teiler  hat.  Für  die  folgenden  Betrachtungen 
können  wir  aber  auch  s  2>  1  voraussetzen. 

Auf  das  in  (1)  angegebene  Resultat  gründet  sich  nun  eine  wichtige 

OD 

Einteilung  der  ganzen  Reihe  u0  «=  ^?ek£k.  Wir  bezeichnen  nämlich 
das  Aggregat:  o 

der  t  vor  jenem  Elemente  e*£**  stehenden  Glieder  von  u0  als  den 
irregulären  Teil  von  u0,  und  die  ganze  übrigbleibende  unendliche 

Reihe 

*-***  + er+it"^1  +  — 

als  den  regulären  Teil  von  u0.  Nach  dem  soeben  Bewiesenen  be- 
steht dann  der  irreguläre  Teil  Uq]  von  u0  =  u^  +  uQ  stets  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Gliedern. 

Um  nun  die  Fundamentaleigenschaft  des  regulären  Teiles  u0  zu 
finden,  bilden  wir  die  Gleichung  f(u),  der  u0  genügt.  Dieselbe  kann 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 

Ä«)-/f(«r+«)=/-(«n  +  r(«nü+q^^  +  -..  +  ^«» 

-3,(0+^(0«  +  Mt)ü*  +  ■■■  +  Mt)u*  =  o. 
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Entwickelt  man  hier  alle  jene  Koeffizienten: 

nach  Potenzen  von  £,  so  erhält  man  offenbar  Reihen,  welche  im  all- 
gemeinen nach  gebrochenen  Potenzen  von  £  fortschreiten,  denn  ihre 
Exponenten  setzen  sich  ganzzahlig  aus  den  Exponenten  eQ,  eu  „ . .  et—i 
von  u^  zusammen;  ist  also  a  der  Generalnenner  jener  t  Exponenten  s, 
so  schreiten  die  Entwickelungen  aller  Koeffizienten  -4*(£)  nach  ganzen 

Potenzen  von  f a  fort.  Die  Ordnungszahlen  q0)  q19  . . .  pw  dieser  Glei- 
chungskoeffizienten -4o(£)>  -^(S),  •  •  •  -4» (6)  ™d  daher  ebenfalls  Brüche 
mit  demselben  Nenner;  wir  bezeichnen  sie  durch: 

— ,    —  ,..-^ 

a         a  a  ' 

wo  tf0,  /*, . . .  tn  ganze  Zahlen  bedeuten.     Dann   besteht  der  folgende 

wichtige  Satz: 

Die  Exponenten  et,  St+i,  *«+*>  •  •  •  des  regulären  Teiles 
der  Reihe  u0  sind  sämtlich  Brüche,  deren  gemeinsamer  Nenner 
der  Generalnenner  a  der  Exponenten  (s0, . . .  et— i)  ihres  irregu- 
lären Teiles  ist;  die  ganze  Reihe  u0  schreitet  also  nach  ganzen 

Potenzen  von  f  a  fort. 

Wir  brauchen  diesen  Satz  wieder  nur  für  das  erste  Glied  e*£"*  des 
regulären  Teiles  zu  beweisen,  da  er  für  alle  späteren  in  genau  der- 
selben Weise  folgt.  Nun  ergaben  sich  aber  für  e*  und  st  die  Be- 
stimmungsgleichungen : 

Q*-Q9 

st  «  — - — . 

2)  *  «. 

9>(fi)  «  (e-*)'  -  e*-   se^^  +  8-^f-  e—*e* ±  e\  -  0. 

Zunächst  ist  hier  et  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungssehne  8,3lo 
des  zugehörigen  in  Fig.  6  gezeichneten  Diagramms,  und  nach  dem  früher 
Bewiesenen  müssen  in  <p(e)  die  Anfangsglieder  von  allen  und  nur  den 
Koeffizienten  Aq(£),  -^(g), ...  auftreten,  für  welche  die  zugehörigen 
Punkte  ?t0,  %v . . .  auf  und  nicht  über  %9%>  liegen.  Nun  treten  aber 
in  9>(e)  in  (2)  alle  Glieder  mit  von  Null  verschiedenen  Koeffizienten 
auf;  es  liegen  also  alle  Punkte  %ly  2^  .. . .  ?(,_!  auf  jener  Begrenzungs- 
sehne, und  ihre  Steigung  st  stimmt  also  auch  mit  der  Steigung  ihres 
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ersten  Stückes  2^ 3^  überein;  es  ergiebt  sich  somit  in  diesem  Falle  für 
jene  Steigung  et  der  einfachere  Ausdruck: 

st —  =*— -, 

Ah.  et  ist  in  der  That  ein  Bruch   mit  dem   Nenner  a,   was   zu  be- 
weisen war. 

Ersetzen  wir  also  wieder  £  durch  den  Linearfaktor  z  —  a,  so 
ergiebt  sich  in  jedem  Falle  für  u0  eine  Reihe,  welche  wir  in  etwas 
veränderter  Bezeichnung  folgendermafsen  schreiben  können: 

3)        u0  =  ek(e-ay  +  eM+l(z-a)  '  +et+t{g-«)  "  +••-, 

wo  h  wieder  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  oder  auch  Null 
sein  kann. 

Aus  der  in  der  dritten  Vorlesung  durchgeführten  Untersuchung  des 
sogenannten  regulären  Falles  folgt,  dafs  für  alle  diejenigen  endlichen 
Punkte    [z  =  a),    welche  « 

nicht  Nullstellen  der  Glei- 
chungsdiskriminante   oder  ße 

Pole  der  Gleichungskoeffi-  >& 

zienten  sind,  der  Nenner  a  \**  *r 

stets  gleich  Eins  ist,  denn 
für  alle  diese  Punkte 
schritten  ja  alle  n  Reihen  für 
die  Wurzeln  von  /*(«*,  z)  =  0 
nach  ganz  en  Potenzen  von 
(z  —  a)  fort.  Für  jene  kri- 
tischen Stellen  können  dagegen  gewisse  von  den  zugehörigen  Reihen 
nach  gebrochenen  Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten;  wann  dies  eintritt, 
wird  eine  genauere  Untersuchung  lehren. 

Die  soeben  gefundene  Reihe  (3)  befriedigt  nun  die  Gleichung 
f(u,  z)  =»  0  formal;  setzt  man  sie  nämlich  f ür  u  in  f(u,  z)  ein,  so 
erhalt  man  ebenfalls  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  z  —  a  fort- 
schreitende Reihe,  deren  Zahlkoeffizienten  alle  identisch  verschwinden, 
wenn  man  sieh  die  Reihe  u0  genügend  weit  berechnet  denkt  In  der 
That  sei: 

ttf-ek(*-«y  +  eh+1(*-a)  '  +...  +  e>-«r 

das  Aggregat  der  (l  + 1)  -—  h  ersten  Glieder  jener  Reihe,  dann  ist,  wie 
oben  bemerkt  wurde,  die  Ordnungszahl  von  f(u®9  z)  gleich  q®,  und  pW 


*• 


Fig.6 
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ist  ebenfalls  ein  Bruch  —  mit   dem  Nenner  a.    Bildet  man  nun  in 

a 

dieser  Weise  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen  g^\  pj*+1),  p{*+8),  — 
q®  . .  •  von  f(uW,  z),  f(u%+1\  z)  . . .,  so  erhalt  man  eine  Reihe  von 
Brüchen  mit  dem  Nenner  a: 

, — ; — ;••• 

a  a  a 

und  da  diese  nach  (2')  auf  S.  55  eine  wachsende  Reihe  bilden,  so  gilt 

dasselbe  auch  von  ihren  ganzzahligen  Zählern;  die  Ordnungszahlen  — 
von  f(u®)  wachsen  also  mit  zunehmendem  l  über  jedes  Mals  hinaus, 
oder  die  Reihe  u0  befriedigt  die  Gleichung  f(u,  $)  =  0  wirklich  formal 

§3. 

Im  vorigen  Abschnitt  ist  bewiesen  worden,  dafs  für  jede  Gleichung 
f(u,  #)  =  0  und  eine  beliebige  Stelle  (z  «=  cc)  mindestens  eine  nach 
Potenzen  von  z  —  a  fortschreitende  Reihe  u0  existiert,  durch  welche 
sie  formal  befriedigt  wird.  Wir  wollen  jetzt  zuerst  nachweisen,  dafis 
die  Anzahl  der  Potenzreihen,  welche  die  gleiche  Eigenschaft  besitzen, 
stets  gleich  n,  d.  h.  gleich  dem  Grade  von  f(u,  z)  ist;  erst  dann  können 
wir  den  Beweis  erbringen,  dafe  jene  n  Reihen  in  einer  endlichen  Um- 
gebung der  Stelle  (z  =  a)  konvergieren  und  hier  die  n  Wurzeln 
der  Gleichung  darstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  sprechen  wir  die  Beziehung  der  vorher  gefun- 
denen Reihe  uQ  zu  der  Funktion  f(u,z)  in  einer  arithmetischen  Form 
aus:  Substituiert  man  für  w  in  die  Funktion  f(u,  z)  das  Aggregat 

M°=e4(*-«r  +  6H_1(*-a)'*   +-  +  eJl(#-«)- 

der  (JB  — Ä  +  l)  ersten  Glieder  der  Reihe  u0,  und  wählt  man  U  grofs 
genug,  so  beginnt  die  Entwickelung  von  f(uQ,  z)  mit  einer  beliebig 
hohen  Potenz  (z  —  a)M  des  zugehörigen  Linearfaktors,  wie  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wurde,  d.  h.  es  wird: 

i)  /•(«„,  *)=(*-«)"£(*), 

wo  0(z)  eine  Reihe  ist,  welche  ebenfalls  nach  Potenzen  von  (z  —  a)a 
fortschreitet  und  für  z  =  a  endlich  bleibt;  und  dasselbe  ist  a  fortiori  der 
Fall,  wenn  man  B  noch  weiter  vergröfsert. 

Wir  wollen  auch  hier,  wie  im  §  2  der  ersten  Vorlesung,  zwei 
Funktionen  F(z)  und  Fx(z)  von  z  kongruent  modulo  (*  —  <*)*  nennen, 
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wenn  ihre  Differenz  durch  den  Modul  (z  —  a)u  teilbar  ist,  wenn  also 
der  Qnotient  F(z)-F^) 

für  z  =  a  endlich  bleibt.     Dann  können  wir  die  Gleichung  (1)  in  der 

Form  schreiben:  _ 

f(uQ,z)  =  0    (mod  (*-«)*), 

und,  wir  wollen  sagen,  üQ  ist  eine  Wurzel  der  Kongruenz: 

la)  f(u,  s)  =  0    (mod  (*  - «)*); 

wir  können  auch  die  beliebig  weit  verlängerte  Reihe  u0  selbst  an  Stelle 
von  u0  nehmen;  dann  ist  diese  för  jede  noch  so  hohe  Potenz  (z  —  a)M* 
als  Modul  eine  Wurzel  jener  Kongruenz.  Wir  wollen  die  in  den 
vorigen  Abschnitten  gefundene  Reihe  u0  im  folgenden  durch  t^  be- 
zeichnen; dann  können  wir  das  bis  jetzt  gefundene  Hauptresultat 
folgendermaßen  aussprechen: 

Jede  Kongruenz  nten  Grades: 

2)  f(u,z)~0    (mod  (*-<*)*>) 

für   eine   beliebig  hohe  Potenz  von  z  —  a  als  Modul  besitzt 
mindestens  eine  Kongruenzwurzel: 

00  h^ 

welche  man  für  einen  gegebenen  Exponenten  Mx  jedesmal  nur 

bis  zu  einem  Gliede  eÄ0&  — «)a  zu  bilden  braucht,  um  sicher 
zu  sein,  dals  jenes  Aggregat  die  Kongruenz  befriedigt. 

Der  Beweis  nun,  dafs  jene  Kongruenz  genau  n  Wurzeln  besitzt, 
gründet  sich  auf  den  Hilfssatz: 

Ist  u  =  ut  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (2),  so  ist  ihre 
linke  Seite  modulo  (z  —  o)**  durch  den  zugehörigen  Linear- 
faktor teilbar,  d.  h.  es  ist: 

2')  rt«,*)  =  («-«0/i(«,*)    (mod  (*-«)*), 

wo  /i  (u,  z)  eine  ganze  Punktion  vom  (n  —  l)ten  Grade  in  u  ist. 
In  der  That,  ist  f{u^)  durch  (z  —  «)**  teilbar,  so  ist: 

f(u,z)=f(u,z)~f(ut,z)  =  AH(z)(u«-u*) 

+  ^i(*)("-Wi)  -  (u-ujfrfaz), 
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wo  in  d6r  That: 

3)  fx  («,  z)  -  ZM")  fe^  -  «.-iW^-1  +  •  •  •  +  *o W 

eine  ganze  Funktion  des  (n  —  l)ten  Grades  in  u  ist,  deren  Koeffizienten 
Bi(z)  offenbar  Potenzreihen  sind,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von 

(z  —  a)a  fortschreiten. 

Auch  für  diese  Funktion  fx  (u9  z)  kann  man  nun  durch  unsere 
Methode  eine  Reihe  u^  bestimmen,  welche  nach  ganzen  oder  gebrochenen 
Potenzen  von  (z  —  a)  fortschreitet  und  die  Gleichung  fx  (u,  z)  —  0 
formal  befriedigt,  denn  hierzu  ist  ja  die  Bedingung  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  die  Koeffizienten  Bx{z)  nach  Potenzen  von  (z  —  a) 
entwickelbar  sind.  Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich  so 
für  ihre  linke  Seite  fi(u,z)  die  folgende  Kongruenz: 

A(«,*)  =  (it-tO/i(«ff)     (m°d  (*-<*)*), 
wo  fi(u,z)  eine  ganze  Funktion  (n  — 2)ton  Grades  und  Jf2  wiederum 
einen   Exponenten   bedeutet,   der  beliebig  grofs  angenommen  werden 
kann,  wenn  nur  die  Reihe  «*g  genügend  weit  berechnet  wird.     Diese 
Kongruenz  vertritt  aber  eine  Gleichung  von  der  Form: 

f1{u}z)^{u^ut)U(u7z)  +  {z^a)^G,{uyz). 

Setzt  man  diesen  Wert  von  fx(u9z)  in  (3)  ein,  so  folgt: 

f(u,z)  =  (u-ul)(u— u*)ft(u,z)+(u—ui)(z— *)u*Gs(u,z)  (mod(z— a)"*). 

Wählt  man  endlich  die  ganz  beliebige  Zahl  M2  so  grofs,  dafs  hier  das 
zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  durch  (z  —  «)**  teilbar  ist,  so  ergiebt 
sich  endlich  die  Kongruenz: 

f(u,*)  =  (*-*i)(u-*i)f9(u,*)    (mod  (s-a)"1)- 
In  derselben  Weise  kann  man  weiter  schlief sen:   man  bestimme  jetzt 
eine  Wurzel  u^  von  f%  (w,  z)  =  0  u.  8.  w.,  und  gelangt  so  zuletzt  zu  der 
für  eine  beliebig  hohe  Potenz  (z  —  a)M  und  für  ein  variables  «  gültigen 
Kongruenz: 

4)  f(u,  z)^A(u  —  ul)(u  —  ui)...(u  —  un)    (mod  (z  —  cc)M), 

wo  A  eine  ganze  Funktion  nullten  Grades  in  uy  d.  h.  eine  Funktion 
von  z  allein  ist,  welche  sich  durch  Koeffizientenvergleichung  gleich 
dem  Koeffizienten  A^(z)  voi*  un  in  f(u,z)  ergiebt. 

Aus  dieser  Kongruenz  folgt  zunächst,  dafs  z.  B.  u^  nicht  blofs 
eine  Kongruenzwurzel  der  abgeleiteten  Funktion  fx  (u,  z)y  sondern  auch 
eine  solche  von  f(xty  z)  selbst  ist,  denn  für  u  =  u^  wird  die  rechte 
Seite  von  (4),  also  auch  ihre  linke  durch  (z  —  a)u  teilbar,  und  ganz 
ebenso  folgt,  dafs  alle  n  Reihen  uif  u%f . . .  un  Wurzeln  der  Kongruenz  (2) 

Digitized  by  VjOOQIC 


§  3.    Die  n  Wurzeln  der  Kongruenz  f(u)  =  0.  63 

sind.  Ebenso  leicht  erkennt  man  aber  ans  (4),  dafs  keine  andere 
Potenzreihe  ttn+i  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (2)  sein  kann.  Sub- 
stituiert man  nämlich  u  =  un+x  in  (4),  so  müfste: 

/"(«O,  g)  =  AH(Un+i  —  Ut)  (tln+l  —  Hl)  •  •  •  (wn+l  ~  U*)  =  °      mod   (*  ~  «)* 

sein,  und  zwar  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  von  z  —  a,  wenn  man 
jene  (n  + 1)  Reihen  ulf  t^, . . .  tt»+i  genügend  weit  verlängert  denkt. 
Aber  jenes  Produkt  von  (n  + 1)  Faktoren  kann  nur  dann  durch  eine 
beliebig  hohe  Potenz  von  tt  —  a  teilbar  sein,  wenn  mindestens  einer 
seiner  Faktoren  eine  beliebig  hohe  Potenz  dieses  Linearfaktors  enthält, 
und  dies  ist  wiederum  nur  dann  der  Fall,  wenn  entweder  An(js)  =  0 
ist,  oder  wenn  tt*+i  einer  der  »  Reihen  t^, . .  ,un  gleich  ist.  Also 
ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  Funktion  nten  Grades  f(u,  e)  besitzt  für  eine  beliebig 
hohe  Potenz  (s  —  a)M  als  Modul  stets  genau  n  Kongruenz- 
wurzeln: 

«tu    tt,,...tt„, 

welche   sämtlich   in   Potenzreihen  entwickelt   werden  können, 
die  nach  ganzzahligen  Potenzen  bzw.  von: 

iz-af,    («-«)7,...(#-«)7 

fortschreiten,  und  es  besteht  alsdann  für  variable  Werte  von  w 
und  z  die  Kongruent: 

f(u,  0)  ~  A*(e)  (tt  -  ttx)  . .  .  (w  -  tt„)     (mod  (*  -  a)M )• 
Es  sei  nun  ut  eine  jener  n  Kongruenzwurzeln,  welche  nach  ganzen 

Potenzen  von  (er  —  a)a  fortschreiten  möge.  Dann  besteht  die  identische 
Gleichung: 

5)  /•(«,,  #)-(#- «)"  g  ((#  -  «r ) = 0, 

wo  M  eine  beliebig  große  Zahl  und  G\(z  —  a)a)  nach  positiven 
Potenzen  von  (er  —  <*)  fortschreitet,  und  welche  besagt,  dafs  f(ul}  z) 
mindestens  durch  (js  —  a)M  teilbar  ist.  Denkt  man  sich  auf  der  linken 
Seite  dieser  identischen  Gleichung  die  mit 

1,  (,_«)-,  (,_«)•,...(,_«)• 

multiplizierten  Glieder  zusammengefafst,  so  erhält  man  eine  neue 
identische  Gleichung: 
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5a)  %>(*)  +  %(*)(*-<*)* +  ..-  +  %,_x(z)(s-a)a    =0, 

wo  die  Koeffizienten  Potenzreihen  sind,  welche  nach  ganzen  Potenzen 
von  (z  —  a)  fortschreiten.  Aber  diese  zweite  Gleichung  kann  nur 
identisch  erfüllt  werden,  wenn  die  a  Reihen  91* (V)  ebenfalls 
identisch  verschwinden;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  und  ist 
%h{z)  in  der  Reihe  der  Funktionen  9q(m),  ^(a),  • .  .  Äa-i(*)  die 
erste,  deren  Ordnungszahl  Xh  möglichst  klein  ist,  so  beginnt  die  Enfc- 

Wickelung  der  linken  Seite  mit  der  Potenz  (0  —  a)  *  a,  und  dieses 
Glied  kann  sich  weder  gegen  ein  früheres  noch  gegen  ein  späteres 
fortheben. 

Ersetzt  man  aber  auf  der  linken  Seite  der  ursprünglichen  Glei- 

chung  (5a)  (0  —  a)a  durch  den  konjugierten  Wert  ra(*  —  a)a,  wo 

o  =  e  a  (ft  =  l,*,...a-l) 

eine  der  a*6*.  Wurzeln  der  Einheit  ist,  und  ordnet  wieder  in  derselben 
Weise,  wie  vorher,  so  geht  diese  linke  Seite  über  in: 

L  2. 

%(*)  +  «i(*)<»  •  (*-«)a  +  $t8(*)»'-  (*-«)a  +  ■•• 

q— 1  q— 1 

+  aa_1(0)«oa  (*-«)" , 

und  auch  diese  verschwindet,  da  die  a  Koeffizienten  &*($),  wie  oben 
bewiesen,  identisch  Null  sind.    Also  bleibt  die  obige  Gleichung  be- 

stehen,  wenn  man  statt  der  Wurzel  (z  —  a)a   alle  ihre  a  konjugierten 

Werte  setzt,  welche  sich  von  (z  —  a)a  durch  die  a*611  Wurzeln  der 
Einheit  unterscheiden.  Durch  diese  Substitution  erhalt  man  aber  aus 
der  Reihe  ut  genau  a  konjugierte  Reihen  ulf  1%, . .  ,ua,  und  aus  den  a 
durch  dieselbe  Substitution  aus  (5)  folgenden  Gleichungen: 

f(ui,0)-(z-ao)»G\(D(z-ay)  =  O 

geht  hervor,  dafs  diese  a  konjugierten  Reihen  sämtlich  ebenfalls 
Wurzeln  der  vorgelegten  Kongruenz,  also  unter  den  n  Kongruenz- 
wurzeln enthalten  sind.  Andererseits  sind  sie  aber  auch  offenbar 
sämtlich  voneinander  verschieden.     Zu  jeder  Reihe   ulf   welche   nach 

ganzen  Potenzen  von  (js  —  cc)a  fortschreitet,  gehört  also  stets  ein 
Cyklus    von    a    konjugierten    Reihen    %,  Wj, . . .  wfl,    welche    aus    Uj 
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dadurch   hervorgehen,  dafa  man  (js  —  a)a    durch  seine  a  konjugierten 
Werte  ersetzt. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  wieder  mit  dem  Koeffizienten 
i„(^)  von  tf*  durchdividieren,  sodafs  derselbe  gleich  Eins  wird.  Aus 
der  dann  sich  ergebenden  Kongruenz: 

un  +  a»_i(s>— *  +  •  •  •  +  a0(e)  =  (u  -  uj (u-u^)  . . .  (f* - un) 

(mod  (z  —  a)M) 

folgen  dann  durch  Koef&zientenvergleichung  genau   wie  im  §  1  der 
dritten  Vorlesung  die  n  Kongruenzen: 

Tut  =  —  «„-i^)' 


u1Us...unzz(—iya0(s)t 


mod  (js  —  a) 


i  h.  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  jener  n  Kongruenz- 
wurzeln  sind  den  Gleichungskoeffizienten  mit  abwechselnden  Vorzeichen 
kongruent,  und  ferner  folgt  genau  wie  a.  a.  0.  der  allgemeinere  Satz, 
dab  jede  symmetrische  Funktion  jener  n  Kongruenzwurzeln  einer  be- 
stimmten nationalen  Funktion  von  0  kongruent  wird  fftr  eine  beliebig 
hohe  Potenz  von  8  —  a  als  Modul,  wenn  nur  jene  Reihen  uk  genügend 
weit  verlängert  werden;  und  zwar  ist  jene  symmetrische  Funktion  der 
w  Kongruenz  wurzeln  derjenigen  rationalen  Funktion  von  z  kongruent, 
der  die  entsprechende  symmetrische  Funktion  der  Gleichungswurzeln 
gleich  ist.  Ist  speziell  D(js)  wieder  die  Gleichungsdiskriminante,  so 
ist  also: 

JJf  (*)  =JJK  -  «*)  -  Biß)    (mod  (#  -«)"). 

.*> 

Aus  diesen  Thatsachen  ziehen  wir  zunächst  die  Folgerung,  dafs 
die  n  Reihen  u17  t*j, . . .  un  sicher  von  einander  verschieden  sind,  wenn 
nur  die  Gleichungsdiskriminante  D{z)  nicht  identisch  verschwindet. 
Wären  nämlich  zwei  von  jenen  Reihen  identisch,  so  wäre  ja  das 
Differenzenprodukt  jener  n  Reihen: 

B{uu  ^, . . .  un)  =YJ(tb-ut) 

identisch  Null;  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ist  aber  diese 
symmetrische  Funktion  von  ul}  tij, . . .  un  für  eine  beliebig  hohe  Potenz 

Hensel  n.  Landaber  g,  Algebraische  Funktionen  etc.  6 
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(*  —  a)M  der  Diskriminante  D(g)  der  Gleichung  f(u,  e)  —  0  kongruent, 
welche  wir  auf  S.  26  betrachtet  haben.  Also  müfste  diese  letztere 
Funktion  für  jede  noch  so  hohe  Potenz  (z  —  a)M  der  Kongruenz  genügen: 

D(*)  =  0    (mod  (0-a)"), 
was  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  D{z)  =  0  ist,  und  damit  ist 
unsere  Behauptung  bewiesen. 

Ferner  wollen  wir  aus  diesem  Satze  ein  bereits  vorher  auf  S.  57 
angekündigtes  wichtiges  Resultat  ableiten.    Ist  wieder  £  =  z  —  a  und 

die  Potenzreihe  für  eine  der  n  Wurzeln,  so  genügte  jeder  Koeffizient  ek 
einer  Gleichung  q>k(e)  =  0;  die  Grade  dieser  Gleichungen  bildeten  eine 
abnehmende  Reihe,  und  von  einem  Gliede  e*£**  an  sind  alle  folgenden 
Gleichungen  q>t(e)  ~  0,  <p*+i(e)  =  0, . . .  von  gleichem  Grade  s,  und 
jede  ist  die  s*6  Potenz  eines  Linearfaktors. 

Wir  zeigen  jetzt,  dafe,  falls  die  Gleichung  f(u)  =  0  nicht  überall 
gleiche  Wurzeln  hat,  falls  also  ihre  Diskriminante  nicht  identisch  ver- 
schwindet, stets  s  =  1  ist,  dafs  also  alle  regulären  Koeffizienten  et, . . . 
einfach  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden.    Ist  nämlich: 

das  Aggregat  der  (r  —  h  +  1)  Anfangsglieder  von  u17  und  wird  r  so  grofs 
gewählt,  dala  f(u[r\  z)  bereits  eine  sehr  hohe  Ordnung  hat,  so  wird: 

und  ut  ist  eine  Wurzel  der  Gleichung  n***  Grades: 

+       nl      U  ' 
der  Exponent  *r+i  des  folgenden  Gliedes  ist  dann  durch  die  Gleichung 
bestimmt:  _     _     _    _  _    _ 

wenn  p0,  ft, . . .  Qn  die  Ordnungszahlen  von  /*(t*£r)),  f  Wr))  . . .  ^w(i4r)) 
bedeuten.  Nun  kann  die  Ordnungszahl  (T0  von  f(up)  beliebig  grofs 
gemacht  werden,  wenn  nur  r  genügend  groß  gewählt  wird;  dagegen 
bleibt  die  Ordnungszahl  Jf±  von  ff(u^)  unterhalb  einer  endlichen 
Grenze,  wie  groß  auch  r  angenommen  ist,  denn  sonst  wäre  ja 
f  (t^)  selbst  von  beliebig  hoher  Ordnung,  und  das  Gleiche  wäre  für 
das  Produkt: 
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der  Fall,  während  die  Diskriminante  D{z)  in  Bezug  auf  jede  Stelle 
Ton  bestimmter  endlicher  Ordnung  ist,  es  sei  denn,  dafs  sie  identisch 
verschwindet,  eine  Möglichkeit,  die  wir  oben  ausgeschlossen  haben. 
Ebenso  bleiben  die  Ordnungszahlen  p2,  ~qZ9  . . .  q n  offenbar  stets  ober- 
halb einer  endlichen  unteren  Grenze  (T,  sodass  für  i  =  2,3, . . .  n 

Qo  —  9i  ^  Qq  —  Q 


ist.    Wählt  man  also  nur  r  so  grofs,  dafs  q0>2q1  —  q  wird,  so  ist  sicher 

*°~*  >  *°~*  >  Q*~9<   d.  h.  es  ist  in  der  That  er+i  -  q0  -  Qt  und 

s  —  1,  was  zu  beweisen  war. 

Wir  ziehen  aus  diesem  Resultat  noch  eine  Folgerung,  mit 
deren  Hilfe  wir  die  samtlichen  regulären  Glieder  einer  Wurzel 
durch  ein  sehr  einfaches  rekurrierendes  Verfahren  finden  können.  Ist 
nämlich  3r-fi(s  — a)*r+1  ein  beliebiges  Glied  des  regulären  Teiles  einer 
Wurzel,  und 

das  Aggregat  aller  vorhergehenden  Glieder,  und  ist: 

fW)—(ß-*f+-,  />ir))  =  «*(*-«)*  +  •••, 

so  wird  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  er+i=  q0  —  q17    während 
sich  der  Koeffizient  ßr+i  aus  der  linearen  Gleichung 

a0  +  a^+i  —  0 
bestimmt.     Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  er+i(*  — a)v+1  ein  reguläres  Glied  von  einer  der 
n  Wurzeln  der  Kongruenz  f(u,  e)  =  0  und  u^  das  Aggregat 
aller  vorhergehenden  Glieder,  so  ist  dasselbe  gleich  dem 
Anfangsgliede  der  Entwickelung  von: 

KW 

nach  Potenzen  von  (z  —  a). 

Dieser  Satz  liefert  ein  sehr  expedites  Verfahren  zur  Bestimmung 

jener  Reihen,  um  so  mehr,  als  von  einer  leicht  bestimmbaren  unteren 

Grenze   für  er+i  an  das  Anfangsglied  von  f  (u^j   ungeändert  bleibt, 

wie  weit  man  auch  in  der  Reihe  fortgehen  möge.     Dann  braucht  also 

je&es    Anfangsglied   c^  (z  —  af1   nur   ein   für   alle   Male    berechnet    zu 
werden,  und  man  findet  jedes  folgende  Glied  einfach  dadurch,  dafs  man 

—  f(uW)  stets  durch  dasselbe  Glied  (^(is  —  af1  dividiert. 
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§4. 

Es  soll  jetzt  bewiesen  werden,  dafs  die  n  Reihen  %,  Wj, . . .  «„, 
welche  die  Gleichung  f(u,8)  =  0  formal  befriedigen,  sämtlich  inner- 
halb einer  endlichen  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  (js  =  «)  konver- 
gieren und  dort  die  n  Gleichungswurzeln  darstellen.  Diesen  an  sich 
schwierigen  Beweis  können  wir  nun  fest  vollständig  auf  den  bereits  im 
§  3  der  dritten  Vorlesung  geführten  Beweis  für  den  regulären  Fall 
reduzieren,  weil  uns  die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  nicht 
nur  die  eine  Wurzel  ulf  sondern  alle  n  Kongruenzwurzeln  modulo 
(*  —  a)M  ergeben  haben. 

Die  Reihen  ul9  u^, . . .  un  schreiten  alle  nach  ganzen  oder  ge- 
brochenen Potenzen  von  z  -*-  a  fori  Es  sei  a*  der  Generalnenner  aller 
in  diesen  Reihen  auftretenden  gebrochenen  Exponenten.  Setzen  wir 
dann:  t 

so  entspricht  der  Umgebung  der  Stelle  (z  =  a)  die  Umgebung  der  Null- 
stelle für  die  neue  Variable  £,  und  %,  u,, . . .  wÄ  gehen  in  Potenzreihen 
über,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  £  fortschreiten  und  jetzt 
folgendermaßen  geschrieben  sein  mögen: 

1)  «i  =  eWr<  +  ei?+iSr'+1+  ...  (f  =  i,  a, . . .  n). 

Es  soll  dann  allgemein  r<  die  Ordnung  oder  die  Ordnungszahl  der 
Wurzel  Ui  genannt  werden. 

Wir  brauchen  den  angekündigten  Beweis  nur  für  irgend  eine  jener 
n  Reihen  zu  führen;  es  sei  die  Bezeichnung  von  vornherein  so  gewählt, 
dafs  ut  diejenige  Reihe  ist,  deren  Konvergenz  bewiesen  werden  solL 

Wir  werden  zeigen,  dafs  diese  allgemeine  Aufgabe  auf  den  Kon- 
vergenzbeweis für  den  regulären  Fall  vollständig  reduziert  werden  kann, 
wenn  man  voraussetzen  darf,  dafs  die  Ordnungszahl  rt  der  zu  unter- 
suchenden Reihe  ut  positiv  ist,  während  die  Ordnungszahlen  rty  r8, . . .  r, 
sämtlich  negativ  oder  höchstens  Null  sind.  Offenbar  ist  diese  Voraus- 
setzung im  allgemeinen  nicht  erfüllt,  aber  man  kann  die  vorgelegte 
Gleichung  durch  eine  sehr  einfache  Transformation  so  umformen,  dn.fq 
ihre  Wurzeln  die  verlangte  Eigenschaft  erhalten. 

Es  sei  nämlich  jene  Voraussetzung  nicht  erfüllt,  und  es  möge: 

2)  »1  =  eVr+..-  +  eye+£U?+1  +  ... 

die  Entwicklung  der  zu  untersuchenden  Wurzel  «^  bedeuten;  wir  "be- 
trachten dann  das  Aggregat: 


tt 
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der  (s  + 1)  —  rt  ersten  Glieder  von  t^,  und  wählen  8  beliebig,  jeden- 
falls aber  so  grols,  dafs  die  Aggregate  der  Anfangsglieder  von 
Mg,  «j, .  • .  un  bis  zu  derselben  Potenz  g*  bin  alle  von  uf*  verschieden  sind. 
Dieser  Bedingung  kann  stets  genügt  werden,  da,  wie  oben  bewiesen 
wurde,  die  n  Reihen  Ui  sämtlich  von  einander  verschieden  sind.' 

Jetzt  fahren  wir  in  der  ursprünglichen  Gleichung  f(u,  e)  =  0  an 
Stelle  von  u  die  neue  Variable: 

r 

ein;  dieselbe  genügt  dann  offenbar  der  algebraischen  Gleichung: 

7{ü) = /•«) + r «) = fW) + r  wo))  t « + •  •  • + f-^P  r  * «" 

-  Ä(0  +  Ä(Ö«  +  -  •  •  +  X(0«"  -  o, 

und  für  ihre  n  Kongraenzwnrzeln  ulf  «,, . . .  u»  folgen  ans  (3)  un- 
mittelbar die  Werte:  ... 

-  .  «i—r 
•i p- 

Also  erhalt  man  aus  (2)  speziell  für  die  erste  Wurzel  u^  die  Gleichung: 

Uj  ist  also  von  positiver  Ordnung,  und  zwar  ist  diese  Wurzel,  abgesehen 
von  dem  Faktor  £',  gleich  der  zu  untersuchenden  Reihe  ux  nach  Weg- 
lassung ihrer  (s  +  1)  —  rx  Anfangsglieder.  Von  den  übrigen  Wurzeln 
Mj,  Äj, . . .  w,  ist  aber  keine  einzige  von  positiver  Ordnung,  denn 
wäre  dies  etwa  für:  {M 

*-? 

der  Fall,  so  mülste  ja  «^  —  tif)  mindestens  durch  £*+1  teilbar  sein, 
d.h.  es  wäre  uj°>  auch  das  Aggregat  der  Anfangsglieder  von  tij,  was 
doch  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung  nicht  der  Fall  ist. 

Ersetzt  man  also  die  ursprüngliche  Gleichung  f(u,  £)  =  0  durch 
die  transformierte  /  (w,  g)  =  0,  so  besitzt  diese  die  Eigenschaft,  dafs 
eine  und  nur  eine  ihrer  Wurzeln  üt  von  positiver  Ordnung  ist;  hat 
man  aber  bewiesen,  dafs  diese  Reihe  ut  in  endlicher  Umgebung  der 
Nullstelle  konvergiert,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  ursprünglich 
zu  untersuchenden  Reihe  _ 

«,=«?>  + ex, 

da  sie  sich  von  jener  nur  um  die  Summe  ttjj°)  einer  endlichen  Anzahl 
von   Gliedern  efp£k  unterscheidet.     Auch  hier    haben   wir   aber,    wie 
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nochmals  ausdrücklich  hervorgehoben  werden  mag,  den  Nullpunkt 
selbst  nicht  der  Umgebung  der  Stelle  (6  —  0)  hinzuzurechnen;  falls 
nämlich  das  Aggregat  i^°>  der  Anfangsglieder  mit  negativen  Potenzen 
von  g  beginnt,  so  wird  die  Reihe  ux  im  Nullpunkte  selbst  unendlich, 
konvergiert  aber  für  jeden  noch  so  benachbarten  Punkt  seiner  Um- 
gebung. 

Wir  können  und  wollen  daher  jetzt  voraussetzen,  dafs  schon  in 
der  ursprünglichen  Gleichung  die  zu  untersuchende  Wurzel  u±  die 
einzige  von  positiver  Ordnung  ist,  dais  also  die  n  Wurzeln  folgender- 
maßen geschrieben  werden  können: 

4)        ut-p^tö,  «,-r^(0,-..«.-r«"«.(0, 

wo  allgemein  2?,(g)  eine  Einheitsfunktion  für  die  Stelle  (£  =  0),  d.h. 
eine  Potenzreihe  von  der  Ordnung  Null,  und  wo  ft  — ^  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  während  —  Qt,  —  p8, . . .  —  Qn  negative  ganze  Zahlen 
oder  Null  bedeuten. 

Es  sei  jetzt: 
5)  f(u,  g)  -  A0@  +  AiQ&u  +  •  •  ■  +  AH(S)u»  -  0 

die  zu  untersuchende  Gleichung,  und  zwar  mögen  die  Koeffizienten  -4*(g) 
bereits  nach  Potenzen  von  g  entwickelt,  und  die  gröfste  in  allen  ent- 
haltene Potenz  von  g  durch  Division  beseitigt  sein,  so  dafs  keine  jener 
(»  + 1)  Potenzreihen  von  negativer  Ordnung,  und  mindestens  eine  unter 
ihnen  von  der  Ordnung  Null  ist.  Dann  lehrt  schon  die  einfache  Betrach- 
tung des  zugehörigen  Diagramms  in  Fig.  7,  dafs  ihr  erster  Koeffizient  -4^(g) 
mindestens  mit  der  ersten,  der  zweite  Ax(£)  aber  genau  mit  der  nullten 
Potenz  von  g  beginnt.  In  der  That  liegt  nach  der  soeben  gemachten 
Annahme  keiner  der  (n  +  1)  Punkte  ÄA  unter  der  Horizontalachse,  weil 
der  bzw.  die  tiefstliegenden  unter  ihnen  sich  auf  jener  Achse  befinden. 

Da    ferner    diese 
%r        ,<%  Kongruenz      nur 

eine  einzige 
Wurzel  von  posi- 
y,                         *\              /  tiver  Ordnung  hat, 

?                                    yM  während  die  Ord- 

nungszahl     aller 
_^_ Übrigen     negativ 


% 


*, 


Pig.  7. 


oder  Null  ist,  so 

folgt,  dafs  nur  die 

letzte  Begrenzungssehne,  nämlich  3^80  positive  Steigung  hat,  während 
alle  übrigen  Sehnen  des  Begrenzungspolygons  negative  Steigung  besitzen, 
oder  horizontal  verlaufen.     Zieht  man  also  durch  8t  eine  Horizontale, 
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so  müssen  alle  übrigen  Punkte  %^  . .  .%n  auf  oder  über  ihr  liegen, 
d.  h.  Ät  ist  der  tiefetliegende  oder  einer  der  tiefstliegenden  Punkte  des 
Diagramms,  und  mufs  daher  auf  der  Horizontalachse  liegen,  es  ist 
daher  in  der  That  q0  >0,  qx  =  0,  während  alle  folgenden  Ordnungszahlen 
^  0  sind. 

Ohne  Benutzung  des  Diagramms  beweist  man  denselben  Satz  ein- 
fach so:  Da  die  zu  untersuchende  Kongruenz  die  n  Wurzeln  (4)  hat, 
so  besteht  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  g*  als  Modul  die  Zerlegung: 

die  Ordnung  des  Faktors  -4*(6)  ist  dadurch  eindeutig  bestimmt,  dafs 
nach  Ausführung  der  Multiplikation  alle  Koeffizienten  von  nicht  nega- 
tiver Ordnung  in  £  sind,  und  mindestens  einer  von  ihnen  die  Ordnung 
Null  hat.    Dieser  Bedingung  wird  dann  und  nur  dann  genügt,   wenn 

gesetzt  wird,  denn  dann  ergiebt  sich: 

f(u,  t)  =  E0(u- pEd («{* - Es)  . . .  («6«"  -  E,)    (mod  ?). 

In  dem  entwickelten  Produkte  sind  dann  nämlich  alle  Koeffizienten 
von  nicht  negativer  Ordnung,  und  das  von  u  freie  Glied  wird 

±t*E0ExE>...En, 

ist  also  von  positiver  Ordnung,  während  sich  der  Koeffizient  von  u 
fBr  J  =  0  offenbar  auf 

-F  EoE%E9 ...  JE?« 

reduziert,  also  in  der  That  von  der  nullten  Ordnung  ist,  und  hiermit 
ist  die  aufgestellte  Behauptung  vollständig  bewiesen. 

Denken  wir  uns  also  jetzt  die  Gleichung  (5)  nach  Potenzen  von  u 
und  £  geordnet,  so  erhalt  man  ein  Aggregat  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Gliedern,  welches  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 

<*ioS  +  %w  +^?*ikVuh  =  0, 

.•  +  *  =  »,  3,... 

wo  der  Koeffizient  a01  von  u,  —  das  Anfangsglied  der  Entwickelung  von 
-^i(Ö  —  sicher  von  Null  verschieden  ist,  und  "ein  konstantes  Glied  aw 
gar  nicht  auftritt,  da  -4^(6)  von  positiver  Ordnung  in  g  ist.  Durch 
Auflosung  dieser  Gleichung  nach  u  erhält  man  also  eine  Gleichung: 
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in  welcher 

9u %L 

zu  setzen  ist,  und  welche  vollständig  mit  der  auf  S.  31  in  Nr.  7  an- 
gegebenen für  den  regulären  Fall  übereinstimmt.  Es  gelten  somit  auch 
alle  Folgerungen,  welche  wir  damals  aus  ihr  gezogen  hatten.  Wir  zeigten 
dort,  dafs  diese  Gleichung  stets  eine  und  auch  nur  eine  Lösung: 

von  positiver  Ordnung  besitzt,  und  dafs  diese  stets  innerhalb  eines 
endlichen  Bereiches  konvergiert,  welcher  von  der  absoluten  Grofse  der 
Koeffizienten  ghi  abhängt.  Ist  nämlich  g  nicht  kleiner  als  der  Maximal- 
wert der  absoluten  Betrage  aller  ghi,  so  ist  der  Radius  des  Konvergenz- 
kreises mindestens  gleich 

l 

liegt  also  stets  oberhalb  einer  endlichen  angebbaren  Grenze. 

Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Reihe  t^  und  ebenso  auch  die  übrigen 
Reihen  tij,  t^, . . .  um  sämtlich  innerhalb  einer  endlichen  Umgebung 
der  Stelle  (z  ■=  a)  konvergieren.  Substituiert  man  aber  irgend  eine 
dieser  konvergenten  Reihen  W/  für  w  in  die  ganze  rationale  Funk- 
tion f(u,  z\  so  ergiebt  sich  wieder  eine  für  denselben  Bereich 
konvergente  Reihe,  welche  nach  Potenzen  von  z  —  a  fortschreitet, 
und  deren  Koeffizienten  alle  identisch  verschwinden,  weil  jene  Reihe 
die  Gleichung  f(u,  z)  =  0  formal  befriedigt.  Also  verschwindet  f(uh  z) 
für  jenen  Bereich  ebenfalls  identisch,  d.  h.  u*  stellt  für  jenen  Bereich 
eine  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  dar, 
und  dasselbe  gilt  für  alle  jene  n  Reihen. 

Ist  B  der  Radius  desjenigen  endlichen  Kreises,  innerhalb  dessen 
alle  jene  n  Reihen  t^,  ui} . . .  un  konvergieren,  so  besteht  für  diesen 
die  Gleichung: 

6)  f(u9z)  =  An(z)(u-u1)(u-ui)...(u-unyi 

denn  die  Differenz  der  linken  und  rechten  Seite  ist  eine  ganze  Funk- 
tion von  u,  deren  Koeffizienten  konvergente  Reihen  sind,  welche  nach 
Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten  und  deren  Koeffizienten  sämtlich 
identisch  verschwinden,  weil  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  (z  —  a)M 
als  Modul  die  Kongruenz: 

f(u,  z)  -  An(z)(u-u^  . . .  (*-*.)  =  0    (mod  (z-  a)") 

besteht.  Also  besteht  die  Gleichung  (6)  für  jene  ganze  Umgebung 
der  Stelle  (z  =  a),  und  aus  ihr  folgt,  dafs  für  einen  beliebigen  Punkt 
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(b  =  z0)  jener  Umgebung  die  Werte  w*  (*0),  welche  diese  Reihen  für  z  =  z0 
annehmen,  die  n  Wurzeln  sind,  welche  die  Gleichung  f(u,  z0)  =  0  in 
jenem  Punkte  besitzt. 

Genau  ebenso  folgt,  dafs  jede  symmetrische  Funktion 

jener  n  Potenzreihen  innerhalb  ihres  gemeinsamen  Konvergenzbereiches 
gleich  der  betreffenden  rationalen  Funktion  von  z  ist. 

Wir  hatten  nun  im  §  4  der  dritten  Vorlesung  gezeigt,  dals  der 
Konvergenzradius  für  alle  n  Reihen  Uj,  u^, . . .  un  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  p  des  regulären  Gebietes  Ä  von  unserer  Kugelfläche  Ä 
oberhalb  einer  und  derselben  positiven  Gröfse  qq  liegt,  also  niemals 
unendlich  klein  werden  kann.  Dieses  Gebiet  Ä  umfafste  alle  Punkte 
der  Kugelfläche  Ä  mit  Ausnahme  von  (h  + 1)  beliebig  klein  anzu- 
nehmenden Kreisen,  welche  mit  den  (h  +  1)  kritischen  Punkten 

als  Mittelpunkten  auf  ffi  beschrieben  waren.  Die  jetzt  durchgeführte 
Untersuchung  hat  gezeigt,  dafs  der  obige  Satz  richtig  bleibt,  wenn  wir 
auch  jene  kritischen  Punkte  83  dem  regulären  Gebiete  St  hinzurechnen; 
denn  auch  für  sie  besitzen  ja  die  n  zugehörigen  Reihen  einen  von  Null 
verschiedenen  Konvergenzradius.  Dagegen  müssen  wir  nach  wie  vor 
alle  Punkte  einer  beliebig  kleinen  Umgebung  jener  Punkte  89  von  dem 
Gebiete  St  ausschliefsen,  denn  wenn  sich  der  Punkt  p(z  =  a)  auf  der 
Kugelfläche  einem  jener  Punkte  83  unbegrenzt  annähert,  so  kann  in. 
der  That  für  eine  oder  mehrere  Reihen  u*  der  Konvergenzradius  unter 
jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinken.  Andererseits  kann  aber  der 
Radius  jener  (A  + 1)  Kreise  von  vornherein  so  klein  gewählt  werden, 
dafs  jeder  noch  so  nahe  an  einem  der  Mittelpunkte  83  liegende  Punkt  p 
dem  regulären  Gebiete  $  angehört,  nur  wird  dann  die  untere  Grenze  q0 
für  den  Konvergenzbereich  innerhalb  $  entsprechend  kleiner.  Wir 
sprechen  dieses  wichtige  Resultat  in  dem  folgenden  Satze  aus: 

Für    jeden     regulären    oder    kritischen    Punkt    (*  =  a) 

bzw.  {z  =-  oo)  konvergieren  alle  n  zugehörigen  Potenzreihen 

t*!,  ff,, . . .  un  innerhalb  eines  Kreises 


<P- 


|  z  —  a  |  <  q     bzw. 

dessen  Radius  q  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  oberhalb  einer 
von  Null  verschiedenen  unteren  Grenze  q0  liegt.  Jedoch  mufis 
man  dann  die  Punkte  ausschliefsen,  welche  innerhalb  einer  beliebig 
klein  anzunehmenden  Umgebung  der  kritischen  Punkte  liegen. 
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§5. 

Als  eine  einfache  Anwendung  des  soeben  erhaltenen  Resultates 
untersuchen  wir  noch  etwas  genauer  die  Werte  der  Gleichungswurzeln 
in  den  kritischen  Stellen  und  zeigen,  wie  man  dieselben  unmittelbar 
aus  den  Gleichungskoeffizienten  finden  kann.  Man  erhalt  die  zu  einer 
Stelle  p  (z  =>  a)  gehörigen  Wurzeln  t*i0),  i4°\  . . .  w£°\  indem  man  in  den 
zugehörigen  Potenzreihen  t^,  tij, . . .  un  einfach  (z  =  a)  setzt  Hieraus 
folgt,  daß  z.  B.  4°>  in  p  den  Wert  (tij»  -  0)  oder  (t*f>  =»  cx>)  hat,  je 
nachdem  die  zugehörige  Reihe  ux  mit  einer  positiven  oder  einer  nega- 
tiven Potenz  von  g  —  a  beginnt,  je  nachdem  also  die  zugehörige 
Begrenzungssehne  eine  positive  oder  negative  Steigung  besitzt;  dagegen 
hat  4°)  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert,  wenn  die  Reihe 
t^  mit  der  nullten  Potenz  von  z  —  a  beginnt,  d.  h.  wenn  die  zugehörige 
Begrenzungssehne  horizontal  verläuft. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  einfaches  Mittel,  um  aus  den  Koeffizienten 

der  Gleichung: 

f(u,  *)=*4>(*)  +  A,{z)u  +...+  4l(*)u»  =  0 

unmittelbar  die  Anzahl   der  Wurzeln  zu  bestimmen,  welche  für  eine 

beliebige  Stelle  (z  =  a)  Null  bzw.  unendlich  gro&  werden.     In    der 

That  seien 

9o>    Qi>  •  •  •>  Q» 

wie  früher  die  Ordnungszahlen  der  Koeffizienten  Ah(z)  für  jene  Stelle, 
also   die   Exponenten   der   in  ihnen  enthaltenen  Potenzen  von  z  —  a, 

und  seien  q9  und  Qk  bzw.  der  erste  und  der 

letzte  Exponent  jener  Reihe,  welche   den 

kleinsten  Wert  besitzen,  so  lehrt  ein  Blick 

auf  das  zugehörige  Diagramm  in  Fig.  8,  dafs 

SBLk&g  die  horizontale  Begrenzungssehne  für 

das  zugehörige  Diagramm  ist,  und  dafs  die 

Pig*  8*  Begrenzungssehnen  von  Ä»  bis  &*  negative, 

die  von  &*  bis  %>  positive  Steigung  haben.    Mit  Hilfe  der  Ergebnisse 

unserer  früheren  Untersuchungen  folgt  aber  hieraus  der  Satz: 

Sind  in  der  Reihe  der  Gleichungskoeffizienten  Ag(z)  und 
At{z)  der  erste  und  der  letzte,  deren  Ordnungszahl  für  die 
Stelle  {z  =  a)  den  kleinsten  Wert  hat  (wobei  auch  k  —  g  sein 
kann),  so  haben  an  jener  Stelle  von  den  n  Wurzeln  M£\  u(f\ . . .  40)) 
genau  (» —  Je)  den  Wert  (u  =  00),  und  g  den  Wert  Null, 
während  die  (k  —  g)  Übrigen  endliche  und  von  Null  verschie- 
dene Werte  besitzen;  diese  Werte  sind  die  k  —  g  von  Null 
verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung: 

akek  H f-  aheh  + h  age"  —  0, 
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wenn  ak  . . .  ah  . . .  ag  die  Anfangsglieder  derjenigen  Koeffizienten 
bedeuten,  deren  Ordnungszahlen  den  kleinsten  Wert  haben. 
Beachten  wir,  dafs  für  die  Stelle  (z  =  <x>)  die  Ordnungszahl  einer 
rationalen  Funktion  A(js)  gleich  dem  negativ  genommenen  Grade 
ist,  so  erhalten  wir  speziell  für  die  Stelle  (z  =  <x>)  den  Satz: 

Sind  in  der  Reihe  der  Gleichungskoeffizienten  A^{ß\...An{z) 
die  beiden  Funktionen  Ag{z)  und  ^*(*)  die  erste  und  die  letzte, 
deren  Grad  den  gröfsten  Wert  besitzt,  so  werden  für  ($  =  00) 
genau  (n  —  Je)  Wurzeln  unendlich  grofs  und  genau  g  Wurzeln 
unendlich  klein,  während  die  Je — g  übrigen  Wurzeln  für  (0  =  00) 
endliche  und  von  Null  verschiedene  Werte  erhalten. 
Wir    denken    uns    die    Gleichung  (1)   so  geschrieben,    dafs    alle 
Koeffizienten  Ah(d)  ganze  Funktionen  von  z  ohne  gemeinsamen  Teiler 
sind.    Dann  sind  alle  Koeffizienten  Ak(z)  in  Bezug  auf  jede  endliche 
Stelle  (e  =  a)  von  nicht  negativer  Ordnung  und  mindestens  einer  besitzt 
die  niedrigste  Ordnung  Null.    Dann  können  wir  den  folgenden  Satz 
aussprechen,  welcher  die  Ähnlichkeit  zwischen  den   algebraischen  und 
den  früher  betrachteten  rationalen  Funktionen  von  z  deutlich  hervor- 
treten laust: 

Es   giebt  nur   eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  (z  =  a), 
für  welche  eine  der  Wurzeln  t^, . . .  un  verschwindet  oder  un- 
endlich grofs  wird,  und  zwar  geschieht  dies  für  alle  und  nur 
für  die  Nullstellen  von  AQ(z)  bzw.  von  An(z)  und  außerdem 
eventuell  für  die  Stelle  (0  =  00). 
Ist  nämlich  kB.   -4«(a)  =  0,   also   p»  >  0,   so   ist  nach  dem   soeben 
bewiesenen   Satze   mindestens   eine  Wurzel  unendlich  grofs,   und   das 
Entsprechende  gilt,  wenn  -4o(a)  =  0,  also  qq  >  0  ist. 

Aus  diesen  Sätzen  ziehen  wir  gleich  eine  für  das  Weitere  sehr 
wichtige  Folgerung,  welche  ebenfalls  die  nahe  Verwandtschaft  der 
rationalen  und  der  algebraischen  Funktionen  erkennen  läfst: 

Eine  algebraische  Gleichung,  deren  Wurzeln  für  keinen 
(endlichen  oder  unendlichen)  Wert   der  Variablen  Null   oder 
unendlich  werden,  besitzt  lauter  konstante  Koeffizienten,  ihre 
Wurzeln  sind  also  n  konstante  Zahlen. 
Denken  wir  uns  nämlich  die  Koeffizienten  wie  vorher  als  ganze  Funk- 
tionen von  z  ohne  gemeinsamen  Teiler  geschrieben,  so  können  zunächst 
A0(ß)  und  An(z)  keine  einzige  Nullstelle  besitzen,  da  ja  sonst  für  sie 
mindestens  eine  der  n  Wurzeln  Null  oder  unendlich  wäre.    Also  sind 
diese  äufsersten  Koeffizienten  sicher  von  z  unabhängig.    Ferner  müssen 
aber   auch   die   übrigen   ganzen  Funktionen  Ax{z),  -As(z), ...  An^.x{z) 
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sämtlich  in  Bezug  auf  z  vom  nullten  Grade,  also  ebenfalls  Konstanten 
sein,  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  und  wären  Ag(z)  und  A*{s)  die- 
jenigen unter  ihnen,  deren  Grad  den  gröfsteh  Wert  hat,  so  wären,  ja 
nach  dem  vorigen  Satz  genau  n  —  Je  Wurzeln  für  (0  —  00)  unendlich 
grofs  und  g  Wurzeln  NulL  Also  ist  in  diesem  Falle  die  definierende 
Gleichung: 

wo  alle  Koeffizienten  A4  konstant  sind;  ihre  Wurzeln  sind  demnach  n 
gleiche  oder  verschiedene  Konstanten  (ßl}  ß%9 . . .  /}«). 

Ist  speziell  An(z)  =  \,  also  u  eine  ganze  algebraische  Funktion 
von  z,  so  wird  keine  der  n  Wurzeln  für  eine  im  Endlichen  liegende 
Stelle  unendlich  grob,  weil  dann  An(z)  keine  Nullstelle  besitzt.  Soll 
umgekehrt  u  für  ein  endliches  z  nicht  unendlich  werden,  so  mufs  AJjs) 
eine  Konstante  sein,  denn  enthielte  An(z)  auch  nur  einen  Linearfaktor 
z  —  a,  so  würde  ja  für  z  =  a  mindestens  eine  der  n  Wurzeln  unendlich 
grofs  sein.  Für  z  =  00  dagegen  wird  in  diesem  Falle  mindestens  eine 
der  n  Wurzeln  unendlich  grofs,  falls  nicht  alle  anderen  Koeffizienten 
Ah(z)  in  z  vom  nullten  Grade,  also  von  z  ganz  unabhängig  sind.  Ist 
nämlich  Ak(z)  der  letzte  Koeffizient,  dessen  Grad  den  gröfsten  Wert 
besitzt,  so  werden  genau  (n  —  h)  von  jenen  Wurzeln  für  z  =  00  eben- 
falls unendlich  grofs,  was  zu  beweisen  war. 

Hieraus  folgt  sofort  der  wichtige  Satz: 

Eine  algebraische  Funktion  u  besitzt  dann  und  nur  dann 
keine  Unendlichkeitsstelle,  wenn  sie  eine  Konstante  ist     Die 
Konstanten  sind  also   die  einzigen  algebraischen  Funktionen, 
welche  überall  endlich  sind. 
Denn  damit  keine  Wurzel  für  eine  endliche  Stelle  unendlich  werde, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  u  eine  ganze  algebraische  Funktion 
von  *  ist,  und  damit  keine  einzige  Wurzel  für  (z  =»  00)  unendlich  wird, 
müssen  alle   ganzen  Funktionen  Ah{z)   vom   nullten  Grade,  also  Kon- 
stanten sein. 

Eine  Stelle  (z  —  a)  wurde  eine  kritische  Stelle  der  algebrai- 
schen Funktion  u  genannt,  wenn  für  sie  entweder  eine  Wurzel  der 
zugehörigen  Gleichung  f(u,  a0)  «=  0  unendlich  groß  ist,  oder  wenn 
mindestens  zwei  jener  Wurzeln  einander  gleich  werden,  die  ent- 
sprechenden Entwickelungen  also  genau  dasselbe  Anfangsglied  besitzen. 
Zu  diesen  kritischen  Stellen  gehören  also  zuerst  alle  Nullstellen  der 
ganzen  Funktion  An(z)>  weil  für  sie  und  für  sie  allein  mindestens  eine 
der  Wurzeln  uf>  unendlich   grofs   wird;   zweitens   folgte  aber  aus  der 
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dafs  für  jede  andere  im  Endlichen  liegende  Stelle  (z  =  cc)  dann  und 
nur  dann  von  den  n  endlichen  Zahlen  uf]  zwei  einander  gleich  sind, 
wenn  D(a)  —  0,  d.  h.  wenn  (z  —  a)  eine  Nullstelle  der  Gleichungs- 
diskriminante  ist. 

Ist  u  eine  ganze  algebraische  Funktion,  aber  keine  Konstante, 
also  Anijs)  =  1,  so  ist  die  unendlich  ferne  Stelle  sicher  ein  kritischer 
Punkt,  und  zu  ihm  treten  nur  noch  die  Nullstellen  der  Diskriminante 
hinzu.  Unter  dem  Begriff  der  kritischen  Stelle  sind  vorläufig  alle 
Punkte  zusammengefaßt,  für  welche  sich  die  Wurzeln  Überhaupt 
nicht  regulär  verhalten.  Erst  später  werden  wir  die  verschiedenen 
möglichen  Falle  vollständig  scheiden  können,  und  dann  wird  dieser 
für  das  folgende  noch  bequeme  Sammelbegriff  von  selbst  entbehrlich 
werden. 

Zu  den  kritischen  Stellen  gehören  sicher  auch  diejenigen,  Ab- 
weiche eine  der  Reihen  Ui  nach  gebrochenen  Potenzen  von  (z  —  a) 
fortschreitet.  Dies  folgt  bereits  aus  der  Thatsache,  dafs  für  alle 
regulären  Punkte  (z  =  a)  alle  n  Reihen  u{  nach  ganzen  Potenzen  von 
e  —  a  fortschreiten;  jetzt  können  wir  dasselbe  aber  auch  direkt  ein- 
sehen. In  der  That,  soll  die  Stelle  (z  —  a)  keine  kritische  Stelle  sein, 
so  darf  keine  der  n  Reihen  uh  mit  negativen  Potenzen  von  (z  —  a) 

beginnen.  Schreitet  nun  etwa  t^  nach  ganzen  Potenzen  von  (z  —  a)a 
fort,  so  gehört  zu  t^  ein  Cyklus  konjugierter  Reihen: 

"i  -  h  +  &i  (ß  -  «)  °  +  h  (*  -  «)  °  + ' '  • 
«2  =  60  +  b1a(z  —  a)a  +  bsa>*(z  —  a)a  H 


welche  für  (z  =-  a)  alle  einander  gleich,  nämlich  gleich  b0  werden.  Da 
die  Aiwariil  aller  kritischen  Punkte  endlich  ist,  so  gilt  dasselbe  a  fortiori 
för  diese  speziellen  Punkte;  wir  erhalten  so  als  einfache  Folgerung 
den  wichtigen  Satz: 

Die   Anzahl  der   Stellen  (z  =-  et),  für  welche  nicht  alle 

Wurzeln  uh  nach  ganzen  Potenzen  von  z  —  a  fortschreiten,  ist 

stets  endlich. 
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Sechste  Vorlesung. 

Abhängigkeit  der  Potenzreihen    u(p)    von    der    Stelle  p.    —  Fortsetzung  eines 
Fnnktionenelementfl  u(p)  über  das  regnl&re  Gebiet  der  Kugelfläche.  —  Abhängig- 
keit des  Endwertes  von  dem  durchlaufenen  Wege.  —  Änderung  eines  Elementes 
u(p)  beim  Umlauf  um  einen  kritischen  Punkt. 

§1. 
Durch  die  Gleichung  f(u,  z)  =  0  werden  in  der  Umgebung  jedes 
Punktes  p  (z  »  a)  der  Kugelfläche  genau  n  Funktionenelemente 

*i(»0>    u*(P)>---«n(p) 
definiert,  welche  die  n  Gleichungswurzeln  in  einer  endlichen  Umgebung 
yon  p  darstellen,  und  hier  stetige  und  differenzierbare  Funktionen 
von  z  sind. 

Der  Konvergenzbereich  jener  n  Reihen  bleibt  stets  oberhalb  einer 
endlichen  Grenze,  es  sei  denn,  dafs  p  unendlich  nahe  an  eine  der 
kritischen  Stellen  8^,  89,, ...  89a  bzw.  auch  an  den  unendlich  fernen 
Punkt  heranrückt,  falls  nämlich  dieser  zu  den  kritischen  Stellen  gehört, 
was  jetzt  stets  direkt  entschieden  werden  kann. 

Es  sei  nun  p0  eine  beliebige  reguläre  Stelle,  u(p0)  eines  der  n  zu- 
gehörigen Funktionenelemente,  so  kann  dasselbe  auf  eindeutig  bestimmte 
Weise  fortgesetzt  werden,  wenn  man  vorläufig  die  kritischen  Punkte  und 
gewisse  beliebig  klein  zu  wählende  Umgebungen  derselben  ausschliefet. 
Ist  nämlich  px  irgend  ein  im  Innern  des  Konvergenzbereiches  von  tt(p0) 
liegender  Punkt,  und  bildet  man  die  zu  px  gehörige  Fortsetzung  von 
u(p0),  so  erhält  man  ein  eindeutig  bestimmtes  Funktionenelement  w(pt), 
welches  nach  einem  bekannten  Satze  der  Funktionentheorie*)  ebenfalls 
die  Gleichung  f(u,  z)  ■=■  0  innerhalb  eines  endlichen  Bereiches  von  pt 
befriedigt,  und  welches,  da  es  für  px  nur  n  solche  Funktionenelemente 
giebt,  mit  einem  und  nur  einem  dieser  direkt  bestimmten  Potenz- 
reihen identisch  ist;  auf  dieselbe  Weise  kann  man  ein  Element  beliebig 
weit  fortsetzen,  da  für  alle  regulären  Stellen  p  der  Konvergenz- 
radius eines  jeden  Funktionenelementes  u(p)  oberhalb  einer  positiven 
unteren  Grenze  q0  liegt.  Hieraus  folgt,  dafs  für  die  Funktionen- 
elemente u(p)  die  kritischen  Punkte  83*  die  einzigen  singulären  Punkte 
sind,  da  nur  bei  der  Annäherung  an  sie  der  Konvergenzbereich  eines 
Elementes  unter  jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinken  kann.  Da 
nun  nach  dem  auf  S.  23  erwähnten  Satze  der  Funktionentheorie  der 
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Konvergenzkreis  eines  Funktionenelementes  durch  die  nächste  singulare 
Stelle  desselben  hindurchgeht,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Die  n  zu  einer  Stelle  p  gehörigen  Elemente  ^(p),  ...wn(p) 
konvergieren  sicher  innerhalb  eines  Kreises,  dessen  Peripherie 
durch  den  p  zunächst  liegenden  kritischen   Punkt  hindurch- 
geht, mag  nun  p  ein  endlicher  oder  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Kugelfläche  sein.    Im  letzteren  Falle  entspricht  dem  Innern 
des    Konvergenzkreises    von  p„   auf   der   Kugelfläche  Ä  das 
Äufeere  desjenigen  um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene 
beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie  durch  den  entferntesten 
im  Endlichen  gelegenen  kritischen  Punkt  hindurchgeht. 
Wir  werden  diesen  präziseren  Satz  im  folgenden  nie  gebrauchen, 
denn  zur  Lösung  der  Aufgabe,  ein  Element  u(p)  über  die  ganze  Kugel- 
flache hin  auf  beliebigem  Wege  fortzusetzen,  genügt  der  vorher  vollständig 
bewiesene  Satz,  dafe  für  das  ganze  reguläre  Gebiet  der  Gleichung  der 
Konvergenzradius  der  zugehörigen  Reihe  niemals  unendlich  klein  werden 
kann.    Schliefen  wir  nämlich  jetzt  wieder  die  kritischen  Punkte  durch 
beliebig  kleine  Kreise  aus,  und  bezeichnen  den  übrig  bleibenden  Theil 
der  Kugelfläche  durch  Ä,  so  kann  man  das  Element  u(p0)  auf  einem 
beliebigen  ganz  innerhalb  Ä  verlaufenden  Wege  s  nach  einem  anderen 
Punkte  p  fortsetzen,  und  nach  dem  obigen  Satze  ist  man  sicher,  dafs 
man  nach  einer  endlichen  Zahl  von  Fortsetzungsschritten  wirklich 
p  erreicht    Man    erhält    so    ein   zu   p   gehöriges   Element  u(p),  von 
welchem  man  aber  nur  weife,  dafe  es  eine  der  n  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  für  die  Endstelle  p  ist.    Dagegen  sind  wir  vorläufig  noch 
nicht  im  stände,  zu  entscheiden,  welche  von  diesen  bei  einem  gegebenen 
Wege  s  sich  ergiebt    Diese  wichtige  Frage  wollen  wir  in  dieser  Vor- 
lesung zu  lösen  versuchen. 

§2. 
Es   sei  also  jetzt  p0  eine  beliebige    reguläre  Stelle   (js  =  a0)  des 
Bereiches  Ä,  und 

eine  der  n  zugehörigen  regulären  Potenzreihen  für  u.  Da  diese  inner- 
halb einer  endlichen  Umgebung  von  p0  konvergiert  und  p0  einen  be- 
liebigen Punkt  von  ft  bedeuten  kann,  so  kann  u(p0)  auf  einem  beliebigen 
Wege  s  von  p0  aus  zu  einer  beliebigen  anderen  Stelle  p  (e  =  a)  fortgesetzt 
werden,  und  es  ergiebt  sich  dort  eine  eindeutig  bestimmte  Potenzreihe 

nämlich  eine  der  n  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Potenzreihen  für  u. 
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Setzt  man  nun  die  Reihe  u(p0)  auf  einem  anderen  Wege  s1  von 
p0  nach  p  fort,  so  erhält  man  in  p  eine  Entwickelung 

«'(«-»;+»{(*-«)+••■, 

welche  wieder  eine  der  n  dort  vorhandenen  Potenzreihen  sein  mala, 
also  mit  u(p)  identisch,  oder  aber  auch  von  u(p)  verschieden  sein  kann; 
es  ist  somit  der  Endwert  u(p)  nicht  allein  von  jener  Stelle  p,  sondern 
auch  von  dem  Wege  abhängig,  auf  welchem  die  Fortsetzung  geschieht 
Wir  betrachten  jetzt  speziell  den  Fall,  dafs  der  Weg  s  geschlossen 
ist,  dafs  also  sein  Endpunkt  p  mit  dem  Anfangspunkte  pQ  zusammen- 
fallt. Ein  solcher  Weg  soll  ein  Umlauf  genannt  werden.  Nach 
einem  Umlaufe  kann  nun  die  Potenzreihe  u(p0)  in  ihren  Ausgangswert 
zurückkehren,  d.  h.  durch  den  Umlauf  ungeändert  bleiben,  oder  aber 
sie  kann  sich  ändern,  nämlich  in  eine  der  übrigen  n  — 1  zu  u(p0) 
konjugierten  Potenzreihen,  etwa  in  uf(p0),  übergehen.  Wir  beweisen 
jetzt  zuerst  den  folgenden  Fundamentalsatz,  durch  welchen  das  Ver- 
halten einer  Reihe  u(p0)  einem  derartigen  Umlaufe  gegenüber  be- 
stimmt wird: 

Umschliefst    die    Umlaufskurve    s   keinen    einzigen    der 

kritischen  Punkte,  so  bleibt  bei  einem  Umlaufe  längs  derselben 

jede  der  n  Potenzreihen  u(p0)  ungeändert. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  nehmen  wir  an,  eine  jener 

Reihen,  etwa  u(p0),  ändere  sich  bei  einem  Umlaufe  der  Kurve  s,  cL  h. 

man  erhalte  nach  diesem  Umlaufe  von  p0  über  p  nach  p0  zurück  eine 

von  dem  Anfangswerte  verschiedene 
Potenzreihe  uf(p0).  Denkt  man  sich 
jene  Kurve  nun  durch  eine  beliebige 
Verbindungslinie  pxp2,  welche  aber  eben- 
falls innerhalb  St  verläuft,  also  nicht 
durch  einen  der  kritischen  Punkte  hin- 
durchgeht, in  die  beiden  geschlossenen 
Kurven 

h  —  PoPiPaPo*  st  —  fcPiPk 
zerlegt,  so  folgt  unmittelbar,  dals  sich 
dann  eins  der  w  Funktionenelemente  u(p) 
auch  bei  mindestens  einem  jener  kleineren  Umläufe  slf  s%  ändern  mufs. 
Angenommen  nämhch,  dies  sei  nicht  der  FaU.  Setzt  man  dann  u(p0) 
auf  dem  geschlossenen  Wege 

fort,  so  erhält  man  genau  denselben  Wert  uf  (p0)  wie  vorher,  weil  ja 
der  neu  hinzutretende  Weg  pipÄp2Pi  ^in  und  zurück  in  gleicher  Weise 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  2.   Abhängigkeit  der  Funktionen  u  von  der  Stelle  p.  81 

durchlaufen  wird,  so  dals  die  Reihe  u(px)  nach  jenem  Zwischenwege 
in  pt  denselben  Wert  erhält,  welchen  sie  vorher  hatte.  Jener  Weg 
kann  aber  anch  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

Nimmt  man  also  an,  das  durch  Fortsetzung  auf  dem  Wege  p0PiPi 
aus  u(po)  hervorgehende  Element  tt(ps)  ändere  sich  bei  dem  Umlaufe  % 
nicht,  so  erhalt  es  nach  diesem  Umlaufe  ^  in  ps  denselben  Wert  w(p2) 
wie  vorher,  der  Umlaufs,  kann  daher  einfach  fortgelassen  werden.  Dann 
aber  reduziert  sich  der  ganze  ursprüngliche  Umlaufs  auf  p0Pip2poÄSi5 
änderte  sich  also  die  Potenzreihe  u(p0)  auch  bei  diesem  Umlaufe  st 
nicht,  so  müfste  sie  auch  bei  dem  ganzen  Umlaufe  gegen  die  Voraus- 
setzung ungeändert  bleiben. 

Wenn  sich  also  eine  Reihe  u(p0)  bei  irgend  einem  Umlaufe  8 
ändert  und  man  zerlegt  die  Umlaufskurve  8  in  zwei  kleinere  Kurven  st 
und  5,,  so  mufis  sich  mindestens  eins  der  n  Elemente  u  bei  einem  der 
beiden  kleineren  Umläufe  s1,  %  ebenfalls  ändern.  Ist  dies  etwa  für  81 
der  Fall,  so  zerlege  man  s1  wieder  in  derselben  Weise  und  fahre  so 
weiter  fort  Da  durch  eine  jede  solche  Teilung  der  durch  die  Kurve 
eingeschlossene  Bereich  verkleinert  wird  und  der  kleinere  Bereich 
jedesmal  innerhalb  des  vorhergehenden  grösseren  liegt,  so  kann  man 
jene  Teilung  so  einrichten  und  so  weit  fuhren,  dals  schlieMich  der 
durch  die  letzte  Umlaufskurve  6  eingeschlossene  Bereich  nach  Um- 
fang und  Inhalt  so  klein  wird,  wie  man  nur  immer  will,  d.h.  dals 
sich  die  Kurve  6  in  allen  ihren  Punkten  einem  ganz  bestimmten  inner- 
halb 8  gelegenen  Punkte  "p  beliebig  nahe  anschliefst,  und  dals  sich 
trotzdem  mindestens  eins  der  n  Elemente  u  beim  Umlaufe  um  jene 
kleine  Kurve  <s  ändert  Ist  nun  zunächst  p  ein  regulärer  Punkt  und  die 
Kurve  ö  genügend  klein,  so  unterscheiden  sich  die  Funktionswerte  u(p), 
welche  irgend  ein  Funktionenelement  u  auf  jener  Kurve  besitzt,  wegen 
der  Stetigkeit  desselben  um  so  wenig,  wie  man  nur  immer  will,  von 
dem  Werte  u  (p),  den  u(p)  in  p  selbst  annimmt.  Andererseits  sind  aber 
die  n  zu  p  gehörigen  konjugierten  Werte  von  u  unter  der  soeben  ge 
machten  Voraussetzung  sämtlich  endlich,  und  sie  unterscheiden  sich 
um  endliche  Gröfsen  von  einander.  Es  kann  daher  u(p)  bei  dem  Um- 
laufe 6  um  jenen  Punkt  p  in  keinen  dieser  konjugierten  Werte  über- 
gehen, ik  es  mufs  u(p)  bei  jenem  Umlaufe  ungeändert  bleiben,  falls 
p  ein  regulärer  Punkt  ist  Soll  sich  also  u(p)  bei  dem  Umlaufe  um 
die  Kurve  0  ändern,  so  mute  jener  innerhalb  6  gelegene  Punkt  p,  wie 
behauptet  wurde,  notwendig  einer  der  kritischen  Punkte  8<  sein,  für 
welche  entweder  eine  Wurzel  unendlich  grofs  ist  oder  zwei  Wurzeln 
einander  gleich  sind. 

Hemel  u.  Landaberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  6 
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82  Sechsie  Vorlesung. 

Der  obige  Satz  kann  nunmehr  auch  in  folgender  Form  aus- 
gesprochen werden: 

Setzt  man  eine  beliebige  Potenzreihe  u  von  einem  Punkte 
p0  zu  einem  anderen  p  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  s  und  s? 
fort,  welche  keinen  kritischen  Punkt  einschliefsen,  so  gelangt 
man  beide  Male  zu  demselben  Elemente  u(p). 

Denn  setzt  man  u(p)  von  dem  Endpunkte  p  aus  zuerst  auf  dem  Wege  s 
rückwärts  nach  p0  und  alsdann  von  p0  aus  auf  dem  Wege  sf  wieder 
nach  p  fort,  so  erhält  man  einen  Umlauf,  welcher  u(p)  notwendig  in 
sich  selbst  zurückführen  mufs,  da  der  von  s  und  s*  gebildete  Weg 
keinen  kritischen  Punkt  einschliefst.  Wären  aber  u(p)  und  uf  (p)  die 
verschiedenen  Potenzreihen,  welche  man,  von  p0  ausgehend,  auf  den 
beiden  Wegen  s  und  s1  in  p  erhält,  so  würde  der  Umlauf  von  p  über 
p0  nach  p  zurück  u(p)  über  u(p0)  in  uf  (p)  überführen.  Jene  beiden 
Elemente  u(p)  und  u'(p)  müssen  demnach  identisch  sein. 

§3. 

Es  braucht  jetzt  nur  noch  weiter  untersucht  zu  werden,  ob  und 
in  welcher  Weise  sich  eine  Reihe  u(p0)  ändert,  wenn  der  Punkt  p0 
um  einen  kritischen  Punkt  p  einen  Umlauf  macht.  Wir  können 
und  wollen  uns  bei  dieser  Untersuchung  darauf  beschranken,  die 
Änderung  von  u(p0)  zu  untersuchen,  wenn  p0  die  Peripherie  eines 
um  p  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises  durchläuft,  welcher  sich 
ganz  innerhalb  des  zu  u(p)  gehörenden  Konvergenzkreises  befindet. 
Ein  solcher  cyklischer  Umlauf  um  einen  Punkt  p  soll  eine  Um- 
kreisung desselben  genannt  werden.  Jeder  andere  Umlauf  kann 
dann,  wie  sich  ergeben  wird,  durch  eine  solche  Umkreisung  ersetzt 
werden. 

Wir  wollen  den  Punkt  p  zunächst  als  einen  ganz  beliebigen 
regulären  oder  kritischen  Punkt  annehmen.  Alsdann  schreitet  die  zu- 
gehörige Potenzreihe  u(p)  in  jedem  Falle  nach  ganzen  oder  nach  ge- 
brochenen Potenzen  des  Linearfaktors  *  —  ä  fort  und  konvergiert, 
selbst  wenn  sie  eine  Anzahl  Anfangsglieder  mit  negativen  Exponenten 
enthalten  sollte,  wenn  also  u(p)  in  p  selbst  unendlich  groft  wird,  stets 
innerhalb  einer  endlichen  Umgebung  von  p  gleichmäßig  und  stellt  die 
zugehörigen  Werte  von  u(p)  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  dar. 
Wir  denken  uns  nun  um  p  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  *  beschrieben, 
dessen  Radius  q  kleiner  ist  als  der  Radius  des  zu  «(p)  gehörenden 
Konvergenzkreises,  nehmen  sodann  den  Ausgangspunkt  pQ  für  die  Um- 
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kreisung  irgendwo  auf  der  Peripherie  von  h  an  und  untersuchen  nun, 
in  welcher  Weise  sich  die  zugehörende  Reihe  u(p0)  ändert,  wenn  wir 
sie  auf  der  Peripherie  jenes  Kreises  in  positiver  Umlaufsrichtung  um  p 
fortsetzen. 

Da  die  Stelle  p0  nach  der  Voraussetzung  innerhalb  des  Kon- 
vergenzbereiches von  u  (p)  liegt;  so  ist  sie  regulär ;  d.  h.  die  n  zu  der 
Stelle  p0  gehörenden  Po- 
tenzreihen für  u  verhalten 
sich  alle  regulär,  und  ihre 
Anfangsglieder  sind  sämt- 
lich um  endliche  Größen 
voneinander  verschieden. 
Es  giebt  also  eine  und 
auch  nur  eine  Reihe  «t(p0), 
welche  mit  der  Entwicke- 
lung  von  w(p)  an  dieser 

Stelle  zusammenfallt. 
Denkt  man  sich  nun  jene 
Reihe  längs  der  Peripherie 
von  k  fortgesetzt,  so 
koincidieren  auch  diese 
Fortsetzungen  mit  u  (p) 
für  den  ihnen  gemein- 
samen Konvergenzbereich, 
und  man  erkennt  so,  dafe 
die  Reihe  w(p0)  nach  einer  Umkreisung  des .  Punktes  p .  sich  ändern 
oder  ungeändert  bleiben  wird,  je  nachdem  dasselbe  für  die  Reihe  u  (p) 
der  Fall  ist  oder  nicht.  Wir  untersuchen  daher  nur  die  Änderung, 
welche  die  Reihe  u(p)  selbst  bei  einer  Umkreisung  erleidet,  und 
unterscheiden  dabei  die  beiden  Fälle,  dafs  sie  nach  ganzen  oder  nach 
gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  0  —  a  fort- 
schreitet. 

Es  sei  also  im  ersten  Falle 


Fig.  10. 


w(p)  -  &r(*  -  «)r  +  k+i  (1  -  «)r+1  +  — 

die  Entwickelung  von  u(p).    Ist  dann  p  irgend  ein  Punkt  der  Peri- 
pherie des  mit  dem  Radius  ~q  um  p  beschriebenen  Kreises  &,  so  ist 

für  ihn  _     _     . 
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wo  q>  das  zugehörige  Argument  ist,  und  für  ihn  ist  also  der  Wert 
jener  Reihe  durch  den  Ausdruck 

dargestellt.  Ist  nun  <p0  das  zu  dem  Ausgangspunkte  p0  gehörende 
Argument,  so  umlauft  der  Punkt  p,  von  p0  ausgehend,  den  Kreis  Je 
vollständig  in  positivem  Umlaufssinne,  wenn  man  das  Argument  <p 
von  <p0  aus  alle  Werte  bis  <p0  +  2»  durchlaufen  laust.  Da  aber  all- 
gemein _  __ 

ist,  so  kehren  nach  jener  Umkreisung  alle  Glieder  &,(*  —  «)*  in  ihre 
Anfangswerte  zurück,  d.  h.  der  Wert  von  u(p)  wird  durch  eine  solche 
Umkreisung  in  keiner  Weise  geändert.  Schreitet  also  die  Potenzreihe 
w(p)  nach  ganzen  Potenzen  von  z  —  a  fort,  so  wird  die  Reihe  t*(p0) 
durch  eine  Umkreisung  des  Punktes  p  nicht  geändert,  mag  dieser 
Punkt  ein  regulärer  oder  ein  kritischer  Punkt  sein. 

Es  möge  nun  die  Entwickelung  von  w(p)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (z  —  «)  nach  gebrochenen  Potenzen  von  e  —  ö"  fortschreiten,  und 
zwar  sei 

r_  r+1 

u(p)-br(e-äy  +  br+i(*-a)  a   +... 

Alsdann  existieren  aufser  dieser  noch  genau  a  —  1  konjugierte  Ent- 
wickelungen: 

-  -  -  _r+1 

welche  aus  jener  ersten  dadurch  hervorgehen,  dafs  die  Wurzel 

der  Reihe  nach  durch  ihre  a  konjugierten  Werte 

—  i.  1 

(?-*)%    o(^-a)a,...,cö«-i^-ä)a 

ersetzt  wird,  wenn 

im 

co  —  e  a 

die  erste  unter  den  a^n  Wurzeln  der  Einheit  bedeutet.  Setzt  man 
nun  wieder 
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z  —  a  =  p  •  e* 
und  laut  dann  das  Argument  <p  alle  Werte  von  <p0  bis  <p0  +  2it,  oder 
lafist    man    den    Punkt    p    von   p0   ans    die   ganze   Peripherie    von  k 
durchlaufen,  so  geht  hierbei  jedes  Glied 

&,(*-«)"  =  l,~Q9e  a 
über  in 

b,?e      a      =bsQ'ea   e  a  -afb^e*   -©*&,0-ä)a, 

d.  h.  bei  jener  Umkreisung  geht  der  Wert  von  u  (  p)  für  die  Stelle  p0 
in  denjenigen  über,  welchen  die  erste  konjugierte  Reihe  ut(Jp)  in 
demselben  Punkte  annimmt.  In  genau  derselben  Weise  zeigt  man, 
dafs  bei  dieser  Umkreisung  ut  (p)  in  u^  (p),  u^  (p)  in  «^  (p)  u.  s.  w., 
und  dato  die  letzte  der  a  konjugierten  Reihen  wa_i(p)  wieder  in  u(p) 
übergeht  In  diesem  Falle  ändern  sich  also  alle  a  konjugierten  Reihen 
M,(p)  bei  einer  Umkreisung  von  p,  und  zwar  in  der  Weise,  dafs  sie 
sich  einfach  in  der  angegebenen  Reihenfolge  cyklisch  vertauschen. 
Lalst  man  den  Punkt  p0  den  Punkt  p  zweimal  hintereinander  um- 
kreisen, so  geht  w(p)  über  wt(p)  in  t^(p)  über,  und  man  überzeugt 
sich  genau  ebenso,  dafs  u(p)  der  Reihe  nach  in  u^  (p),  ^(p), . . ., 
t*a_ %  (p)  übergeht,  wenn  man  den  Punkt  pö  den  Punkt  p  einmal, 
zweimal, . . .,  (a  —  1)  mal  in  positiver  Richtung  umkreisen  läfst;  erst 
bei  der  cfi**  Umkreisung  kehrt  dann  jene  Reihe  wieder  in  ihren 
Anfangswert  zurück  Es  ergiebt  sich  somit  der  folgende  allgemeine 
Satz: 

Ist  w(p)  eine  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  p 
giltige  Entwickelung  von  u,  so  bleibt  sie  bei  einer  Umkreisung 
derselben  dann  und  nur  dann  ungeändert,  wenn  sie  nach 
ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  fortschreitet. 
Schreitet  jene  Potenzreihe  dagegen  nach  ganzen  Potenzen  von 

2_ 
(*— a)a   fort,  so  geht  sie  bei  einer  Umkreisung  in  die  erste 
ihr  konjugierte  Reihe  über  und  kehrt  erst  nach  einer  a- maligen 
Umkreisung  in  ihren  Anfangswert  zurück. 

Es  ist  hierbei  noch  zn  bemerken,  dafs  man  genau  dasselbe  Resultat 
erhalt,  wenn  der  Punkt  p,  von  p0  ansgehend,  den  Punkt  p  auf  einer 
beliebigen  geschlossenen  Kurve  s  umläuft,  falls  diese  nur  ganz  inner- 
halb des  zu  p  gehörenden  Konvergenzkreises  bleibt.  Denn  setzt  man 
auch  in  diesem  Falle 


z  —  a  —  q^\ 


Digitized  by  VjOOQIC 


86  Sechste  Vorlesung. 

so  durchlauft  wieder  das  Argument  die  Werte  von  q>0  bis  q>0  +  2x7 
während  der  Radiusvektor  q,  von  q0  ausgehend,  die  Reihe  der  zu- 
gehörigen Radienvektoren  durchläuft  und  zuletzt  wiederum  in  seinen 
Anfangswert  zurückkehrt. 

Genau  die  gleichen  Betrachtungen  gelten  auch  für  die  Stelle  a  =  <x>, 
d.  h.  für  den  Südpol  0'  auf  der  Kugelfläche.  Schreitet  für  diese 
Stelle    die    Entwickelung    des    zugehörigen    Elementes    nach    ganzen 

Potenzen  von  ■—  fort,  so  bleibt  sie  bei  der  Umkreisung  von  0*  un- 

geändert;  im  anderen  Falle  geht  sie  in  die  erste  ihr  konjugierte  über. 
Es  ist  dabei  zu  beachten,  dab  auch  hier  die  Umkreisung  dann  in 
positivem  Sinne  erfolgt,  wenn  der  Mittelpunkt,  d.h.  der  Südpol  0\ 
links  bleibt  Bildet  man  also  jenen  Umlaufskreis  um  0'  als  einen  um 
den  Anfangspunkt  der  Horizontal- Ebene  mit  sehr  grofsem  Radius  be- 
schriebenen Kreiß  ab,  so  ist  dieser  abgebildete  Kreis  offenbar  so  zu 
durchlaufen,  dals  der  Nullpunkt  in  negativem  Sinne  umkreist  wird,  so 
also,  dals  derselbe  rechts  liegt 
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Fortsetzung  eines  Fonktionenelementes  u(p)  anf  der  zerschnittenen  Horizontal- 
ebene  $  und  auf  der  zerschnittenen  Kugelfläche  Ä.  —  Eindeutigkeit  und  Stetig- 
keit der  Funktionen  u  für  diese  Bereiche.  —  Fortsetzung  der  n  konjugierten 
Elemente  tfA($)  auf  den  n  zerschnittenen  EugelAächen  fth.  —  Die  zugehörigen 
Elemente  in  den  kritischen  Punkten.  —  Über  den  Wert  der  n  Funktionen  «A($) 
am  Bande  der  Eugelflftohen  Sth.  —  Vereinigung  der  n  Flachen  Sth  zu  einer 
Riemannschen   Kugelfläche.  —   Die  regulären  und   die  Verzweigungspunkte  der 

Riemannschen  Kugelfläche. 

§1. 

Die  in  der  vorigen  Vorlesung  gefundenen  Resultate  benutzen  wir 
jetzt  dazu,  ein  zn  einer  regulären  Stelle  p  der  Horizontalebene  ge- 
höriges Funktionenelement  t*(p)  über  die  ganze  Horizontalebene  $ 
oder,  was  dasselbe  ist,  über  die  ganze  Kugelfläche  St  auszubreiten. 
Dabei  sollen  aber  die  für  die  Fortsetzung  gestatteten  Wege  so  be- 
schrankt werden,  dafe  wir  sicher  sind,  nunmehr  bei  jedem  der  ge- 
statteten Wege  in  einem  beliebigen  Punkte  p'  nur  ein  einziges  zu- 
gehöriges Funktionenelement  u  (~p' )  zu  erhalten,  so  dafs  also  bei  dieser 
Einschränkung  w(p)  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist.  Diese 
Überlegungen  wollen  wir  der  Anschaulichkeit  wegen  zunächst  für  die 
unendlich  ausgedehnte  Horizontalebene  durchfuhren;  die  so  erlangten 
Resultate  können  dann  durch  Abbildung  sofort  auf  die  Kugelfläche 
übertragen  werden. 

Es  sei  p  eine  beliebige  reguläre  Stelle  der  Horizontalebene,  w(p) 
eine  der  zugehörigen  Potenzreihen,  Beschranken  wir  nun  für  die  Fort- 
setzung den  Bereich  der  unabhängigen  Variabein  oder  also  die  Wege 
für  den  Punkt  p  so,  dafs  eine  Umkreisung  einer  kritischen  Stelle 
durch  ihn  unmöglich  gemacht  wird  und  bezeichnen  wir  mit  w(p')  das 
durch  Fortsetzung  sich  ergebende  Element  in  einem  beliebigen  Punkte  p', 
so  ist  innerhalb  des  so  sich  ergebenden  beschränkten  Gebietes  tt(pr) 
eine  eindeutige  Funktion  der  Stelle  p';  denn  zwei  verschiedene  Fort- 
setzungen jener  Reihe  von  dem  Punkte  p  zu  einem  anderen  beliebigen 
Punkte  p'  müssen  immer  denselben  Endwert  u  (p')  ergeben,  weil  ihre 
Wege  zusammengenommen  niemals  einen  der  singulären  Punkte  um- 
ßchlieüsen  können. 
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Wir  können  nun  jene  Beschränkung  für  den  Bereich  der  un- 
abhängigen Variabein  leicht  folgendermafsen  aasführen.  Wir  umgeben, 
falls  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  kritischer  sein  sollte,  zunächst  den. 
Nullpunkt  durch  einen  Kreis  km  von  beliebig  grofsem  Radius  B,  und 
umschlieüsen  alsdann  die  sämtlichen  noch  übrigen  kritischen  Punkte 
®i>  ®a>  •  •  •;  ®a  durch  beliebig  klein  gewählte  Kreise  ku  *j, . . .,  fc. 
Wir  wählen  alsdann  einen  anderen  ganz  beliebigen,  aber  ein  für  alle- 
mal fest  angenommenen  regulären  Punkt  JÖo,  umgeben  auch  ihn  mit 
einem  beliebig  kleinen  Kreise  Jcq  und  verbinden  diesen  mit  allen  jenen 
Kreisen 

Äj,    A), . . .,  kMf    k^ 

durch  Ä  + 1  beliebig  geftihrte,  unendlich  dünne  Schnitte 

slf     Sj,  . . .,  sh,     Sw, 

welche  einander  nicht  durchsetzen  sollen.  Wir  betrachten  alsdann  nur 
denjenigen  auf  allen  Seiten  begrenzten  Teil  £  der  Ebene  $,  welcher 

nach  aulsen  durch  den 
Kreis  km9  nach  innen  durch 
die  Kreise  koy  klf  . . .,  khy 
sowie  durch  die  zugehörigen 
Verbindungsschnitte 

s1}  Sj,  . . .,  sky  s^ 

begrenzt  wird. 

Beschränken  wir  den 
Lauf  des  Punktes  p  auf 
diesen  Teil  $  der  Ebene  $, 
so  erkennen  wir  ohne 
weiteres,  dafe  irgend  eine 
der  n  zu  p  gehörenden  Potenz- 
reihen Wj  (p), . . .,  um  (p)  nebst 
_  allen    ihren    Fortsetzungen 

innerhalb  #  eine  eindeutige  Punktion  von  z  ist.  Denn  irgend  zwei  von 
p  aus  nach  einem  anderen  Punkte  p'  innerhalb  $  gezogene  Wege  s 
und  s!  können  niemals  einen  der  kritischen  Punkte  einschließen;  es 
sind  daher  die  Portsetzungen  etwa  von  ut  (p)  längs  eines  beliebigen 
Weges  s  von  diesem  Wege  vollständig  unabhängig,  und  zu  jedem 
Punkte  p'  von  #  gehört  eine  und  nur  eine  Portsetzung  tij(p')  von 
^(p).  Dies  gut,  wie  grofs  auch  der  Kreis  k„  und  wie  klein  die 
Begrenzungskreise  kQ9  ip  . . .,  kh   gewählt  sein  mögen. 


\ 


A. 


Fig.  11. 
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Ist  der  unendlich  ferne  Punkt  dagegen  regulär,  liegen  also  alle 
kritischen  Punkte  83x,  SB,,  • . .,  83A  im  Endlichen,  so  umgeben  wir  alle 
diese  und  den  im  Endlichen  liegenden  Punkt  S80  wiederum  mit  kleinen 
Kreisen  &0,  Ä^, . . .,  hA  und  verbinden  die  h  letzteren  mit  k0  durch  die  h 
sich  nicht  durchsetzenden  Ver- 
bindungsschnitte  sv  s^,  . . .,  sA; 
dann  gelten  die  vorher  ge- 
machten Bemerkungen  wortlich 
ebenso  für  den  jetzt  sich  er- 
gebenden unendlich  ausgedehn- 
ten Bereich  $,  welcher  durch 
die  Kreise  Ä^,  fc^  . .  .,  kh  und  die 
Schnitte  s11  s^y . . .,  sh  begrenzt 
wird. 

Denken  wir  uns  nun  die 
Werte,  welche  eine  der  n  Reihen,  3Mg- lf- 

Z.B.UJ  (p  ),  nebst  allen  ihren  Fortsetzungen  innerhalb  $  in  allen  Punkten  p 
des  Bereiches  $  besitzt,  jenen  Punkten  ~p  zugeordnet,  so  erhalten  wir  zu 
jedem  Punkte  einen  eindeutig  bestimmten  Wert,  und  alle  so  sich  er- 
gebenden Werte  sind  dann  in  der  Weise  auf  dem  Bereiche  $  aus- 
gebreitet, dals  sie  stetig  miteinander  zusammenhängen,  cL  h.  dals  die  zu 
benachbarten  Punkten  p  und  "p'  gehörenden  Funktionenwerte  t^  (p)  und 
t*i(pf)  sich  um  so  wenig  voneinander  unterscheiden,  wie  man  nur 
immer  will,  wenn  nur  p  und  p'  einander  genügend  nahe  liegen.  Hierbei 
Bind  aber  zwei  durch  einen  Schnitt  s  getrennte  Punkte  für  den  Bereich  $ 
nicht  als  benachbart  anzusehen,  weil  es  innerhalb  jenes  Bereiches  $ 
nicht  möglich  ist,  sie  durch  eine  unendlich  kleine  Kurve  zu  verbinden. 

Wir  können  endlich  noch  leicht  angeben,  welche  der  n  zu  dem 
Punkte  p  gehörenden  Potenzreihen  für  i^  (p)  zu  wählen  ist,  wenn  p 
mit  einer  der  im  Endlichen  liegenden  kritischen  Stellen,  etwa  mit  83i, 
koincidiert  Wählen  wir  nämlich,  was  stets  möglich  ist,  den  Kreis  \ 
so  klein,  dals  die  Konvergenzkreise  der  n  zu  85i  gehörenden  Potenz- 
reihen Wj (83 1 ),...,  wA  (83i)  sämtlich  gröfser  sind  als  \}  so  giebt  es 
eine  und  auch  nur  eine  unter  jenen  Reihen,  deren  Werte  innerhalb 
des  durch  \  einerseits  und  durch  ihren  Konvergenzkreis  Cx  anderer- 
seits begrenzten  Kreisringes  mit  den  zu  ut  (33i)  innerhalb  $  gehören- 
den Funktionswerten  übereinstimmen.  Bezeichnen  wir  diese  Potenz- 
reihe ebenfalls  mit  %(83i),  so  ist  damit  die  Funktion  ut(p)  jetzt  für 
alle  regulären  Stellen  ausser  230  und  auch  für  die  im  Endlichen  liegen- 
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den  singulären  Stellen  eindeutig  bestimmt  Genau  ebenso  werden  wir 
aber  auf  S.  101  auch  zur  Feststellung  derjenigen  Potenzreihe  w1(85o) 
verfahren,  welche  zu  dem  bisher  noch  ausgeschlossenen  regulären 
Punkte  So  gehört. 

§2. 

Um  die  entsprechende  Bestimmung  auch  für  die  Stelle  *  -*  oo 
bequem  durchführen  zu  können,  denken  wir  uns  nunmehr  die  ganze 
unendlich  ausgedehnte  Ebene  $  zugleich  mit  dem  auf  ihr  liegenden 
begrenzten  Gebiete  §  in  der  im  Anfange  angegebenen  Weise  auf  eine 
Engel  Ä  mit  dem  Durchmesser  1  so  abgebildet,  dals  wiederum  der 
Nordpol  0  der  Stelle  z  -  0,  der  Südpol  0'  der  Stelle  z  =  00  ent- 
spricht. Alsdann  gehören,  falls  die  kritischen  Stellen  23 1,  83*, . . .,  83* 
sämtlich  im  Endlichen  liegen,  zu  dem  Punkte  83o  und  jenen  h  kritischen 
Stellen  h  + 1  Punkte  der  Kugel  &, 

830,  831; . . .,  8*. 
Diese  werden  durch  kleine  Kreise  %,  lt,  .  .  .,  !A,  die  Bilder  von 
K>  \>  •  •  -}  kh,  umschlossen,  von  denen  f^  %, . . .,  fA  durch  die  einander 
nicht  durchsetzenden  Schnitte  ilf  82, . . .,  8A  mit  %  zusammenhangen. 
Ist  dagegen  der  Südpol  selbst  ein  kritischer  Punkt,  so  ist  das  Bild 
des  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen,  beliebig  grofsen  Kreises  jetzt 
ein  beliebig  kleiner,  0'  umgebender  Kreis,  welcher  ebenfalls  mit  dem 
Kreise  um  $B0  durch  den  Schnitt  &„,  das  Bild  von  s^,  zusammenhangt. 
Wir  können  nun  den  zu  0'  gehörenden  Kreis  {„  auch  hier  so  klein 
wählen,  dals  die  endlichen  Konvergenzbereiche  Cf0),  (ä$°), . . .,  ££*)  aller  n 
zu  0f  gehörenden  Potenzreihen  «^  (pj,  . . . ,  unQp J  gröfser  als  l^  sind. 
Dann  giebt  es  wieder  ein  und  auch  nur  ein  Element,  etwa  t^ft)«,),  von 
der  Art,  dals  dasselbe  innerhalb  des  durch  fÄ  und  6f°)  begrenzten 
Kreisringes  mit  ut(p)  koincidiert  Wird  nun  diese  Reihe  für  t^Q^) 
gewählt,  so  sind  nunmehr  die  Werte  von  ut(p)  für  alle  Punkte  der  Kugel 
ausser  für  830  wohl  definiert,  und  es  lassen  sich  die  Werte  von  t*j(p)  auf 
der  Kugelfläche  Ä  stetig  ausbreiten,  mit  einziger  Ausnahme  natürlich 
derjenigen  Punkte,  für  welche  ut{p)  unendlich  grofs  wird.  Vermöge 
dieser  Übertragung  auf  die  Kugel  verschwindet  also  bei  der  Behandlung 
des  unendlich  fernen  Punktes  jede  Besonderheit,  und  wir  können  dem- 
nach jetzt,  wenn  wir  uns  von  vornherein  auf  die  Kugelfläche  beziehen, 
folgende  einfache  Vorschrift  für  die  eindeutige  Ausbreitung  der  zu 
ui(p)  gehörenden  Werte  geben: 

Es  seien   83i,  332, . . .,  93*   die  den  sämtlichen  kritischen 
Stellen  entsprechenden  Punkte  der  Kugelfläche  Ä,  von  denen 
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auch  einer  mit  dem  Südpole  0'  zusammenfallen  kann,  und  es 
bedeute  830  einen  beliebigen,  aber  ein  für  allemale  fest  an- 
genommenen regulären  Punkt  Jeden  von  diesen  h  +  1  Punkten 
denken  wir  uns  durch,  einen  beliebig  klein  zu  wählenden  Kreis 
%y  ti>  •  •  •?  tt  umgeben  und  jeden  der  h  letzteren  Kreise  durch 
einen  solchen  Schnitt  81;  8t, . . .,  8*  mit  l0  verbunden,  dafs  keiner 
von  ihnen  sich  selbst  oder  einen  anderen  durchschneidet  Wird 
die  so  veränderte  und  begrenzte  Kugelflache  mit  St  bezeichnet, 
ist  ferner  p  ein  beliebiger  Punkt  von  Ä  und  ^(p)  eine  der  n  zu- 
gehörigen Potenzreihen  für  w,  so  kann  t^(p)  auf  Ä  in  voll- 
standig  eindeutig  bestimmter  Weise  fortgesetzt  werden,  in  der 
Art,  dafs  ut(p)  in  jedem  Punkte  von  Ä  einen  und  nur  einen 
Wert  besitzt  und  dafs  alle  diese  Werte  innerhalb  Ä  stetig 
zusammenhangen,  während  die  zu  einem  und  demselben 
Punkte  p  gehörenden  Werte  von  Wj(p), . . .,  u*(p)  untereinander 
und  von  ^(p)  um  eine  endliche  Gröfse  verschieden  sind.  Für 
die  ausgeschlossenen  kritischen  Punkte  83 1, . . .,  83A  giebt  es 
dann  je  eine  Potenzreihe  t*i(83i), ..  .,%(©*),  durch  welche 
alle  Werte  jener  Funktion  innerhalb  der  zugehörigen 
Kreise  lj, . . .,  1*  geliefert  werden,  und  auch  diese  setzen 
sich  aus  den  Werten  für  die  Punkte  innerhalb  des  Bereiches  St 
stetig  fort 

§3. 
In  genau  derselben  Weise,  wie  wir  soeben  die  Potenzreihe  uL  auf 
der  ganzen  zerschnittenen  Horizontalebene  §  oder  auf  der  ganzen  zer- 
schnittenen Kugelfläche  St  eindeutig  fortgesetzt  und  ihre  Werte  in 
stetiger  Folge  aneinander  gereiht  haben,  wollen  wir  jetzt  mit  den 
anderen  Potenzreihen  verfahren. 

Wir  denken  uns  also  n  in  unendlich  kleinem  Abstände  übereinander 
liegende  Zahlenebenen, 

vi>    V8>  •  •  •;  v»> 
so  gegeben,  dafs  ihre  Anfangspunkte  und   ihre  Achsen  übereinander 
fallen  und  dafs  jede  folgende  Ebene  unter  der  vorhergehenden  liegt. 
Auf  allen  diesen  Ebenen  denken  wir  uns  die  Bereiche 

vi;    v*>  •  •  *f  h?« 
genau  wie   vorher  abgegrenzt,    so   dafe   die    beliebig   kleinen    Kreise 
1^,  Jj, . . .,  tk  und  die  Schnitte  8U  %, . . .,  sA  einander  ebenfalls  decken. 
Zu  jedem  Werte  a  —  £  +  ijt  der  komplexen  Variabein  z  gehören  dann  n 
untereinander  liegende  Punkte  %19  Sßt, . . .,  Sßn,  welche  in  den  verschie- 
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denen  Ebenen  die  Koordinaten  g,  rj  besitzen  und  welche  die  zu  a  ge- 
hörenden n  Punkte  jener  n  Ebenen  genannt  werden  können.  Es 
sei  nun  (0  =  ot0)  eine  beliebige  reguläre  Stelle,  welcher  die  n  Punkte 
*ß<°),  *ßW,  . . .  ^(o)  ^  den  »  Horizontalebenen  fr  entsprechen.  Wir 
ordnen  diesen  dann  in  einer  beliebigen,  aber  ein  für  allemale 
bestimmten  Weise  die  n  zugehörigen  Funktionenelemente  zu,  und 
bezeichnen  sie  dann  durch  u$^>),  u(|°)),.,.tt(ff).  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  zu  jedem  der  n  zu  (jj  =  a0)  gehörigen  regu- 
lären Punkte  SßW  in  der  i*11  Horizontalebene  fr  ein  eindeutig  be- 
stimmtes Funktionenelement  w(SßW)  und  diese  sind  sämtlich  von  einander 
verschieden.  Wir  denken  uns  nun  jedes  der  n  Funktionen- 
elemente u($^),  . . .  w0ß£o))  auf  den  zugehörigen  Horizontalebenen 
fr, .  • .  fr  fortgesetzt;  dann  erhalten  wir  auf  jeder  dieser  Ebenen  ein 
eindeutig  bestimmtes  System  von  Funktionszweigen;  in  jeder  Ebene 
fr  hängen  die  Funktionswerte  #(Sß,)  stetig  zusammen.  Sind  ferner 
Sß1;  5ß2, . . .  ?p,  die  zu  irgend  einem  Werte  (0  «  a)  gehörigen  Punkte  der 
n  Ebenen  fr, . . .,  fr,  und  sind  u(^t), . . .,  wßßn)  die  n  durch  Fortsetzung 
von  M0ßio))> . . .,  «(^O  hervorgehenden  Funktionenelemente,  so  sind  diese 
ebenfalls  sämtlich  von  einander  verschiedene  reguläre  Potenzreihen,  und 
jede  von  ihnen  stellt  je  eine  der  n  von  einander  verschiedenen  Wurzeln 
der  Gleichung  f(u,  0)  =  0  in  der  Umgebung  der  Stelle  (0  =  cc)  der  un- 
abhängigen Variabein  dar.  Dafs  nämlich  z.  B.  u($t)  und  w(Sß2)  zwei 
von  jenen  Wurzeln  in  der  Umgebung  der  Stelle  (*  =  «)  darstellen, 
folgt  daraus,  dafs  jene  Elemente  aus  den  Wurzeln  w(5ßf)))  und  u($ß£0)) 
derselben  Gleichung  für  die  Stelle  (0  =  a0)  hervorgehen.  Nähme  man 
aber  an,  dafs  beide  Reihen  nunmehr  gleich  seien,  so  würde  man,  in- 
dem nun  beide  identische  Reihen  auf  demselben  Wege  nach  ^°>  und 
Sßf)  zurückgingen,  notwendig  auch  hier  zu  gleichen  Anfangselementen 

wößi0))>  w0ßaO))  gelangen,  während  diese  nach  der  Voraussetzung  ver- 
schieden sind.  —  In  genau  derselben  Weise  sind  auch  jedem  der  h 
kritischen  Punkte  die  je  n  zugehörigen  Funktionenelemente  eindeutig 
zugeordnet 

Auch  hier  ziehen  wir  es  nun  vor,  jene  Ausbreitung  nicht  auf 
n  unendlich  ausgedehnten  Horizontalebenen,  sondern  auf  n  ineinander 
liegenden  Kugelflächen  zu  machen.    Wir  denken  uns  also  n  Kugeln 

***t>    *****  *  •  •>  •*»* 

von  denen  jede  folgende  in  unendlich  kleinem  Abstände  von  der  vor- 
hergehenden innerhalb   derselben  gelegen  ist.    Da  der   Abstand    der 
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Kugeln  wieder  unendlich  klein  angenommen  wird,  so  können  ihre 
Durchmesser  als  gleich  angesehen  werden,  und  zwar  möge  die  Lange 
derselben  »1  sein.  Jedem  Punkte  Sßj  der  obersten  Kugelfläche  ftt 
ordnen,  wir  dann  ebenfalls  wieder  die  auf  den  anderen  Kugelflächen 
entsprechenden,  also  genau  unter  ihm  auf  demselben  Kugelradius  ge- 
legenen Punkte  Sßg,  Sßs, . . .,  Sß»  der  übrigen  Kugeln  ebenso  zu,  wie  dies 
vorher  bei  den  Punkten  der  Ebene  geschah;  und  nun  setzen  wir  die 
Punkte  der  Kugel  Stt  zu  den  Punkten  der  Ebene  Jpx  durch  die  schon 
mehrfach  angewandte  Konstruktion  in  Beziehung.  Dann  entsprechen 
jedem  endlichen  oder  unendlichen  Werte  a  =  |  +  iji  von  z  stets  genau 
n  untereinander  liegende  Punkte  Sßx,  ?ß2, . . .,  $ß„  jener  n  Kugeln;  be- 
schreibt der  zu  z  gehörende  Punkt  ?ß  in  der  Horizontalebene  eine  be- 
liebige Kurve,  so  entsprechen  dieser  genau  n  übereinander  liegende 
und  einander  kongruente  Kurven  auf  jenen  n  Kugeln. 

Wir  fixieren  nun  auf  jeder  der  n  Kugelschalen  die  h  kritischen 
Stellen  SB*1*,  S3W, . . .,  2JW,  den  regulären  Punkt  83<°)  sowie  die  sie  um- 
gebenden unbegrenzt  kleinen  Kreise  fj,  !^, . . .,  fÄ  und  ^  und  verbinden 
die  enteren  mit  %  durch  die  jedesmal  durch  alle  Kugeln  geführten 
Schnitte  8,,  88, . . .,  8Ä.  Dann  erhalten  wir  genau  n  kongruente  zer- 
schnittene Kugelschalen 

S^,     Äj,  . . .,  Stnf 
auf  denen  wir  nunmehr  die  Werte  der  n  zu  einem  beliebigen  regulären 
Punkte  Sß  gehörenden  Potenzreihen, 

in  genau  derselben  Weise  eindeutig  ausbreiten  können,  wie  dies  vorher 
mit  dem  einen  Elemente  t^Oß)  auf  der  einen  Kugelfläche  Ä  geschah. 
Auch  hier  wollen  wir  die  n  zu  einem  regulären  Werte  (z  =  a0)  der 
unabhängigen  Variabein  zugehörigen  untereinander  liegenden  Punkte 
der  Kugelflache  durch  ^°>,  *ß£°>, . . .,  ^(°),  und  die  willkürlich  aber  fest 
zugeordneten  Funktionenelemente  durch 

•cppo,  « m  •  •  ■>  »aw») 

bezeichnen,  und  w($ßi0))  z.B.  das  zu  dem  Punkt  Sßf)  gehörige  Punktionen- 
element nennen;  denken  wir  uns  dann  diese  Elemente  sämtlich  über 
alle  jene  einzelnen  zerschnittenen  Kugelflächen  Äl; . . .,  $„  fortgesetzt, 
so  entspricht  jedem  regulären  Punkte  Sß  auf  einer  bestimmten  Kugel- 
fläche eine  eindeutig  bestimmte  Potenzreihe  w($ß)  für  u,  so  dafs 
nun  der  ganze  Wertevorrat  der  w-  deutigen  Funktion  u  für  alle  end- 
lichen und  unendlichen  regulären  Werte  von  *  eindeutig  und  in  stetiger 
Aufeinanderfolge  auf  jenen  n  zerschnittenen  Kugelflächen  Ä1;  Ä^, . . .,  &» 
ausgebreitet  ist 
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Endlich  können  wir  aber  auch  die  n  Reihen 

in  einem  der  kritischen  Punkte  83(1), . . .,  83<*>  von  vornherein  so 
bezeichnen,   dafs   allgemein  ty(8$)   in  einer   endlichen  Umgebung  von 

95  mit  den  entsprechenden  Werten  von  u  in  Ä*  koincidiert  Diesen 
kritischen  Punkten  (*  =  /},)  selbst  entsprechen  vorläufig  noch  keine 
Punkte  der  Kugelflächen  ftj,  weil  diese  bis  jetzt  noch  ausgeschlossen 
waren.    Im  folgenden  Abschnitte  werden  wir  auch  sie  mit  hineinziehen. 

§4. 

Wir  haben  schon  hervorgehoben,  dafe  sich  die  Funktionen  u  auf 
jeder  der  n  zerschnittenen  Kugelflächen  j^,  J^, . . .,  ÄÄ  stetig  ändern, 
dafs  dies  aber  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Schnitte  8X,  82, . . .,  8a  überschritten  werden.  Wir  wollen  jetzt 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  sich  w($ß)  auch  bei  einem 
solchen  Übergange  über  einen  Schnitt  8  stetig  ändert. 

Es  sei  also  ft,  irgend  eine  jener  n  zerschnittenen  Kugelflächen 
und  ii  =  83<*)  83<0)  einer  der  h  auf  ihr  ausgeführten  Schnitte.  Im  fol- 
genden wollen  wir  uns  jeden  solchen  Schnitt  von  SßW  als  An- 
fangspunkt nach  83(0)  als  dem  gemeinsamen  Endpunkte  hin  gezogen 
denken,  so  dafs  auch  seine  positive  Sichtung  durch  S3<4  83(0)  be- 
zeichnet wird,  und  wollen  als  rechtes  bzw.  linkes  Ufer  dieses 
Schnittes  dasjenige  bezeichnen,  welches  sich  beim  Fortgange  in 
positiver  Richtung  auf  der  rechten  bzw.  linken  Seite  befindet  Wir 
wollen  dann,  genauer  gesprochen,  untersuchen,  ob  bzw.  wie  sich  die 
Funktion  ug(ty)  auf  dem  #*•*  Blatte  ändert,  wenn  der  Punkt  Sß  den 
Schnitt  ii  in  der  Richtung  vom  linken  nach  dem  rechten  Ufer  über- 
schreitet. 

Es  sei  nun  zunächst  2JW  so  gewählt,  dafs  die  zugehörige  Potenz- 
reihe up(93(/))  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors 
fortschreitet.  Ist  dann  (S*  der  Konvergenzkreis  von  ug{$b®),  !,-  der  um 
83(,)  beschriebene,  innerhalb  (£,-  liegende  beliebig  kleine  Begrenzungs- 
kreis, und  bezeichnet  man  zunächst  mit  X  und  q  irgend  zwei  auf  dem 
linken  und  rechten  Ufer  von  8*  einander  gegenüber  liegende  Punkte 
von  Äp  innerhalb  des  durch  ff*  und  f<  begrenzten  Kreisringes,  so  ist 
t*,(jl)  «  u9(q),  weil  ja  nach  dem  oben  geführten  Beweise  die  Potenz- 
reihe u9($)  nach  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  23(,)  in  ihren  Anfangs- 
wert zurückkehrt.  Also  gehören  zu  allen  links  und  rechts  von  it  ein- 
ander gegenüberliegenden  Punkten  k  und  q  stets  die  gleichen  Werte 
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von  tt,($),  d.  h.  innerhalb  jenes  Kreisringes  (!/,  (£,)  ändert  sich  uff($) 
auch  beim  Übergange  über  8*  ebenfalls  stetig. 

Sind  also  ug(X)  und  ug($)  die  den  beiden  benachbarten  Punkten  k 
und  q  zugehörigen  Fnnktionenelemente  von  ug,  so  sind  diese  beiden 
regulären  Potenzreihen  identisch,  wenn  X  und  q  einander  unendlich 
nahe  angenommen  werden. 

Es  seien  nun  Xt  und  q1  irgend  zwei  andere  unendlich  benachbarte 
(regenpunkte,  welche  irgendwo  au&erhalb  von  (£,•  auf  der  linken  und 
rechten  Seite  des- 
selben Schnittes  8< 
hegen.  Setzt  man 
dann  die  ein- 
ander gleichen/       f  \  A  \ Xt 

Potenzreihentt,(A) 
und  u9(ß)  längs 
der  Ufer  von  8j 
nach  Xx  bzw.  qx 
fort,  so  bleiben 
jenebeidenReihen  n*  is. 

bei  der  Fort- 
setzung immer  gleich,  d.  h.  es  ist  für  je  zwei  solche  Gegenpunkte  von  3; 
tt^Aj)  =  Uyiffi)}  und  hieraus  folgt,  dals  sich  ug($)  stetig  ändert,  wenn 
der  Punkt  $  den  Schnitt  8*  in  dem  Blatte  Rg  an  irgend  einer  beliebigen 
Stelle  überschreitet  Wir  können  also  diesen  Schnitt  8*  in  dem  Blatte 
ftp  einfach  wieder  schließen  und  den  zugehörigen  Begrenzungskreis  !,• 
unendlich  klein  werden  lassen,  und  das  Gleiche  können  wir  mit  allen 
denjenigen  Schnitten  8JW  33(0)  in  einem  Blatte  St^  thun,  für  welche  das 
zugehörige  Element  u^(89w)  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen 
Linearfaktors  fortschreitet,  mag  die  Entwickelung  nur  positive  Potenzen 
desselben  enthalten  oder  mag  sie  mit  negativen  Potenzen  beginnen. 

Ist  93  der  Anfangspunkt  eines  solchen  nachher  geschlossenen  Schnittes 
8$8(0),  so  wird  33  nachher  ein  gewöhnlicher  Punkt  einer  der  n  Kugel- 
flachen, und  er  besitzt  höchstens  die  Besonderheit,  dafs  das  zugehörige 
Funktionenelement : 

von  negativer  Ordnung  ist,  d.  h.  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer 
Potenzen  beginnt. 

Ist  ferner  Sß  ein  innerer  Punkt  des  nachher  geschlossenen  Schnittes, 
bo  wird    er    nachher  ebenfalls    ein  gewöhnlicher  Punkt    einer  jener 
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n  Kugelflächen,  und  die  Umgebung  des  zugehörigen  regulären  Funk- 
tionenelementes w($ß)  liegt  zur  einen  Hälfte  auf  der  linken,  zur  anderen 
Hälfte  auf  der  rechten  Seite  jenes  nunmehr  geschlossenen  Schnittes, 

Wir  denken  uns  die  Schliefsung  eines  solchen  Schnittes  $,-  in 
einem  Blatte  Stg  der  Kugelfläche  ein  für  allemal  so  ausgeführt,  dab 
wir  jeden  Punkt  X  desselben  mit  seinem  Gegenpunkte  q  durch 
einen  unendlich  dünnen  Faden  verbinden  und  festsetzen,  dafs  der  Über- 
gang von  X  nach  q  oder  umgekehrt  auf  diesem  Faden  zu  geschehen 
habe.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein  neues  System  von  n  Kugel- 
schalen,  in  welchen  alle  und  nur  die  Schnitte  8<0jj3<W  noch  offen 
sind,  für  welche  die  zugehörigen  Entwickelungen  up(S3(0)  nicht  nach 
ganzen,  sondern  nach  gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen  Linear- 
faktors fortschreiten. 

Es  sei  nun  etwa  die  kritische  Stelle  33(1)(#  =  or0)  so  beschaffen,  dab 
zu  ihr  a  konjugierte  Entwickelungen  gehören,  welche  nach  Potenzen  von 

(ß  —  a0)a  fortschreiten,  und  der  Einfachheit  halber  sei  die  Zuordnung 
der  Reihen  ulf  u^, . .  ,fun  zu  den  Blattern  $1;  $j,  . . .,  ft*  so  gemacht, 
dafo  die  a  ersten  Potenzreihen  ^(©W),  «*i(®(1)),  •  •  •>  t*«(»(1))  jene  a 
konjugierten  Reihen  sind,   und   dab  von  ihnen  allgemein  u,(8(1))  in 

tif 4-1(89^0  übergeht,  wenn  (g  —  cc0)a  durch  m(g  —  cr0)a  ersetzt  wird,  Ist 
dann  wieder  ^  die  zu  93(1)  für  alle  n  Blatter  gehörende  beliebig  klein 
anzunehmende  Begrenzung  und  it  der  ihnen  allen  zugehörige  Schnitt 
SßWSßW,  so  ist  dieser  für  die  a  ersten  Blatter  noch  nicht  beseitigt,  da 
hier  die  Entwickelungen  nicht  nach  ganzen  Potenzen  von  *  —  a0  fort- 
schreiten, und  wir  wollen  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  jetzt 
WxCSß)  ändert,  wenn  der  Punkt  5ß  im  ersten  Blatte  jenen  Schnitt  von 
einem  Punkte  X  auf  der  linken  Seite  desselben  nach  einem  gegenüber- 
liegenden Punkte  q  auf  der  rechten  Seite  überschreitet 

Es  sei  wieder  <üt  ein  den  Punkt  83(1)  und  den  Begrenzungskreis  ^ 
umgebender  Kreis,  innerhalb  dessen  alle  a  Reihen  Wi(83(1))> . . .,  ^(©W) 
konvergieren.  Wahlen  wir  dann  wieder  jene  beiden  Gegenpunkte 
innerhalb  des  durch  ©x  und  \  gebildeten  Ringes,  so  multipliziert  sich, 
wie   oben  bewiesen,  bei   einer  Umkreisung   des   Punktes   83(1)   von  X 

r 

nach  Qy  also  in  positivem  Sinne,  jedes  Glied  br(g  —  «<>)"  allgemein 
mit  mr,  jene  Reihe  ut(X)  geht  daher  in  die  Reihe  u^(X)  über,  es  wird 
also  für  alle  innerhalb  jenes  Kreises  gelegenen  Gegenpunkte  *i(fi)  =**%(£), 
und  genau  ebenso  wie  vorher  beweist  man,  dafs  dasselbe  für  alle 
Punkte  des  ganzen  Schnittes  it  =  ©W©«»  der  Fall  ist.    Ebenso  beweist 
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man,  dafs  in  dem  zweiten  Blatte  ti|(p)  »  w8(A)  wird  u.  s.  w.,  und  dafs 
endlich  in  dem  a*6"  Blatte  die  Funktionswerte  uu(q)  für  alle  auf  der 
rechten  Seite  von  8t  liegenden  Punkte  identisch  sind  mit  den  Werten  «^(A), 
welche  t^ßß)  auf  der  linken  Seite  jenes  Schnittes  annimmt  Es  ist 
also  für  je  zwei  Gegenpunkte  X  und  q  an  den  a  kongruenten  Schnitten  it 
in  den  Blattern  Äj,  St^, . . .,  Äa: 


W«-l((0  =  «*«(*), 


Um  also  einen  stetigen  Zusammenhang  der  zu  w(5ß)  gehörenden 
Fnnktionswerte  beim  Übergange   über   diesen   Schnitt  8X   zu  erhalten, 
müssen  wir  jetzt  nicht  den  Schnitt  it  im   ersten  Blatte  wieder  auf- 
heben, indem  wir  jeden  Punkt  q  desselben  mit  seinem  Gegenpunkte  X 
in  demselben  Blatte  durch  einen  unendlich  dünnen  Faden  verbinden, 
sondern  wir  verbinden  jeden  Punkt   q  des  ersten  Blattes  mit  seinem 
Gegenpunkte   X    im   zweiten  Blatte   durch   einen    unendlich    dünnen 
Faden;  ebenso  verbinden  wir  jeden  Punkt  q  auf  der  rechten  Seite  von  ix 
im  zweiten  Blatte   mit  seinem   Gegenpunkte   X   auf  der  linken  Seite 
von  j^  im  dritten  Blatte,  und  fahren  in  derselben  Weise  fort,  bis  wir 
alle  Punkte  q  des  Schnittes  it  im  (a  —  1)*"*  Blatte  mit  ihren  Gegen- 
punkten  X   im  aton  Blatte   durch  Fäden  verbunden  haben     Alsdann 
müssen  wir  endlich  alle  Punkte  q  auf  dem  rechten  Ufer  von  8X  im 
letzten,  dem  a***  Blatte,  mit  ihren   Gegenpunkten  X  auf  dem  linken 
Ufer  des  ersten  Blattes  durch  unendlich  dünne  Fäden  verbinden.    Diese 
letzte  Verbindung  durchsetzt  allerdings  die  früher  gemachten  Verbin- 
dungsfaden der  vorigen  Blatter;  wir  denken  uns  aber  jene  Verbindung 
ein  für  alle  Male  so  gemacht,  dals  eine  solche  Durchsetzung  immer 
möglich   ist,  dafs  also  jene  letzten  Fäden  an  den  vorher  gezogenen 
vorübergeführt  werden,  und  wir  setzen  auch  hier  fest,  dafs  ein  Über- 
gang von  einem  Punkte  q  des  einen  Blattes  zu  einem  Punkte  X  eines 
anderen  Blattes  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  sie  auf  einem  der 
Verbindungsfäden  bewerkstelligen  kann.    Alsdann  kann  man  von  jedem 
Punkte  p  von  Ä<  nur  zu  einem   Gegenpunkte  X  von  ft<+i  und  ebenso 
von  jedem  Punkte  X  von  Stt  zu  dem   Gegenpunkte  q  von  Ä,__i  über- 
gehen, wahrend  in  gleicher  Weise  der  einzige  mögliche  Übergang  von 
dem  rechten  Ufer  von  it  in  Sta  nur  zu  dem  linken  Ufer  von  81  in  Jf  t 
möglich  ist.    Denkt  man  sich  jene  a  Blätter  nun  in  dieser  Weise  zu- 

Hemel  u.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  7 
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sammengeheftet,  und  werden  die  Funktionswerte  von  tftOß), . . .,  tfaCß) 
auf  ihnen  ausgebreitet;  so  erkennt  man,  dab  sich  nunmehr  diese 
Werte  auch  über  den  Schnitt  8X  in  stetiger  Weise  fortsetzen,  dab 
man  jetzt  also  auch  diesen  Schnitt  wieder  beseitigen  kann,  nachdem 
man  die  n  Blatter  in  der  angegebenen  Weise  zusammengeheftet  hat. 
Es  seien  nun  jene  n  wie  vorher  zerschnittenen  Kugelflächen 
fti,  Ä2, . . .,  Ä»  gegeben;  dann  können  wir  jeden  der  h*  n  Schnitte  8  in  jenen 
Blättern  fortlassen,  nachdem  wir  längs  derselben  die  Flachen  in  der 
richtigen  Weise  zusammengeheftet  haben.  In  der  That  gehört  jeder 
solche  Schnitt  B,-  in  einem  Blatte  &,  zu  einer  Reihe  %(33(,));  schreitet 
nun  diese  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  fort,  so  heften  wir  jeden 
Punkt  q  auf  der  rechten  Seite  jenes  Schnittes  mit  dem  Gegenpunkte  X 
auf  dem  linken  Ufer  desselben  Schnittes  durch  einen  unendlich 
dünnen  Faden  zusammen  und  lassen  alsdann  den  Schnitt  fort    Schreitet 

dagegen  up(89w)  nach  Potenzen  von  (*  —  a0)a  fort,  so  koincidieren  die 
Funktionswerte  ug(p)  in  allen  Punkten  auf  der  rechten  Seite  des 
Schnittes  8*  mit  den  Werten  ug*(X)  für  die  entsprechenden  Gegen- 
punkte auf  der  linken  Seite  jenes  Schnittes  in  einem  ganz  bestimmten 
anderen  Blatte  Ä/,  und  alsdann  denken  wir  uns  jeden  Punkt  q  von  Stg 
mit  seinem  Gegenpunkte  X  von  Ä^  in  gleicher  Weise  unter  Durch- 
setzung der  die  dazwischen  liegenden  Eugelschalen  verbindenden  Fäden 
durch  unendlich  dünne  Fäden  verbunden.  In  dieser  Weise  erhalten 
wir  für  jeden  Schnitt  in  jedem  Blatte  eine  Zusammenheftung  längs 
desselben,  so  dafe  nun  über  ihn  hinaus  stets  ein  kontinuierlicher  Über- 
gang in  dasselbe  oder  in  ein  eindeutig  bestimmtes 
anderes  Blatt  sich  ergiebt,  mag  man  nun  jenen 
Übergang  vom  rechten  zum  linken  oder  vom 
linken  zum  rechten  Ufer  machen.  Die  Punkte  Sß0 
auf  einer  solchen  Übergangslinie,  längs  deren 
z.  B.  das  rechte  Ufer  von  ft*  mit  dem  linken 
von  Ä,-+i  zusammengeheftet  sein  möge,  unter- 
scheiden sich  von  den  übrigen  Punkten  der 
einzelnen  Kugelflächen  nur  durch  den  unwesent- 
lichen Umstand,  dafs  von  ihrer  Umgebung  die 
eine  Hälfte  zu  der  Kugelfläche  $?,-,  die  andere  zu  der  darunter  liegen- 
den Fläche  Ä»+i  gehört. 

Sind  die  Blätter  dann  längs  der  nh  Übergangslinien  B  aneinander 
geheftet,  so  erhält  man  eine  kugelförmige,  aus  n  Blättern  bestehende 
Fläche,  deren  Blätter  nun  aber  nicht  mehr  getrennt  verlaufen,  sondern 
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eben  längs  jener  Übergangslinien  i  miteinander  zusammenhangen  können; 
und  zwar  hangen  für  jede  Potenzreihe  w(Sß),  welche  nach  Potenzen  von 

(*  —  <%)"  fortschreitet,  genau  a  und  nur  a  jener  Blätter,  Ä/t,  ftt%9 . . .,  ft,a, 
in  der  Weise  zusammen,  dafc  man  bei  fortgesetzter  Umkreisung 
des  Punktes  Sß  im  positiven  Sinne  der  Reihe  nach  aus  ft/x  nach  Stiv 
ft,,, . . .,  Ä/a  und  erst  nach  a- maliger  Umkreisung  wieder  nach  Stix  zurück- 
gelangt. Ein  solches  Aggregat  von  n  Kugelflächen,  welche  nach  diesem 
durch  die  Natur  der  Funktion  u  und  in  zweiter  Linie  auch  durch  die 
Wahl  der  Schnitte  i  vollständig  bestimmten  Gesetze  zusammengeheftet 
sind,  nennt  man  eine  „Riemannsche  Kugelflache"  und  sie  möge 
im  folgenden  einfach  mit  9t  bezeichnet  werden.  Auf  ihr  lafSst  sich, 
wie  eben  bewiesen  wurde,  die  analytische  Punktion  u  in  der  Weise 
fortsetzen,  dafs  die  samtlichen  Werte,  die  u  für  alle  endlichen  oder 
unendlichen  Werte  von  *  annimmt,  eindeutig  ausgebreitet  sind  und 
sich  überall  stetig  aneinander  schliefsen,  mit  Ausnahme  derjenigen  in 
endlicher  Anzahl  auftretenden  Punkte,  für  welche  u  unendlich  grofc  wird. 

§5. 

Im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  gezeigt,  dafc  alle  bis  jetzt  be- 
trachteten Punkte  Sß  der  Riemannschen  Kugelfläche  9t  in  Bezug  auf 
ihre  nächste  genügend  kleine  Umgebung  genau  denselben  Charakter 
haben,  wie  die  Punkte  einer  einfachen  Kugelfläche.  Dieselbe  besteht 
nämlich  stets  aus  allen  Punkten  einer  kleinen  Kugelcalotte,  deren 
Mittelpunkt  ?ß  ist,  und  welche  sich  im  allgemeinen  ganz  in  einem  der 
n  Blätter  befindet;  nur  für  die  Punkte  der  Übergangslinien  liegt  jene 
Calotte  zur  Hälfte  in  einem,  zur  Hälfte  in  dem  mit  ihm  verbundenen 
Blatte;  dies  ist  aber  für  das  Weitere  völlig  gleichgiltig. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  aber  die  Umgebung  derjenigen  Punkte, 
welche  am  Anfang  und  am  Ende  einer  solchen  Übergangslinie  liegen, 
und  diese  müssen  wir  noch  etwas  genauer  betrachten.  Es  sei  33830  =  8 
ein  solcher  Schnitt,  längs  dessen  Rändern  nach  der  Zusammenheftung 
a  Blätter,  etwa  Stlf  ^, . . .,  fto,  zusammenhängen.  Es  seien  von  vorn- 
herein die  beliebig  klein  zu  machenden  Begrenzungskreise  f  und  ^  um 
33  und  S30  in  allen  jenen  Blättern  unendlich  klein  gemacht,  und  dann 
das  rechte  Ufer  von  ^  mit  dem  linken  von  $j  längs  des  ganzen 
Schnittes  von  95  biB  S30  zusammengeheftet,  und  das  Entsprechende  für 
die  übrigen  Blätter  durchgeführt.  Dann  sieht  man  leicht,  dafs  die 
Umgebung  von  95,  d.  h.  die  Gesamtheit  aller  Punkte  von  8ft,  deren 
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■^-    ; 

Fig.  15. 


auf  9t  gemessene  Entfernung  von  89  beliebig  klein  ist,  in  diesem  Falle 
keineswegs  eine  einblättrige  einfache  Kugelcalotte  ist.  Sie  ist  vielmehr 
offenbar  eine  kleine  Schraubenfläche  von  sehr  kleiner  Steigung,  welche 
sich  in  a  vollen  Gangen  um  89  herum  windet;  und  deren  Ende  dann 
unter  Durchsetzung  aller  anderen  Windungen  in  den  Anfang  zurück- 
kehrt. 

Denken  wir  uns  auf  dem  kleinen  Kreiscylinder  in  Fig.  15  eine  Spirale 
gezogen,  welche  nach  a  Windungen  wieder  in  ihren  Anfang  zurückläuft, 
und  projizieren  wir  sie  von  einem  Punkte  89  der  Cylinder- 
achse  aus,  so  wird  durch  die  Bewegung  des  Projektions- 
strahles eine  Fläche  beschrieben,  welche,  falls  der 
Cylinder  klein  ist  und  die  a  Windungen  einander  sehr 
nahe  liegen,  ein  Bild  der  Umgebung  eines  solchen 
Punktes  89  auf  der  Biemannschen  Fläche  9t  ergiebt  Der 
einzige  Unterschied  besteht  darin,  dafs  es  nicht  eine 
kleine  Spirale  von  a  Windungen,  sondern  ein  System 
von  a  sehr  nahen  Kreisen  ist,  von  denen  jeder  mit  dem 
folgenden  durch  kleine  Übergangslinien  verbunden  ist, 
und  welche  von  einem  Punkte  89  der  Achse  projiziert 
werden  (s.  d.  Fig.  16).  Jedoch  erkennt  man  sofort,  dafe  die  erste  kleine 
Fläche  in  die  zweite  durch  eine  ganz  einfache  Deformation  übergeführt 
werden  kann. 

Einen  solchen  Punkt  der  Kugelfläche  9t,  dessen  Umgebung  keine 
einfache  Calotte,  sondern  eine  mehrblättrige  Schraubenfläche  ist,  wollen 
wir  einen  Windungspunkt  oder  Verzweigungs- 
punkt der  Fläche  9t  nennen  und  im  folgenden  durch  83 
bezeichnen;  und  zwar  soll  85  ein  a-blättriger  Verzwei- 
gungspunkt oder  ein  Verzweigungspunkt  der 
(a  —  l)*6*  Ordnung  heifsen,  wenn  die  Umgebung  eine 
Schraubenfläche  von  a  Gängen  ist,  wenn  also  in  85  a  unter 
den  n  Blättern  von  9t  zusammenhängen.  Bei  einem  Ver- 
zweigungspunkte (a  —  l)*6'  Ordnung  85  kehrt  ein  Punkt 
seiner  Umgebung  erst  nach  a- maliger  Umkreisung  von  85 
in  seine  Anfangslage  zurück.  Nach  dieser  Definition 
kann  ein  gewöhnlicher  Punkt  ?ß0  der  Kugelfläche  auch 
als  ein  Verzweigungspunkt  nullter  Ordnung  angesehen  werden,  da  hier 
ein  Punkt  ?ß  der  Umgebung  von  ?ß0  schon  nach  einmaliger  Umkreisung 
von  ?ß0  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt 

Wir  müssen  endlich  noch  die  Endpunkte  89^  dieser  Schnitte  89  89<°> 
untersuchen,  welche  alle  dem  willkürlich  aber  fest  angenommenen 
regulären  Werte  (0  =  ß0)  entsprachen.    Ich  behaupte  nun,  dafe  diesem 
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Werte  n  einfache  reguläre  Punkte  $£°),  Sßf), . . .,  5ßW  von  SR  entsprechen, 
deren  Umgebungen  samtlich  kleine  Kugelcalotten  sind.  Der  einzige, 
aber  ganz  unwesentliche  Unterschied  ist  der,  dafs  eine  solche  Um- 
gebung nicht  in  einem  einzigen  Blatte  oder  in  zwei  Blattern  zu  liegen 
braucht,  sondern  auch  sehr  wohl  mehreren  verschiedenen  Blattern  an- 
gehören kann,  je  nach  der  Natur  der  Schnitte,  welche  ihren  gemein- 
samen Endpunkt  gerade  in  diesem  Punkte  *ß(°)  haben.  In  der  That, 
es  sei  33<°)  einer  der  zu  (js=*ß0)  gehörigen  regulären  Punkte  von  SR, 
und  ?($  sei  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Umgebung.  Da  (*  —  ß0)  eine 
reguläre  Stelle  ist,  so  ändern  sich  die  Werte  von  w($ß)  in  der  Um- 
gebung von  JßW  stetig  und  sind  von  den  (n  —  1)  konjugierten  Werten 
um  endliche  Gröfsen  verschieden,  welche  den  genau  unter  bzw.  über  Sß 
hegenden  Punkten  entsprechen.  Denkt  man  sich  nun  den  Punkt  Sß  auf  SR 
einmal  um  Sß0  herumgeführt,  so  tritt  jener  Punkt  jedesmal  in  ein  neues 
Blatt  ein,  wenn  er  einen  der  vorher  betrachteten  Schnitte  85930  über- 
schreitet, welcher  seinen  Endpunkt  gerade  in  diesem  Punkte  ©0  hat. 
So  wird  ?ß  bei  seiner  Umkreisung  im  allgemeinen  in  mehrere  Blätter 
ein-  und  wieder  aus  ihnen  heraustreten,  aber  bei  dem  ganzen  unendlich 
kleinen  Wege  um  ©(0)  herum  unterscheidet  sich  w($ß)  von  i*(33(°>)  um 
unendlich  wenig,  d.  h.  bei  jener  ganzen  Umkreisung  ändert  sich  der 
Wert  von  «i(Sß)  um  unendlich  wenig,  während  er  sich  von  allen  (n—  1) 
konjugierten  Wurzeln  um  endliche  Gröfsen  unterscheidet.  Nach  einer 
einmaligen  Umkreisung  von  S5(0)  mufs  also  Sß  notwendig  in  seine  An- 
fangslage zurückkehren,  denn  w($ß)  kann  nur  einen  der  n  konjugierten 
Werte  annehmen,  darf  sich  aber  andererseits  nur  um  unendlich  wenig 
bei  jenem  Umlaufe  ändern,  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall, 
wenn  Sß  nach  einem  einmaligen  Umlaufe  in  seine  Anfangslage  zurück- 
kehrt, wenn  also  83*0*  ein  regulärer  Punkt  der  Mäche  SR  ist 

So  hat  sich  gezeigt,  dafe  die  ganze  Fläche  SR  aus  lauter  regulären 
Punkten  besteht,  mit  einziger  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von 
Verzweigungspunkten 

8»,     «»,... ,»*), 

in  deren  jedem  gewisse  Blätter  der  Kugelfläche  zusammenhängen.  Zu 
jeder  endlichen  oder  der  unendlich  fernen  Stelle  (z  =  a)  gehört  jetzt 
nicht  ein  Punkt,  sondern  im  allgemeinen  n  sogenannte  konjugierte 
Punkte 

der  Biemannschen  Fläche,  welche  genau  unter  einander  liegen,  und 
ebenso  wie  früher  durch  Projektion  des  Punktes  (t  —  a)  auf  der 
Horizontalebene  vom  Südpole  der  Kugelfläche  aus  gefunden  werden. 
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Nur  in  dem  Falle  ist  die  Anzahl  der  untereinander  liegenden  kon- 
jugierten Punkte  kleiner  ab  n,  wenn  einer  oder  mehrere  unter  ihnen 
Verzweigungspunkte  sind.  Gehören ,  um  gleich  den  allgemeinsten  Fall 
zu  nehmen,  zu  einem  Werte  (js  —  a)  v  verschiedene  Punkte  tylf  ^, . . .,  Sß, 
der  Kugelfläche,  in  denen  bzw.  k1}  A„ . . .,  X,  Blatter  derselben  zu- 
sammenhangen, so  ist  stets 

*i  +  xi  H YK  =  n. 

Zu  jedem  regulären  Punkte  Sß0  von  91  gehört  ein  eindeutig  be- 
stimmtes Funktionenelement 

welches  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  (e  —  a0) 
fortschreitet  und  eine  der  Wurzeln  u  f&r  alle  Punkte  Sß  von  91  in 
endlicher  Umgebung  von  Sß0  darstellt.  Nur  für  gewisse  unter  diesen 
Punkten  beginnt  w(5ß0)  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Potenzen 
von  (*  —  a0). 

Ist  dagegen  83  (0  =  ß)  ein  Verzweigungspunkt  der  (a  —  l)**11  Ord- 
nung oder  ein  a-  blättriger  Verzweigungspunkt,  so  gehört  zu  ihm  eine 
Potenzreihe: 

«1(iB)  =  Iej(*-0)a, 

welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (*  —  ß)a  fortschreitet,  und  ihr  ent- 
sprechen genau  a  konjugierte  Reihen 

*(«),    «,(»),... ,*(«), 

welche  aus  m1(S5)  dadurch  hervorgehen,  dafs  man  (*  —  ß)a  durch  seine 
a  konjugierten  Werte 

i-  2.  L  i. 

(*-ß)a,     *(*-ß)a,    w\*-ßy,...,a<>-*(*-ß)a 

ersetzt,  oder  welche  aus  ^(33)  dadurch  hervorgehen,  dab  der  betrachtete 
Nachbarpunkt  den  Punkt  83  einmal,  zweimal, . . .,  (a  —  1)  mal  umkreist- 
Jene  a  Reihen  stellen  hier  also  zusammengenommen  die  a- blättrige 
Umgebung  von  83  in  genau  derselben  Weise  dar,  wie  für  einen  regu- 
lären Punkt  die  Funktionswerte  der  einblättrigen  Umgebung  durch  ein 
einziges  Funktionenelement  dargestellt  werden. 
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Die  rationalen  Funktionen  81  (i^ ,  .  .  . ,  un)  der  n  Gleichungswurzeln.  —  Umläufe 
und  Substitutionen.  —  Die  Substitutionsgruppen.  —  Die  Bedingungen  dafür,  dafs 
eine  Funktion  -R(wlt  .  .  .,  un)  eine  rationale  Funktion  von  z  ist.  —  Zusammen- 
hängende und  nicht  zusammenhängende  Eiemannsche  Kugelflächen.  Irreduktible 
und  reduktible  Gleichungen.  —  Durch  eine  irreduktible  Gleichung  wird  eine 
einzige  analytische  Funktion  definiert.  —  Der  Körper  K(z,u).  —  Die  auf  der 
Biemannschen  Fläche  regulären  analytischen  Funktionen  sind  die  Funktionen 
des  Körpers  K(z,u)  und  keine  anderen. 


Die  Ergebnisse  der  siebenten  Vorlesung  zeigten,  dafs  die  Potenz- 
reihen 

welche  die  »  Wurzeln  der  Gleichung  f(u,  e)  —  0  in  der  Umgebung 
einer  beliebigen  regulären  Stelle  (ss  «=  a0)  darstellen,  bzw.  über  die 
w  Blatter  _       _ 

•tu    ™i>  *  •  *f  •■* 

der  Biemannschen  Kugelfläche  9t  eindeutig  fortgesetzt  werden  können, 
so  dafs  uu  ti,, . . .,  ün  für  jede  reguläre  und  kritische  Stelle  (z  *=  a) 
eindeutig  bestimmte  Reihen  sind,  die  nach  ganzen  bzw.  nach  ge- 
brochenen Potenzen  von  e  —  a  fortschreiten,  und  alle  für  einen  end- 
lichen Bereich  .  .    ^ 

|*-«|<o 

konvergieren.  Dasselbe  gilt  also  auch  von  jeder  beliebigen  rationalen 
Funktion  ^ ,  N 

der  n  Wurzeln-  Wir  haben  auf  S.  26  bereits  spezielle  Funktionen 
dieser  Art,  nämlich  die  symmetrischen  Funktionen  der  n  Wurzeln, 
untersucht  und  nachgewiesen,  dafs  sie  rationale  Funktionen  von  z  sind. 
Damit  aber  eine  rationale  Funktion  der  Gleichungswurzeln  eine  rationale 
Funktion  von  z  sei,  ist  im  allgemeinen  keineswegs  erforderlich,  dafs 
sie  symmetrisch  sei,  d.  h.  durch  keine  Permutation  der  Wurzeln  eine 
Änderung  erfahre;  es  ist  vielmehr  nur  nötig,  dafs  sie  bei  gewissen, 
von  der  Natur   der  Fläche  9t  abhängigen  Permutationen   ungeändert 
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bleibe.    Zu  der  allgemeinen  Losung  dieser  Aufgabe  führen  die  folgen- 
den Betrachtungen: 

Läfet  man  die  unabhängige  Variable  z  von  der  Stelle  {z  —  or0)  zu 
einer  Stelle  (*  —  a)  einen  beliebigen  Weg  8  beschreiben,  welcher 
aber  durch  keinen  kritischen  Punkt  hindurchgehen  soll,  und  setzt  man 
auf  ihm  die  n  Punktionenelemente  u{f\ . . .,  u^  simultan  fort,  so  ent- 
sprechen dem  Wege  8  von  z  n  kongruente,  genau  untereinander  liegende 
Wege  8lf  Sj, . . .,  s„,  die  von  den  n  Anfangspunkten  ^°>, . . .,  ?J$W  aus 
bis  zu  den  n  ebenfalls  genau  untereinander  liegenden  Endpunkten 
gehen,  welche  zu  dem  Endwerte  (*  —  a)  gehören.  Um  die  Beziehung 
zwischen  den  (n  +  1)  Wegen  s,  $A, . . .,  sn  deutlicher  zu  übersehen, 
umgeben  wir  die  Riemannsche  Fläche  9t  mit  einer  konzentrischen 
einblättrigen  Kugelfläche  Ä,  deren  Durchmesser  nur  wenig  gröteer  ist, 
als  der  von  9t,  und  bilden  auf  ihr  die  samtlichen  Punkte  von  z  ab. 
Dann  liegen  die  zu  jedem  Punkte  p(0)  (js  «=  cc0)  von  Ä  gehörigen  konjugierten 
Punkte  $£»,  $i°>,...,  5ßW  von  9t  genau  unter  diesem  Punkte  J><°>. 
Läfst  man  ferner  e  einen  beliebigen  Weg  s  auf  Ä  beschreiben,  so 
entsprechen  ihm  die  n  zu  s  kongruenten,  genau  unter  8  liegenden 
Wege  8lf  5g, . . .,  s„,  welche  in  den  n  Blättern  von  91  in  eindeutig 
bestimmter  Weise  verlaufen.  Betrachten  wir  speziell  einen,  etwa  den 
ersten  dieser  Wege  s17  so  wird  dieser  zuerst  von  Sßf*)  aus  ein  Stück  in 
dem  ersten  Blatte  Äx  verlaufen,  kann  aber  dann  in  ein  bestimmtes 
anderes  Blatt  übergehen,  wenn  er  nämlich  im  ersten  Blatte  an  eine 
Übergangslinie  kommt.  Dann  kann  er,  eine  weitere  Übergangslinie 
überschreitend,  in  ein  drittes  Blatt  eintreten  u.  s.  w.,  bis  er  in  einem 
bestimmten  Punkte  Sß^  des  i^*  Blattes  endigt,  welcher  zu  dem  End- 
werte (*  =  a)  gehört,  so  dafs  also  bei  direkter  Fortsetzung  das  Anfangs- 
element ufp  in  das  Endelement  uix  übergeführt  wird.  In  gleicher 
Weise  mögen  bei  dieser  Fortsetzung  die  zu  (js  =  a0)  gehörenden  An- 
fangselemente 

in  die  Endelemente 

übergehen,  welche  sämtlich  zu  (*  —  a)  gehören  und  alle  voneinander 
verschieden  sind,  da,  falls  z.  B.  u(l  —  ut%  wäre,  ein  und  dasselbe 
Endelement  u^  bei  Durchlaufung  des  umgekehrten  Weges  in  zwei 
verschiedene  Anfangselemente  u^  und  uf)  überginge,  was  offenbar 
unmöglich  ist. 

Besteht    zwischen    den   n  Funktionenelementen  tif>,  u$\  . . .,  ujW 
irgend  eine  rationale  Gleichung 
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B  «>,<),...  ,t*2»)«=0 

mit  rationalen  Funktionen  von  z  als  Koeffizienten,  so  bleibt  sie  erfüllt, 
wenn  man  diese  n  Elemente  auf  irgend  einem  Wege  fortsetzt;  ans  ihr 
folgt  also  sofort  die  Richtigkeit  der  allgemeineren  Gleichung 

wenn  dieses  wie  vorher  die  Endelemente  sind,  welche  zu  den  n  kon- 
gruenten Fortsetzungsbahnen  gehören. 

Es  sei  speziell  der  Wegs  auf  Ä  eine  geschlossene,  von  einer  beliebigen 
Stelle  (0  =  a)  ausgehende  und  wieder  dahin  zurücklaufende  Kurve. 
Dann  gehen  die  n  Elemente  «*,  tfj, .  • .,  u„  in  die  Reihen  w^,  u^, . .  .9ui% 
über,  welche,  abgesehen  von  der  Reihenfolge,  mit  jenen  überein- 
stimmen. Bei  jenem  Umlauf  s  der  unabhängigen  Variabein  erfahren 
also  die  n  Wurzeln  %,...,«*„  eine  ganz  bestimmte  Substitution  S, 
welche  in  leicht  verstandlicher  Bezeichnung  durch  die  Gleichung 

s/l,  2,...,n\     oder  t^er  durch    £-(*) 

bezeichnet  werden  kann.  In  derselben  Weise  geht  offenbar  eine  be- 
liebige rationale  Funktion  B(ui}  ti,, . . .,  un)  bei  jenem  Umlaufe  in 
BK>  Ui%,  ...,utn)  über. 

Umkreist  z.  B.  die  Variable  0  einen  Punkt  (z  =  a0),  dem  auf  der 
Flache  W  ein  a- blättriger  Verzweigungspunkt  83«  und  sonst  lauter 
reguläre  Punkte  entsprechen,  und  wo  etwa  die  a  ersten  Blatter  £u . . .,  $ta 
in  dieser  Reihenfolge  in  $Ba  zusammenhangen,  so  geht  bei  dieser  Um- 
kreisuni? 

«t,  «1, . . .,  Hi-i,  u«    bzw.  in    «j,  w,, . . .,  t*«,  «*i 

über,  während  alle  anderen  Wurzeln  ungeändert  bleiben;  die  zugehörige 
Permutation  ist  also  die  folgende: 

/l,  2,...,a-l,  a,  a+l,...,*\ 
\2,  3,...,     a,     1,  a  +  1,. ..,»/' 

eine  solche   Vertauschung   (    '  ft'  *  "'  1  )   von  a  Elementen  wird  be- 

kannUich  eine  cyklische  Substitution  derselben  genannt  Jedem  von 
(*  —  a)  ausgehenden  geschlossenen  Wege  s  entspricht  so  eine  eindeutig 
bestimmte  Substitution  5  für  die  n  Wurzeln,  welche  aus  der  Natur 
der  Kugelflache  8t  unmittelbar  gefunden  werden  kann.  Stellt  man 
sich  also  vor,  dafc  g  von  jenem  Anfangspunkte  aus  der  Reihe  nach 
alle  geschlossenen  Wege  beschreibt,  so  wird  nur  eine  endliche  Anzahl 
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von   ihnen  voneinander   verschiedene   Substitutionen    der   n  Wurzeln 
ergeben,  da  zwei  Umlaufe,  zwischen  denen  kein  kritischer  Punkt  ent- 
halten ist;  dieselbe  Substitution  hervorbringen.    Es  seien 
1)  Slf    Sa, . . .,  89 

alle   voneinander   verschiedenen   Substitutionen   der  Wurzeln ,   welche 
durch  die  Umläufe  von  z  hervorgebracht  werden  können,  und 
la)  s19    Sj, . . .,  sv 

die  zugehörigen  Wege  von  z  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  Ä.  Laust 
man  dann  die  Variable  z  zuerst  den  Weg  st  und  hierauf  den  Weg  s,  be- 
schreiben, so  erhalt  man  einen  ebenfalls  geschlossenen  Weg,  der  durch  s^ 
bezeichnet  werde,  und  ihm  entspricht  eine  Substitution,  welche  eben- 
falls durch  Sx8%  bezeichnet  und  das  Produkt  von  8t  und  S?  genannt 
werden  soll;  sie  entsteht  offenbar,  wenn  man  zuerst  die  Substitution  St 
und  nach  ihr  die  Substitution  8t  anwendet.    So  ist  z.  B.: 

q  q  (1  2  3  4  5\  (1  2  3  4  5\  (1  2  3  4  5\ 
01  ^"\2  4  1  3  6/  V5  4  3  2  1/  "  \4  2  5  3  1/' 
denn  es  geht  z.  B.  durch  St  1  in  2,  durch  Ss  2  in  4,  also  durch  S& 
1  in  4  über,  ebenso  geht  durch  8X  2  in  4f  durch  S%  4  in  2  über, 
also  geht  durch  S1Si  2  in  2  über,  bleibt  also  ungeändert  u.  s.  w. 
Selbstverständlich  ist  bei  dem  hier  definierten  Produkte  zweier  oder 
mehrerer  Substitutionen  die  Reihenfolge  der  Faktoren  im  allgemeinen 
nicht  gleichgiltig,  wie  aus  der  Vergleichung  des  obigen  Produktes 
mit  dem  anderen: 

q    ~       (1  2  3  4  5\/l  2  3  4  5\       /l  2  3  4  5\ 
^^"Vö  4  3  2  1M2  4  1  3  5/       \5  3  1  4  2/ 

hervorgeht.  Da  aber  zu  jedem  Umlaufe  8ts%  das  Produkt  StSi  gehört, 
so  mufs  dieses  auch  in  der  vollständigen  Tabelle  (1)  aller  zu  irgend 
einem  Umlaufe  gehörigen  Substitutionen  auftreten.  Man  erhält  also 
den  folgenden,  für  die  Algebra  grundlegenden  Satz,  den  wir  hier 
wenigstens  kurz  hervorheben  wollen: 

Das  zu  allen  Umläufen  gehörige  vollständige  Substitutionen- 
system  Sly  S%, . . .,  Sv  bildet  in   dem   Sinne   eine   sogenannte 
Gruppe,  dafs  das  Produkt  von  zwei  oder  mehreren  unter  diesen 
Substitutionen  ebenfalls  in  der  Gruppe  enthalten  ist. 
Wir  beweisen  nun  den  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Eine  rationale  Punktion  R  (t^, «,, . . .,  uj  der  n  Wurzeln  u> 
gehört  dann  und  nur  dann  zu  dem  Körper  K{z)  der  rationalen 
Funktionen  von  z}  wenn  sie  bei  jedem  Umlaufe  von  z  un- 
geändert bleibt. 
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Jede  rationale  Funktion  der  n  Wurzeln  kann  ja  in  endlicher  Um- 
gebung einer  beliebigen  Stelle  (*  —  a)  in  eine  konvergente  Reihe  ent- 
wickelt werden,  welche  nach  Potenzen  von  z  —  a  fortschreitet  und 
höchstens  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  von  e  —  a  enthalt; 
endlich  kann  12  höchstens  eine  endlich  vieldeutige  Funktion  von  z  sein, 
in  der  That  kommen  ja  dieselben  Eigenschaften  den  n  Wurzeln,  also 
auch  jeder  rationalen  Funktion  derselben  zu.  Eine  solche  Funktion  B 
ist  aber  nach  einem  auf  S.  23  bewiesenen  allgemeinen  Satze  dann  und 
nur  dann  rational  in  z}  wenn  sie  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes 
ist,  deren  Entwickelung  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  (z  =  a)  nach 
ganzen  Potenzen  von  z  —  a  fortschreitet.  Damit  nun  diese  erste  Be- 
dingung erfüllt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  sich  B  bei 
keinem  Umlaufe  von  e  ändere.  Ist  diese  erste  Bedingung  erfüllt,  so 
gilt  aber  das  Gleiche  auch  von  der  zweiten;  in  der  That  kann  die 
Entwickelung  von  B  nur  dann  überhaupt  gebrochene  Potenzen  von 
z  —  a  enthalten,  wenn  zu  dem  Werte  (e  =  a)  mindestens  ein  Ver- 
zweigungspunkt der  Biemannschen  Fläche  9t  gehört.  Ist  das  aber  der 
Fall,  und  enthalt  die  Entwickelung  von  B  auch  nur  eine  gebrochene 
Potenz  ± 

deren  Exponent  —  ein  reduzierter  rationaler  Bruch  ist,  so  würde  bei 
einem  Umlaufe  um  den  Punkt  (z  —  a)  dieses  Glied  in  das  konjugierte 

***(*  — af  (co-e"^") 

übergehen,  d.  h.  die  Reihe  JR  würde  sich  gegen  unsere  Voraussetzung 
in  mindestens  einem  ihrer  Glieder  bei  jenem  Umlaufe  ändern.  Also 
müssen  bei  allen  jenen  Entwickelungen  alle  gebrochenen  Potenzen  von 
z  —  a  notwendig  fehlen;  ist  dies  aber  der  Fall,  so  ist  9t  wirklich 
rational  von  z  abhangig,  was  zu  beweisen  war. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieses  allgemeinen  Satzes  ist  das  oben 
erwähnte  Theorem,  dafs  jede  symmetrische  Funktion  der  n  Gleichungs- 
wurzeln eine  rationale  Funktion  von  z  ist.  Dieser  Satz  geht  aber  viel 
weiter:  Da  jeder  Umlauf  um  eine  Stelle  (0=-ao),  der  einer  oder  mehrere 
der  VerzweigungBpunkte  entsprechen,  nur  cyklische  Vertauschungen 
bei  denjenigen  Wurzeln  hervorbringt,  welche  dort  ineinander  über- 
gehen, so  findet  man  leicht  ein  vollständiges  System  von  Substitutionen 

C^i*  **2>  •  •  •;  *./*)> 
bei  welchen  eine  rationale  Funktion  B(ul9 . . .,  w„)  ungeändert  bleiben 
muis,   damit   sie   rational  von  z  abhänge;  auch  dieses  System  bildet, 
wie  leicht  zu  sehen,  eine  Gruppe,  die  sogenannte  Gruppe  der  Gleichung 
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f(u,  g)  =  0,  und  damit  ist  dann  eine  vollständige  Grundlage  für  die 
algebraische  Behandlung  dieser  Gleichung  gegeben.  Wir  wollen  jedoch 
auf  diese  Fragen  hier  nicht  naher  eingehen. 

§2. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  benutzen,  um  auf  Grund  der  zugehörigen 
Kugelfläche  9t  die  Frage  nach  der  Zerlegbarkeit  der  Funktion  f(u,  ss) 
in  rationale  Faktoren  vollständig  zu  entscheiden.  Die  Flache  91  kann 
entweder  zusammenhängend,  d.  h.  so  beschaffen  sein,  daJjs  man  auf  ihr 
fortgehend  von  jedem  ihrer  Punkte  5ßW  zu  jedem  anderen  Punkte  5ß 
gelangen  kann,  oder  sie  kann  in  mehrere  zusammenhangende  Teile 
zerfallen,  welche  aber  untereinander  keine  Verbindung  haben.  Da  die 
einzelnen  Blatter  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Verzweigungs- 
schnitten miteinander  verbunden  sind,  so  ist  die  Frage,  welche  Blatter 
miteinander  zusammenhängen,  welche  nicht,  in  jedem  Falle  leicht  zu 
entscheiden.  Zwei  solche  völlig  getrennte  Teile  können  aber  sehr  wohl 
so  ineinander  liegen,  dafc  sie  nicht  voneinander  entfernt  werden  können. 
Besteht  z.B. die  ganze  Flache  aus  drei  Kugelschalen,  deren  erste  und  dritte 
längs  eines  oder  mehrerer  Verzweigungsschnitte  aneinander  geheftet  sind, 
während  die  zweite  zwischen  beiden  liegt,  also  nicht  mit  ihnen  zusammen- 
hängt, so  durchsetzen  zwar  die  Schalen  j^  und  Ä3  die  mittlere  Schale  Ä, 
längs  jener  Schnitte,  aber  da  kein  Übergangsfaden  von  Stt  bezw.  £j  zu  &s 
hinfuhrt,   so   bilden  &,   und  (5^  +  J^)   zwei  getrennte  Teile  von  9L 

Es  möge  nun  91  einen  zusammenhängenden  Teil  9^  besitzen, 
welcher  aus  p  Kugelschalen  besteht,  und  es  sei  die  Bezeichnung  der 
Schalen  der  Einfachheit  wegen  so  gewählt,  daJjs  dies  die  (i  ersten 
Schalen  5^,  ft,, . . .,  Ä^  sind.  Sind  dann  Uj,  t^, . . .,  uß  die  jenen  Schalen 
entsprechenden  p  Wurzeln,  so  ist  jede  symmetrische  Funktion  derselben 

S(ul}  <%,...,«,.) 
eine  Funktion  von  *,  welche  bei  keinem  einzigen  Umlauf  der  Variablen 
geändert  wird.  Es  sei  nämlich  {z  —  a)  eine  beliebige  reguläre  Stelle 
auf  der  einblättrigen,  5ß1; . . .,  ^,  Sß^+i, . . .,  Sß«  die  zugehörigen  Punkte 
der  n- blättrigen  Kugelfläche;  dann  entsprechen  jedem  Umlaufe  der 
Variablen  z  von  jener  Stelle  aus  auf  9^  p  kongruente,  von  $!>.-•>$* 
ausgehende  Wege,  welche  zu  fi  voneinander  verschiedenen  Punkten 
%if  •  •  •;  ^  zurückkehren,  die  auch  zu  $ß1; . . .,  Sß^,  ...,$*  gehören;  da 
aber  die  n  —  p  letzten  Punkte  Sß^+i, . . .,  $ß„  von  9^  aus  nicht  erreich- 
bar sind,  so  sindSß^, . . .,  5ß,^  abgesehen  von  der  Ordnung  mit  $u  . . .,  ^ 
identisch.  Eine  symmetrische  Funktion  von  t^, . . .,  uß  bleibt  also  in  der 
That  bei  jedem  Umlaufe  von  *  ungeändert  und  ist  demnach  notwendig 
eine  rationale  Funktion  von  *. 
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Bildet  man  nun  die  Gleichung: 

f(«0  -  («-«0  ■  •  •  ("-«*/«)  -  «*M  +  ChW«m+-I^)  -  0, 
welcher  nur  diese  ersten  (i  Wurzeln  von  f(u}  0)  -=  0  genügen,  so  sind 
auch  ihre  Koeffizienten  d(js)  als  symmetrische  Funktionen  von 
t*!,  Mj, . . .,  t*M  rationale  Funktionen  von  *;  es  sind  also  diese  /i  ersten 
Wurzeln,  welche  dem  zusammenhangenden  Teile  von  81  entsprechen, 
für  sich  die  Wurzeln  einer  Gleichung  des  p*6*  Grades  mit  rationalen 
Koeffizienten. 

Dies  ist  aber  auch  die  Gleichung  niedrigsten  Grades  mit  rationalen 
Koeffizienten,  der  eine  dieser  (i  Reihen  wl;  m,,  . . .,  u^  genügen  kann. 
Es  besteht  nämlich  der  folgende  Satz: 

Eine  Gleichung  F(u,  0)  —  0  hat  dann  und  nur  dann  mit 

der  Gleichung  f  (u,  z)  —  0  eine  Wurzel  gemeinsam,  wenn  sie 

alle  anderen  Wurzeln  jener  Gleichung  ebenfalls  besitzt,  d.  h. 

wenn  F(u,  e)  durch  f  (w,  *)  teilbar  ist 

In  der   That,  ist  u  —  t^  eine  Wurzel  von  F(u,  0)  «=»  0,   so  ist  nach 

dem  auf  S.  61  bewiesenen  Satze 

F(u>*)  -  (* - %) Fx(u,  Uj,*), 
wo  die  Koeffizienten  von  Ft(u)  ebenfalls  für  eine  endliche  Umgebung 
der   Stelle  (0  —  <r0)   konvergieren.     Setzt   man  nun  die  rechte   Seite 
auf  8t,  von  $t  etwa  nach  Sß2  fort,  so  bleibt  jene  Gleichung  giltig  und 
sie  geht  über  in  die  andere 

F(uf  0)  -  (w- u^F^u,  ti,,  0), 
welche  zeigt,  dals  auch  die  von  ux  verschiedene  Reihe  tig  eine  Wurzel 
der  obigen  Gleichung  ist,  und  das  Gleiche  gilt  von  u^, . . .,  w^.  Genau 
nach  der  auf  S.  62  benutzten  Methode  folgt  aber  daraus,  dals  F(u,  0) 
durch  das  Produkt  der  fi  zugehörigen  Linearfaktoren  (u  —  ut)  teilbar, 
d.  h.  dals 

F(u,*)-(u-*d  •  •  .(u-uM)F(»,*)  -  f(n,f)F(nf*) 
ist,  und  der  zweite  Faktor  ist  notwendig  eine  rationale  Funktion  von  *, 
weil  dasselbe  von  dem  ersten  gilt. 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  der  wichtige  Satz: 

Eine  Gleichung  F{ul9  0)  —  0,  welche  für  eine  Wurzel  t^ 

der  Gleichung  f  (u}  0)  —  0  erfüllt  ist,  bleibt  bestehen,  wenn  man 

Wj  durch  die  anderen  Wurzeln  «,,  Wj, . . .,  uß  jener  Gleichung 

ersetzt. 
Ist  die  Funktion  F(u,  0)  von  niedrigerem  als  dem  ftton  Grade,  so  kann 
sie  nicht  durch  f(u)  teilbar  sein,  wenn  sie  nicht  identisch  verschwindet; 
also  ergiebt  sich  ab  Korollar: 
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Ist  ut  die  Wurzel  der  Gleichung  ft*6*  Grades  f  (t*)  =  0, 

so   genügt    sie  keiner   Gleichung   von  niedrigerem    als    dem 

fi***  Grade,  es  sei  denn,  dafs  alle  ihre  Koeffizienten  identisch, 
verschwinden. 

Eine  Funktion  von  u  heilst  irreduktibel  oder  unzerlegbar,  wenn 
sie,  wie  die  Funktion  f  (u,  z)  nicht  in  zwei  Faktoren  niedrigerer  Grade 
mit  rationalen  Funktionen  von  z  als  Koeffizienten  zerlegt  werden  kann; 
sie  heilst  reduktibel  oder  zerlegbar,  wenn  sie  in  Faktoren  niedrigerer 
Grade  zerfällt.  Aus  unserer  Untersuchung  ergiebt  sich  also  der  von 
Puiseux  herrührende  Satz: 

Eine  Funktion  f(uf  z)  ist  dann  und  nur  dann  irreduktibel, 
wenn  die  zugehörige  Biemannsche  Flache  zusammenhängend  ist. 
Diesem  stellt  sich  der  allgemeinere  Satz  an  die  Seite: 

Eine  Funktion  f(u,z)  besitzt  genau  ebensoviele  irreduk- 
tible  Faktoren,  wie  die  Anzahl  der  zusammenhangenden  Teile 
beträgt;  aus  denen  die  zugehörige  Biemannsche  Fläche  besteht, 
und  die  Blätterzahl  eines  jeden  solchen  Teiles  ist  gleich  dem 
Grade  des  zugehörigen  irreduktibeln  Faktors. 
Da  wir  nun  in  den  Stand  gesetzt  sind,  auf  rationalem  Wege  die  zu 
einer  Gleichung  f(u)  =»  0  gehörende  Biemannsche  Fläche  zu  konstruieren 
und  zu  bestimmen,  ob   sie  zusammenhangend  ist  oder  nicht,  so  sind 
wir  auch  imstande  zu  erkennen,  ob  eine  vorgelegte  Funktion  irreduktibel 
ist  oder  nicht,  und  im  letzteren  Falle  ihre  Zerlegung  in  irreduktible 
Faktoren   sofort  anzugeben.    Wir  können    daher   im   folgenden   auch 
stets  voraussetzen,  dafs  die  gegebene  Gleichung  f(u)  —  0  irreduktibel 
ist,    dafs    also    die    algebraische    Funktion   u   keiner    Gleichung    von 
niedrigerem  als  dem  nton  Grade  mit  rationalen  Funktionen  von  z  als 
Koeffizienten  genügt,  und  diese  Voraussetzung  wollen  wir  für  die  Folge 
machen.    Sollte  sie  für  eine  vorgelegte  Gleichung  nicht  erfüllt  sein, 
so  wählen  wir  an  Stelle  der  letzteren  der  Beihe  nach  jeden  einzelnen 
ihrer  irreduktibeln  Faktoren  und  führen  für  diese  die  weiteren  Unter- 
suchungen durch. 

Wir  hatten  bis  jetzt  die  n  Wurzeln  w^),  w(Sß8), . . .,  w(Sß,»)  einer 
Gleichung  n*8*  Grades  als  Elemente  analytischer  Funktionen  betrachtet, 
aber  noch  nicht  untersucht,  ob  sie  untereinander  zusammenhängende 
Elemente  einer  einzigen  analytischen  Funktion  sind,  oder  ob  sie  etwa 
zu  verschiedenen  Funktionen  gehören,  ob  also  durch  eine  Gleichung 
f(u,  z)  =  0  eine  oder  mehrere  monogene  analytische  Funktionen 
dargestellt  werden.  Die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  beweisen 
nun  die  Richtigkeit  des  folgenden  Puiseuxschen  Fundamentalsatzes: 
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Durch  eine  irreduktible  Gleichung  n**n  Grades  f(u,  e)  —  0 
wird  eine  einzige  analytische  Funktion  u  von  z  definiert,  und 
zwar  fftr  die  ganze  zugehörige  n-blättrige  Biemannsche  Kugel- 
fläche SR.    Durch  eine  reduktible  Gleichung  werden  so  viele 
verschiedene  analytische  Funktionen  definiert,  als  die  Anzahl 
ihrer  irreduktibeln  Faktoren  beträgt. 
In  der  That  gehört  zu  einer  irreduktibeln  Gleichung  n*6*  Grades  eine 
zusammenhängende  w-blattrige   Biemannsche   Kugelfläche,    in    der 
Weise,  dals  jedem  regulären  oder  Verzweigungspunkte  Sß  derselben  ein 
Funktionenelement  u($)  eindeutig  entspricht    Denkt  man  sich  also  fftr 
einen  beliebigen  regulären  Punkt  Sß(0)  das  Element  w(Sß(0))  gebildet,  und 
dann  analytisch  fortgesetzt,  und  beachtet  man,  dafs  man  von  ^0)  aus  jeden 
anderen  regulären  Punkt  Sß  auf  9t  erreichen  und  für  jeden  kritischen 
Punkt  ftlaflftTiTi  das  zugehörige  Element  eindeutig  bestimmen  kann,  so 
ergiebt  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung. 

§3. 

Ist  die  Gleichung  n*n  Grades  f(u,  e)  =  0  irreduktibel,  so  ist  die 
analytische  Funktion  u  auf  der  zugehörigen  Riemannschen  Kugel- 
flache  SR  eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Unendlichkeits- 
stellen  auch  stetig.  An  diesen  Stellen  Sß  beginnt  die  Entwickelung  des 
zugehörigen  Funktionenelementes  nach  ganzen  oder  (falls  Sß  ein  Ver- 
zweigungspunkt  sein  sollte)  nach  gebrochenen  Potenzen  von  (z  —  a) 
wieder  nur  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Potenzen.  Wir 
wollen  daher  diese  Stellen  wieder  als  Pole  der  Funktion  u  bezeichnen. 

Zu  jeder  Stelle  $ß(°>,   mag  sie  nun  eine  reguläre  oder  eine  Ver 
zweigungsstelle  sein,  gehört  ein  einziges  Funktionenelement: 

welches  den  Wert  von  u  för  alle  Nachbarpunkte  Sß  einer  genügend 
kleinen  Umgebung  von  ^ß(0)  eindeutig  definiert  Ist  ?ß<°)  regulär,  also 
die  Umgebung  ein  einblättriger  kleiner  Kreis,  so  ist  a  =  l,  die  Ent- 
wickelung schreitet  nach  ganzen  Potenzen  von  (js  —  a0)  fort.  Ist  da- 
gegen ^0)  ein  a- blättriger  Verzweigungspunkt,  so   schreitet  die  Ent- 

wickelung  nach  ganzen  Potenzen  von  (js  —  a)a  fort,  und  stellt  w($ß) 
für  alle  Nachbarpunkte  ?ß  von  $ß<°)  dar,  welche  auf  der  kleinen  a- blättrigen 
Schraubenfläche  liegen,  die  in  diesem  Falle  die  Umgebung  von  5ß(0) 
bildet    Soll  ferner  umgekehrt  ein  Element  t?(Sß)  irgend  einer  analytischen 
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Funktion v  in  der  Umgebung  eines  a-blattrigen  Verzweigungspunktes  ?ß<0> 
eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  5ß  sein,  so  mub  in  der  zugehörigen 
Entwickelung:  *  »+i 

KF,)  =  M*-0T  +  f»+i(*-«.)"r+- 

der  Generalnenner  b  aller  Exponenten  notwendig  gleich  a  oder  ein 
Teiler  von  a  sein.  Laust  man  nämlich  den  Punkt  Sß  den  Mittelpunkt  $(0) 
a-mal  umkreisen,  und  beachtet  dabei,  daüs  er  dadurch  wieder  in  seine 
Anfangslage  zurückkehrt,  so  folgt: 


v(w*y)=ifr(*-*y=Ti*>r(*-*y, 


2Xi 


wenn  a  =  e  b    ist;  also  mufs  f&r  jeden  der  auftretenden  Exponenten  r 


tnar 


e»      -1, 

also  wirklich  a  ein  Vielfaches  von  b  sein. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe: 

Es  sei  u  eine  beliebig  gegebene  algebraische  Funktion, 
91  die  zugehörige  zusammenhangende  Kugelfläche.  Es  sollen 
alle  analytischen  Funktionen  gefunden  werden,  welche  auf  9t 
eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  auch 
stetig  sind. 

Wir  fanden  früher,  dafs  die  Gesamtheit  aller  analytischen  Funktionen  Z, 
welche  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf 
endliche  Anzahl  von  Polen  auch  stetig  sind,  mit  dem  Körper  K(z) 
aller  rationalen  Funktionen  von  Z  identisch  ist  Wir  werden  jetzt 
einen  Fundamentalsatz  beweisen,  welcher  eine  direkte  Erweiterung 
jenes  Theorems  auf  die  algebraischen  Funktionen  ist.  Zu  dem  Zwecke 
erweitern  wir  den  früher  benutzten  Begriff  des  Körpers  folgender- 
maßen: 

Es  sei  u  eine  gegebene  algebraische  Funktion  von  *, 
welche  durch  die  Gleichung 

f(u, z)  - 1*»  +  On-ifäu*-1  +•••+  a0(ß)  -  0 

definiert  sein  möge.  Dann  bildet  die  Gesamtheit  aller  rationalen 
Funktionen  ^        ,      N 

von  u  und  z  einen  Bereich,  welcher  der  zu  (*,  u)  gehörige 
Funkt  i  onenkörp  er  genannt  und  durch  iT(>,u)  bezeichnet  werden 
soll;  jede  solche  Funktion  17  soll  ein  Element  des  Körpers 
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hei&en.  Diese  Definition  und  alle  zunächst  zu  ziehenden 
Folgerungen  gelten  auch,  wenn  die  Definitionsgleichung  für  u 
reduktibel  ist.  Wir  werden  aber  im  folgenden  nur  den  Fall 
einer  irreduktiblen  Gleichung  in  Betracht  ziehen. 

Der  hier  definierte  Körper  K(z,  u)  hat  wieder  die  Eigenschaft,  dafs 
man  ihn  niemals  verlalst,  wenn  man  irgend  welche  von  seinen  Elementen 
durch  die  elementaren  Operationen  der  Addition,  Subtraktion,  Multi- 
plikation und  Division  verbindet,  denn  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Produkt  und  der  Quotient  von  zwei  rationalen  Funktionen 

U-ip(ufz),     F-^(ti,jer), 

von  u  und  e  ist  ja  wieder  eine  solche,  gehört  also  ebenfalls  dem 
Korper  K(z,  u)  an,  und  umgekehrt  kann  jedes  Element  des  Korpers 
aus  den  beiden  Elementen  z  und  u  durch  genügend  oft  wiederholte 
Anwendung  jener  vier  Rechenoperationen  gebildet  werden. 

Alle  Elemente  des  Körpers  K(jt,  u)  sind  auf  der  zu  u 
gehörigen  Biemannschen  Kugelfläche  eindeutige  und  bis  auf 
eine  endliche  Anzahl  von  Polen  daselbst  stetige  analytische 
Funktionen. 

Dies  ist  für  u  bereits  bewiesen  und  für  z  selbstverständlich.  Nimmt 
man  aber  an,  dafs  zwei  Funktionen  U  und  V  des  Körpers  jene  Eigen- 
schaften besitzen,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  vier  analytischen 
Funktionen  — 

u+r,  u-r,  uv,  \ 

(wobei  natürlich  der  Quotient  nur  dann  eingeführt  werden  darf,  wenn 
der  Nenner  nicht  identisch  Null  ist).  Da  nun  jede  Funktion  des 
Körpers  K(u,  z)  auf  diesem  Wege  entsteht,  so  ist  unsere  Behauptung 
vollständig  bewiesen. 

Die  soeben  gefundene  Eigenschaft;  der  Funktionen  des  Körpers  ist 
aber  für  sie  charakteristisch;  es  besteht  nämlich  der  folgende  Fun- 
damentalsatz,  durch  welchen  zugleich  die  oben  gestellte  Aufgabe  voll- 
ständig gelöst  wird. 

Eine  analytische  Funktion  U  ist  dann  und  nur  dann  auf 
der  Kugelflache  9t  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Polen  auch  stetig,  wenn  sie  dem  Körper 
K(z,u)  angehört 

Dafa  diese  Bedingung  notwendig  ist,  damit  U  zu  K(z,  u)  gehöre,  folgt 
aus  der  soeben  bewiesenen  Eigenschaft  des  Körpers  K(z9u).  Um  zu 
zeigen,  dafs  sie  auch  hinreichend  ist,  verfahren  wir  folgendermafeen: 

Hensol  u.  Landsborg,  Algebraisohe  Funktionen  etc.  8 
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Es  sei  U  eine  auf  9t  eindeutige  analytische  Punktion,  welche 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  besitzt;  dann  zeigen  wir  direkt, 
dafs  man  stets  n  solche  rationale  Funktionen 

4,(f),    Ax(z)9 . . .,  4,-iO) 

bestimmen  kann,  dafs  identisch: 

u=  4>(*)  +  M*>  +  —  +  ^-iW«"-1 

ist;  damit  ist  offenbar  der  verlangte  Beweis  vollständig  erbracht. 

Es  seien  wieder  «i,  ty, . . .,  un  die  n  Reihen  für  u,  welche  zu 
irgend  welchen  n  übereinander  liegenden  Punkten  ?ß1, 5p2, . .  .,  $ß„  von  9t 
gehören  und  die  dem  Werte  (js  —  a)  der  unabhängigen  Variabein  ent- 
sprechen mögen.  Soll  dann  die  angegebene  Darstellung  für  27  möglich 
sein,  und  sind  Uu  U2, . . .,  Un  die  n  Reihen,  die  27  in  der  Umgebung 
jener  n  Punkte  darstellen,  so  müssen  die  zugehörigen  Werte  der  Koeffi- 
zienten Ai  den  n  Gleichungen  genügen: 

?71  =  A  +  ^iWi+-"+4.-i*J-1 
Di  -  A0  +  Am  +•••  +  4,-iu;-1 


(1) 


27„  -  4>  +  -4iw„  +  •  •  ■  +  4,-it*;;-1, 

da  sie  sich  ab  rationale  Funktionen  nicht  ändern  dürfen,  wenn 
man  z.  B.  27!  und  %  simultan  in  U%  und  w,  überführt.  Durch  diese 
n  Gleichungen  sind  die  Koeffizienten  A((z)  eindeutig  bestimmt,  denn 
die  Determinante 

|i  «.  u»...«p»| 

ist  ja  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Gleichung 
f(u)  —  0,  also  sicher  nicht  identisch  Null,  und  hieraus  folgt,  dafe 
diese  Darstellung  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ißt.  Die 
Gröfsen  Ai(js)  bestimmen  sich  aus  (1)  ab  homogene,  lineare  Funktionen  von 
ü17U99...f  ün7  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  u*,  ti*, . . .,  tt* 
sind;  sie  ergeben  sich  also  als  Funktionen  von  g,  welche  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle  der  n-  blättrigen  Kugelfläche  9t  eindeutige  ana- 
lytische Funktionen  des  Ortes  5ß  sind  und  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Polen  haben.  Man  zeigt  aber  leicht,  dafs  sie  auch  eindeutige 
Funktionen  von  e  selbst  d.  h.  auch  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  Ä 
eindeutig  sein  müssen.  Man  denke  sich  in  der  That  die  Koeffizienten  At 
aus  jenen  Gleichungen  bestimmt  und  lasse  hierauf  z  einen  beliebigen 
Umlauf  beschreiben.  Werden  durch  diesen  5ßt,  Sß„  . . .,  Sßw  bzw.  in 
%i>  ^Ph;  •  •  ->  %*n  ^hergeführt,  80  stimmen  diese,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  mit  den  ursprünglichen  n  Punkten  überein;  dasselbe  gilt 
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also  auch  von  den  Reihen  Uil7  ufx,  . . .,  uin  und  Utlf  ü^} . . .,  üfn,  in 
welche  ulyu^f . .  .,un  und  U19  TJ%J . . .,  Un  durch  jenen  Umlauf  über- 
geführt werden.  Angenommen  nun,  die  n  Koeffizienten  AQ,  Ai7  . . .,  A% 
gehen  bei  jenem  Umlaufe  in  A^}  A[} . . .,  -4i  über,  so  Bind  diese  durch 
die  neuen  Gleichungen 

ü;,  -  4,  +  -4  **  +  •  •  •  +  4.  - 1  <"  S 


ebenfalls  eindeutig  bestimmt.  Da  diese  aber,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  mit  den  vorigen  Gleichungen  für  A^}  A17 . . .,  An— i  über- 
einstimmen, so  können  auch  die  aus  ihnen  sich  ergebenden  Werte 
A^y  A^, .  . .,  -4i_ i  von  den  vorigen  nicht  verschieden  sein.  Es  sind 
demnach  jene  Gröfsen  eindeutige  analytische  Funktionen  von  z  allein, 
da  sie  durch  einen  beliebigen  Umlauf  dieser  Variabein  nicht  geändert 
werden,  und  da  sie  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  besitzen,  so 
sind  sie  rationale  Funktionen  von  *,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  denselben  Hilfsmitteln  können  wir,  wie  beiläufig  bemerkt 
werde,  eine  wesentliche  Erweiterung  unseres  Satzes  beweisen:  Es  sei 
K(Z)  die  Gesamtheit  oder  der  Körper  aller  analytischen  Funktionen, 
welche  auf  der  ganzen  einblättrigen  Kugelfläche  eindeutig  sind  und 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  auJserwesentlich  oder  wesentlich 
singularen  Stellen  haben,  deren  Funktionenelemente  also  auch  für  eine 
endliche  Anzahl  von  Stellen  (e  =  a)  unendlich  viele  negative  Potenzen 
von  {z  —  ol)  enthalten  können.  Dann  zeigt  man  genau  ebenso  wie 
vorher,  dafe  alle  und  nur  die  analytischen  Funktionen 

U=Ai>  +  A1u  +  A,u>  +-•-+  4,-n*—*, 
f&r  welche  die  n  Koeffizienten  At  dem  Körper  K(Z)  angehören,  auf 
der  w-blättrigen  Kugelfläche  9t  eindeutig  sind  und  nur  eine  endliche 
Anzahl  wesentlich  oder  auJserwesentlich  singulare  Stellen  besitzen. 


8* 
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Neunte  Vorlesung. 

Untersuchung  der  Gröfsen  des  Körpers  K (z,u).  —  Norm  und  Spur.  —  Darstellung 
aller  Gröfsen  von  K(z,u)  durch  eine  Basis.  —  Die  zu  einem  Systeme  (i£l\...ifty 
gehörige  Matrix  und  ihre  Determinante.  —  Systeme  mit  der  Determinante  NulL  — 
Theorie  der  Matrizen;  Addition  und  Multiplikation  derselben.  —  Die  Elementar- 
systeme. —  Hauptsatze  über  die  reciproken,  die  konjugierten  und  die  komplemen- 
tären Systeme.  —  Beziehung  zwischen  zwei  Basissystemen  fflr  den  Körper  Kfa  u).  — 
Die  Unterkörper  von  -K"(*,i*),  die  zugehörigen  Biemannschen  Kugeln1  achen  und 

ihre  Verzweigungspunkte. 

§1. 

Nachdem  wir  uns  in  der  vorigen  Vorlesung  überzeugt  haben,  dals 
die  algebraischen  Funktionen  des  Körpers  K{e}  u)  in  Bezug  auf  die  Rie- 
mannsche  Fläche  91  genau  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  die 
rationalen  Funktionen  des  Körpers  K(js)  in  Bezug  auf  die  einfache 
Kugelfläche  &,  wollen  wir  nun  die  Gröfsen  dieses  Körpers  K(z,  u) 
eingehend  untersuchen,  genau  ebenso,  wie  das  in  der  ersten  Vorlesung 
für  den  Körper  K{z)  geschah. 

Es  sei  U=<p(js,u)  eine  beliebige  GfröJse  dieses  Körpers,  dann 
entsprechen  den  n  irgend  einer  regulären  Stelle  (z  =  a)  zugehörigen  kon- 
jugierten Punkten  cr  ro  cr 

Vif  V*>  •  •  ->        -P» 

der  Biemannschen  Fläche  9t  auch  hier  n  konjugierte  Funktionenelemente 

tfOfc),   ffOW, .  • .,  ff»), 

welche  den  Wert  von  27  für  eine  endliche  Umgebung  des  betreffenden 
Punktes  darstellen,  und  zwar  ist  allgemein: 

?7(<ß,)-9>  (*>«($')). 
Wir  wollen  auch  diese  konjugierten  Funktionenelemente  kürzer  durch 

Di,    U%,...,Um 
bezeichnen.    Dieselben  sind  wiederum  die  n  konjugierten  Wurzeln  einer 
Gleichung  n*n  Grades: 

F(U,*)-{U-U1)(U-Ui)...(U-Un) 

=  Cr"  +  ^.-i(^)I7n-1+...  +  AW-0, 
deren  Koeffizienten  Ai{z)  offenbar  rationale  Funktionen  von  z  sind;  in 
der  That  sind  sie  ja  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  der 
n  konjugierten  Wurzeln  TTi  mit  abwechselnden  Zeichen,  also  symme- 
trische Funktionen  von  uu  . . .,  un. 
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§  1.    Untersuchung  der  Gräften  des  Körpers  K(zy  u).  H7 

Unter  diesen  n  symmetrischen  Funktionen  heben  wir  besonders 
die  letzte,  das  Produkt  aller  Wurzeln  Ut  hervor,  welche  wir  die 
Norm  von  U  nennen  wollen;  wir  bezeichnen  sie  durch  N(U)  und 
definieren  sie  durch  die  Gleichung: 

N(U)  -  U,Ut . . .  Un  =  (- 1)"4>(*)- 
Aus  dieser  Definition  der  Norm  ergeben  sich  sofort  für  zwei  Funk- 
tionen U  und  V  des  Korpers  die  Gleichungen: 


sowie  der  Satz,  dafe  die  Funktion  0  die  einzige  Funktion  des  Körpers 
ist,  deren  Norm  verschwindet.  —  Ferner  wollen  wir  die  Summe  der 
konjugierten  Wurzeln  TJi  die  Spur  von  U  nennen  und  durch  S(U) 
bezeichnen,  so  dafc  also 

^  flf(ü-)=Di+cr2+---+P»=-X-i(^) 

Jede  Funktion  U  des  Körpers  K(js,  u)  genügt  also  ebenso,  wie  u 
selbst  einer  Gleichung  nUn  Grades  mit  rationalen  Funktionen  von  e 
als  Koeffizienten.  Jedoch  braucht  diese  keineswegs  ebenfalls  irreduk- 
tibel  zu  sein.  Wählt  man  z.  B.  speziell  für  U  eine  rationale  Funktion 
von  b  allein,  setzt  also  ü  =  (p(z),  so  sind  alle  konjugierten  Funktionen 
Ulf  TJt, . . .,  Un  einander  gleich,  und  die  Gleichung  n*611  Grades  für  U 
wird  einfach:  F^  ^  _  (p_  ,,(*))*«  0, 

d.h.  ihre  linke  Seite  ist  die  n*6  Potenz  eines  Linearfaktors.  Ganz 
analog  zeigen  wir  allgemeiner,  dafs  diese  Gleichung  für  ein  beliebiges  U 
des  Körpers  sehr  wohl  in  Faktoren  niedrigeren  Grades  zerfallen  kann, 
dafe  diese  aber  immer  einander  gleich  sein  müssen. 

Es  sei  nämlich  U  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers  K(g,u)  und 
F(U)  =  F1(U)Fi(U)...Fh(U)  =  0 
die  Gleichung  für  U,  in  ihre  irreduktibeln  Faktoren  zerlegt.  Wir 
können  diese  Zerlegung  immer  wirklich  ausführen,  da  wir  ja  die  Glei- 
chung F(U,  £)  =  0  genau  ebenso  auflösen  können,  wie  die  ursprüngliche 
Gleichung  f(u, *)—<),  und  da  wir  aus  dem  Zusammenhange  der  zu- 
gehörigen Biemannschen  Kugelfläche  SR (U)  direkt  jene  irreduktibeln 
Faktoren  zu  finden  imstande  sind.  Die  n  konjugierten  Entwickelungen 
üly  U%y . . .,  Un,  welche  U  für  eine  beliebige  Stelle  {z  =  a)  der  un- 
abhängigen Variabein  zukommen,  müssen  sich  dann  ab  Wurzeln  auf 
jene  h  irreduktibeln  Faktoren  verteilen.  Es  sei  nun  die  zu  dem 
Punkte  ?($!  der  Flache  9t(t*)  gehörende  Wurzel  Ux  eine  der  Wurzeln 
der  irreduktibeln  Gleichung  JF1(?7)  =  0,   und   es  bedeute  U2   die    zu 
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irgend  einem  anderen  konjugierten  Punkte  $,  gehörige  Wurzel  der 
Gleichung  F(U)  =  0.  Dann  zeigt  man  leicht ,  dafs  auch  Ut  eine 
Wurzel  derselben  Gleichung  Ft(U)  =  0  sein  muls,  dafe  also  jener  eine 
irreduktible  Faktor  durch  jede  der  n  Entwickelungen  Ulf  Ut9 . . .,  Ua 
befriedigt  wird.  In  der  That,  denkt  man  sich  den  Punkt  Sßx  mit  dem 
unter  ihm  liegenden  Punkte  Sßj  durch  einen  ganz  auf  der  Riemannschen 
Flache  verlaufenden  Weg  verbunden,  was  ja  stets  möglich  ist,  und 
führt  auf  diesem  ut  in  w,,  also  auch  Ux  in  U%  über,  so  bleiben  bei 
dieser  Fortsetzung  die  in  z  rationalen  Koeffizienten  von  Ft(U)  un- 
geändert,  da  ja  die  unabhängige  Variable  z  einen  geschlossenen  Umlauf 
von  {z  =  a)  aus  ausfahrt.  Bei  jenem  Umlaufe  geht  also  aus  der  Gleich- 
ung F^UJ^O  die  andere  JP^l^-O  hervor,  d.h.  ü%  ist  auch  eine 
Wurzel  jener  irreduktibeln  Gleichung.  Hieraus  folgt  aber,  dafe  alle 
Wurzeln  irgend  eines  anderen  irreduktibeln  Faktors  JFa(i7)  =  0  auch 
Wurzeln  von  FX(U)  =  0  sind  und  umgekehrt,  d.  h.  dafe  für  die  Funk- 
tion nten  Grades  F(U),  wenn  sie  nicht  selbst  irreduktibel  ist,  stets  eine 
Zerlegung  von  folgender  Form  besteht: 

F(U)-(Ft(U)Y, 
wo  F1(U)  eine  irreduktible  Funktion  von  U  mit  rationalen  Koeffizienten 
ist,  deren  Grad  e  mit  n  offenbar  durch  die  Gleichung 

ef=n 
verbunden  ist    Es  ergiebt  sich  so  der  Satz: 

Jede  GröJüse  U  des  Körpers  K(e,  u)  genügt  einer  irreduk- 
tibeln Gleichung,  deren  Grad  entweder  gleich  n  oder  gleich 
einem  Teiler  e  von  n  ist 

§2. 
Wir  gehen  jetzt  zu  der  Darstellung  aller  Gröfsen  r\  des  Körpers 
K(z,  u)  über.    Wir  hatten  bereits  auf  S.  114  gezeigt,  dafs  jede  dieser 
Gröfsen  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form 

1)  V  a  Co  +  Ci»  +  W*  +  •  •  •  +  Ca-ltf1"1 

dargestellt  werden  kann,  in  welcher  Cq,  c^, . . .,  c„_i  rationale  Funktionen 
von  ss  sind.  Die  Koeffizienten  hatten  wir  damals  durch  die  Auflösung 
von  n  linearen  Gleichungen  bestimmt  Durch  Anwendung  der  Lagrange- 
schen Interpolationsformel  kann  man  aber  auch  jene  Darstellung  direkt 
hinschreiben.  Ist  nämlich  q  in  (1)  eine  ganze  Funktion  des  (n  —  l)*"1 
Grades  von  u}  welche  allgemein  für  u  —  ut  den  Wert  qj  besitzt,  so 
ist  nach  der  Lagrangeschen  Formel  identisch: 


«*-*i     f'fa)        *-*»    f'(Mt)^  «-"„    f'W 
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§  2.  Darstellung  aller  Gxöfßen  des  Körpers  durch  eine  Basis.  H9 

Die  rechte  Seite  ist  aber  eine  ganze  Funktion  (n  —  l)**11  Grades  in  w, 
deren  Koeffizienten  symmetrische  Funktionen  von  (%,...,  w«),  (%, . . .,  i}n)> 
also  rational  in  z  sind,  und  damit  ist  unsere  Aufgabe  vollständig  gelöst 
Wir  wollen  zuerst  noch  einen  anderen  Beweis  dieses  Satzes  geben, 
welcher  nicht  die  Kenntnis  der  n  Wurzeln  u*,  tf»,  • . .,  u»  der  Gleichung 
f(u,  e)  «*  0  voraussetzt.  Ist  zunächst  17  eine  ganze  Funktion  g(u) 
von  u,  aber  von  höherem  als  dem  (n  —  l)*611  Grade,  so  erhalt  man 
durch  einfache  Division  von  g(u)  durch  f(u)  eine  Gleichung: 

9(»)  =  9(u)f(u)  +  r(u), 
in    welcher    der    Best  r(u)    der  Division    eine    ganze  Funktion    von 
niedrigerem  als  dem  nten  Grade  mit  rationalen  Funktionen  von  z  als 
Koeffizienten  ist    Ist  also  u  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(u)  —  0,  so 
ist  wirklich         ,  \        ,  \  ,  ,  „1 

und  hiermit  ist  der  Satz  für  alle  ganzen  Funktionen  von  u  bewiesen. 
Ist  die  Funktion  r\  eine  beliebige  rationale  Funktion  von  tt,  so 
kann  sie  stets  als  Quotient 

11       h(u) 

zweier  ganzen  Funktionen  von  u  mit  rationalen  Koeffizienten  in  z 
dargestellt  werden,  und  wir  können  zweitens  voraussetzen,  dafs  h(u) 
durch  die  irreduktible  Funktion  f(u)  nicht  teilbar  ist,  denn  andernfalls 
würde  ja  der  Nenner  identisch  Null,  rj  also  für  jede  Wurzel  von 
f(u)  —  0  unendlich  grofs  sein.  Dann  besitzt  aber  der  Nenner  mit  der 
irreduktibeln  Funktion  f(u)  überhaupt  keinen  gemeinsamen  Teiler; 
man  kann  also  mit  Hilfe  des  sogenannten  Euklidischen  Verfahrens,  durch 
successive  Division  zwei  andere  ganze  Funktionen  von  u  so  bestimmen, 

**  f(u)f(u)  +  h(u)h(u)  =  l 

ist,  dafe  also  für  jede  Wurzel  von  f(u)  =  0 

h(u)  ■="  j-7-T 
v    '  Ä(u) 

ist     Also  ergiebt  sich  für  unsere  Funktion  17  die  Darstellung 

i-fg -*<•)*(«) 

als  ganze  Funktion  von  u,  und  diese  kann  wieder  durch  Division 
mit  f{u)  als  ganze  Funktion  r(u)  von  niedrigerem  als  dem  n**"  Grade 
dargestellt  werden,  und  damit  ist  jener  Satz  vollständig  bewiesen. 

Wir    können    dieses    Resultat    in    einer    Form    aussprechen,    in 
welcher  es  sofort  zu  einer  wichtigen  Verallgemeinerung  überleitet: 
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Jede  Funktion  r\  des  Körpers  K(js,  u)  kann  auf  eine  und 
auch  nur  auf  eine  Weise  ab  homogene  lineare  Funktion  der 
n  folgenden  Grölsen  desselben  Körpers 

1,    u,    w2,.--,«**"1 

mit  rationalen  Funktionen  d  von  0  ab  Koeffizienten  dargestellt 

werden. 
Aus   diesem   Grunde    nennt    man    die  n   Gröfsen   (1,  u,  u*, . .  .;«**~"1), 
welche  zur  Darstellung  aller  übrigen  Gröfsen  jenes  Bereiches  ausreichen, 
nach  Dedekind  eine  Basis  jenes  Körpers. 

Durch  die  Gleichung  (1)  ist  die  oben  gestellte  Aufgabe  in  ge- 
wissem Sinne  erledigt.  Aber  für  die  Erkenntnis  der  Eigenschaften 
der  Funktionen  des  Körpers  K(z,u)  ist  es  von  grofser  Wichtigkeit, 
möglichst  viele  verschiedene  Darstellungen  derselben  zu  kennen,  um 
aus  ihnen  die  für  den  jedesmaligen  Zweck  geeignetste  auszuwählen. 
Wir  werden  sofort  zeigen,  dafs  man  zur  Darstellung  aller  Grölsen  17 
aufser  dem  Systeme  (1,  w, . . .,  w**"1)  unendlich  viele  andere  Basissysteme 
finden  kann,  und  bei  jeder  speziellen  Aufgabe  über  die  Grölsen  des 
Bereiches  K(e9u)  spielt  die  geeignete  Wahl  der  Basis  etwa  dieselbe 
Rolle,  wie  die  günstigste  Wahl  des  Koordinatensystems  bei  einem 
Probleme  der  analytischen  Geometrie. 

Es  seien  nun 
2)  rp}    rfV, . . .,  ,00 

n  beliebige  rationale  Funktionen  von  u  und  0,  also  n  beliebige  Grölsen 
des  Körpers,  dann  gehört  jede  homogene  lineare  Funktion  derselben: 

2a)  71  =  qijW  +  (±71®  H h  CnTf«) 

mit  rationalen  Funktionen  von  0  ab  Koeffizienten  offenbar  demselben 
Körper  an,  aber  im  allgemeinen  wird  es  nicht  möglich  sein,  jede 
Gröfse  17  des  Körpers  in  dieser  Form  darzustellen.  Man  kann  aber 
leicht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  angeben,  dafs 
in  der  Form  (2a)  alle  Gröfsen  des  Körpers  K(/s}u)  enthalten  sind, 
dalfl  also  (rjW,  rjW, . . .,  q<»>)  ebenso  wie  das  System  (1,  w, . . .,  u*-"1) 
eine  Basis  von  K  (*,  u)  ist  Hierzu  führen  die  folgenden  allgemeinen 
Betrachtungen: 

Es  sei  wieder  (0  =  a)  eine  beliebige  reguläre  Stelle  von  0  auf  der 
einblättrigen  Kugelfläche  St  und 

die  zugehörigen  konjugierten,  d.  h.  genau  untereinander  liegenden 
Punkte  der  Kugelfläche  9t;  ferner  seien  allgemein: 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  2.   Die  zu  einer  Basis  gehörige  Matrix. 


121 


die  n  Potenzreihen,  welche  die  algebraischen  Funktionen  i?(*>  in  der 
Umgebung  jener  Stelle  darstellen.  Wir  bilden  dann  das  System  oder 
die  sogenannte  Matrix  ans  den  folgenden  n*  Elementen: 


(3) 


tf> 

tf> 

vm 

4» 

& 

€> 

.  .  rfl 


[n)\ 


■4P 


»(«> 


deren  Zeilen  diejenigen  Werte  sind,  welche  die  n  Funktionen  (17  W, . . .,  rfn)) 
in  den  n  konjugierten  Punkten  der  Flache  91  annehmen.  Diese  Matrix, 
welche  für  jeden  Wert  (g  =  a)  wohldefiniert  ist,  wollen  wir  die 
zu  (vfl\ . . .,  i^n>)  gehörige  Matrix  nennen.  Bilden  wir  nun  die 
Determinante  dieser  Matrix 


(3a) 


« 


(*)  I  = 


tf> 

,(»).. 

.!?(») 

rf? 

,<»>.. 

•^ 

,»' 

,<»> . . 

.,(-) 

deren  Zeilen  die  zu  iyW, . . .,  rfn)  gehörigen  konjugierten  Werte  in  den 
n  Blattern  der  Kugelfläche  sind,  so  ist  sie  eine  algebraische  Funktion 
yon  0,  welche  ebenfalls  auf  der  ganzen  Kugelfläche  9t  eindeutig 
und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  auch  stetig  ist.  Laust 
man  nun  die  Variable  0  auf  Ä  einen  beliebigen  Umlauf  machen,  so 
erfahren  die  n  konjugierten  Punkte  ($ß1;  Sß„  . . .,  Sß„)  auf  91  nur  eine 
gewisse  Permutation  (?ß,a, . . .,  Sß,n),  und  die  n  Horizontalreihen  unserer 
Determinante  werden  also  nur  in  gewisser  Weise  untereinander  ver- 
tauscht. Durch  eine  solche  Vertauschung  kann  aber  nur  das  Vorzeichen 
der  Determinante  geändert  werden.  Das  Quadrat  derselben,  also  die 
Funktion  ^ 

ist  wiithiTi  eine  algebraische  Funktion  yon  z,  welche  auf  91  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Polen  besitzt,  und  die  aufserdem  bei  keinem 
Umlaufe  der  Variabein  geändert  wird;  sie  ist  also  eine  rationale 
Funktion  von  ts. 

Zu   jedem    Systeme    von   n    beliebigen   Funktionen    des 

Korpers  K(z,u) 

4)  qW,    ij»,...,flW 

gehört  also  ein  System  oder  eine  Matrix  von  n'  Elementen 
(4a)  (i#>,  rf*\  . . .,  ^0)  (h  =  1,  2, . .  .,  n), 
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welche   für  jeden  Wert  (*  —  a)  vollständig  definiert  ist,  und 

deren  Determinante 

(4b)  |tf)| 

die  Quadratwurzel  aus  einer  bestimmten  rationalen  Funktion 
von  z  ist.  Das  System  (4a)  soll  die  zu  (17W, . . .,  i?(*>)  ge- 
hörige Matrix,  die  Determinante  1^1  die  zu  dieser  Matrix 
gehörige  Determinante  genannt  werden. 

So   gehört  z.B.  zu  der  vorher  betrachteten  Basis  (1,  w,  w*, .  •  •; tfn""1) 
die  Matrix 


(tt*-1)  (Ä,fc  =  l,2,  ...,n), 


und  die  Determinante  derselben  ist  einfach  die  Quadratwurzel  aus  der 
Gleichungsdiskriminante 

welche  in  der  That  eine  rationale  Funktion  von  z  allein  ist. 

Nun  besteht  der  folgende  Fundamentalsatz,  durch  den  unsere 
Aufgabe  in  ihrem  weitesten  Umfange  gelöst  wird: 

Ein  System  (*/l>,  rf*\  . . .,  rf^)  ist  dann  und  nur  dann  eine 
(I)  Basis  für  den  Körper  K(z,  w),  wenn  seine  Determinante  I17WI 

nicht  identisch  verschwindet. 

Ist  nämlich  (rfll\ . . .,  ijW)  ein  System  von  nicht  verschwindender 
Determinante,  und  17  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers,  so  kann 
man  genau  durch  das  auf  S.  114  angewandte  Verfahren  n  rationale 
Funktionen  ck(z)  von  z  eindeutig  so  bestimmen,  dafs: 

(5)  ij  =  c1^1)  +  cii?W+---  +  cn^) 

ist.  Sind  nämlich  wieder  %, . . .,  1?«  die  n  zu  tylf  Sßa, . . .,  Sß«  gehörigen 
Funktionenelemente  von  17,  so  ergeben  sich  aus  (5)  für  5ßj, . . .,  Sß«  die 
Gleichungen: 

(5a)  : 

und  aus  ihnen  bestimmen  sich,  da  nach  der  Voraussetzung  die  Deter- 
minante I  q(*>  I  von  Null  verschieden  ist,  die  Koeffizienten  ^, . . .,  cH  ein- 
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deutig;  dieselben  ergeben  sieb  aber  als  rationale  Funktionen  von  z  allein, 
weil  man  genau  wie  a.  a.  0.  nachweisen  kann,  dafe  dureb  einen  beliebigen 
Umlauf  der  Variabein  z  die  obigen  n  Gleichungen  nur  in  ihrer  Reihen- 
folge vertauscht  werden,  so  dafe  also  ihre  Lösungen  dieselben  bleiben. 
Ist  ifl\ . . .,  rf*)  ein  solches  System,  dessen  Determinante  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  besitzt  also  auch  die  Gleichung 

eine  und  nur  eine  Losung,  es  müssen  nämlich  die  rationalen  Koeffi- 
zienten Cy}e^y . ,  .yCn  sämtlich  gleich  Null  sein. 

Sei  nun  zweitens  die  Determinante  I  rf^  1  =  0,  so  kann  man  da- 
gegen n  rationale,  nicht  sämtlich  verschwindende  Funktionen  d(z) 
so  bestimmen,  dafs: 
(6)  W&  +  c^qW  +  •  •  •  +  Mw  —  0 

ist  Bildet  man  nämlich  diese  Gleichung  für  die  n  konjugierten  Punkte 
?i>  $s>  -  •  •;  tym  s0  erhalt  man  die  n  linearen  homogenen  Gleichungen: 

(6»)  cl^1>  +  ^i?i*>+---+Min)  =  0  (Ä  =  l,2,...,n), 

welche,  da  ihre  Determinante  nach  der  Voraussetzung  Null  ist,  stets  durch 
nicht  verschwindende  Funktionenelemente  befriedigt  werden  können. 
Auch  in  diesem  Falle  sind  die  et  rational  aus  den  Elementen  rjW  zu- 
sammengesetzt, aber  jene  homogenen  Gleichungen  besitzen  mehr  als 
eine  Lösung,  und  man  kann  daher  nicht  auf  die  frühere  Weise  zeigen, 
dafe  jene  Koeffizienten  bei  keinem  Umlaufe  der  Variabein  eine  Änderung 
erfahren,  und  in  der  That  besitzen  jene  Gleichungen  auch  gewisse  nicht 
rationale  Lösungen.  Jedoch  kann  man  leicht  zeigen,  dafs  man  auch 
stets  eine  rationale  Lösung  jener  n  Gleichungen  finden  kann,  wenn 
man  nur  irgend  eine  nicht  rationale  Lösung  derselben  kennt  Es  sei 
(Ci,  %, . .  .,cn)  irgend  eine  Lösung  jener  n  Gleichungen,  und  c„  sei 
sicher  von  Null  verschieden.  Dividiert  man  dann  mit  c»  durch  und 
setzt  zur  Abkürzung 


-  =  ?«>  (t-lf* n-l), 


so  befriedigen  die  n  —  1  Funktionenelemente  y&\  . . .,  y<"-~ *>  die  n  Glei- 
chungen: 

(7)  yd)^)  +  •  •  •  +  yO-D^-l)  +  ,(■>  =  0      (Ä  - 1,  2,  .  .  .,  *). 

Angenommen  nun,  diese  Elemente  y(0  gehörten  nicht  sämtlich  zu 
rationalen  Funktionen  von  z,  so  ändern  sie  sich  bei  gewissen  Umläufen 
der  Variabein  z,  und  es  seien 
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alle  verschiedenen  Elementensysteme,  welche  sich  bei  beliebigen  Um- 
läufen der  Variabein  überhaupt  ergeben.  Dann  befriedigen  sie  alle 
die  n  Gleichungen  (6a),  d.  h.  es  ist  allgemein  für  l  =  1,  2, . . .,  v 

(7a)   ^«>  + jf>^+--.+^-^--«  +  ip-o (*:!;;;;;;;;), 

denn  bei  einem  jeden  solchen  Umlaufe  ändern  sich  ja  die  Elemente 
(r}&\  . . .,  ijW)  nur  so,  dals  die  Reihenfolge  der  Gleichungen  verändert 
wird.  Summiert  man  also  jede  einzelne  dieser  n  Gleichungen  für  alle 
Koeffizientensysteme  yl  von  l  —  1,  2, . . .,  v,  so  ergiebt  sich 

wenn  zur  Abkürzung  die  (n  —  1)  Summen 

(7b)  2jf»-r1,...,2»i-,»-r^1 

1=1  1 

gesetzt  werden.  Also  besitzen  die  n  zu  Grunde  gelegten  Gleichungen 
(6  a)  auch  die  Lösung 

i\,  r2, . . .,  rm— i,  v, 

und  von  diesen  ist  die  letzte  Gröfse  v  sicher  von  Null  verschieden,  und 
alle  anderen  Elemente  1"/  sind  rationale  Funktionen  von  ts  allein.  In  der 
That  ändern  sich  z.  B.  in  der  Summe  (7  b)  für  f\  die  v  konjugierten 
Summanden  yjf>,  yf  >, . . .,  yW  bei  jedem  Umlaufe  von  0  höchstens  so, 
dafs  sie  sich  untereinander  vertauschen,  also  bleibt  ihre  Summe  l"t  bei 
jedem  solchen  Umlaufe  ungeändert 

Es  existieren  also  in  der  That  stets  n  rationale,  nicht  sämtlich 
verschwindende  Koeffizienten  c^,  c^, . . .,  c„,  für  welche  die  Gleichung: 

fifJ(l)H h  cVn>  =  0 

befriedigt  wird;  ist  also  z.B.  c»>0,  so  kann  ijW  durch  die  n  — 1 
übrigen  Elemente  i/1), . . .,  rfr—1)  in  der  Form: 

homogen  und  linear  dargestellt  werden.  In  diesem  Falle  ist  also  die 
Gesamtheit  aller  homogenen  linearen  Funktionen  von  (ijW,  ijW, . .  .  ifi*)) 
mit  der  Gesamtheit  aller  homogenen  Funktionen  von  (ijW,  ip>,  •  •  •>  q^""1)) 
identisch. 

Ein  Körper  K(js,  u)  von  der  nton  Ordnung  kann  nun  sicher  nicht 
durch  eine  Basis  von  nur  (n  —  1)  Elementen  vollständig  dargestellt 
werden.    In  der  That,  bilden  wir  die  (n  —  1)  Produkte 

urjM,    urf2\  . . .,  w^n-1>, 
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welche  alle  zu  K(*>  u)  gehören,  so  muteten  sie  alle  durch  (rfl\  . . .,  ijO1-1)) 
homogen  und  linear  darstellbar  sein;  es  bestünden  also  (n  — 1)  Glei- 
chungen: 

urf»     «=  cnrP  +  Cnrfto  H h  clÄ_i  i/"-1) 

ui/*>      -  ^flO)  +  <faq»  +  •  •  •  +  ^-ii/—1* 

und  wenn  man  die  links  stehenden  Glieder  auf  die  rechte  Seite  schafft, 
so  erhielte  man  für  die  (n  —  1)  Elemente  rfx\  . . .,  ^"— *>  die  (n  —  1) 
linearen  Gleichungen: 

«W-Ml^    +  *-i,f  ^  +  •  •  •  +  («— M-i-iO tf—1*  -  0. 
Diese  können  aber  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn  entweder  alle 
Elemente  17W, . . .,  ijO»— *>  Null  sind,  was  nicht  der  Fall  ist,  oder  wenn 
die  aus  den  (n  —  1)'  Koeffizienten  gebildete  Determinante  verschwindet 
Es  müfste  also  u  die  Eigenschaft  haben,  dafe: 


C|t,  Cß — W,  .  .  .  Cftn— 1 


.0 


£«-1,1,        Gl— 1,2;    .  .  .  Cn— 1,»  — l  — tt 

ißt    Durch  Entwickelung  dieser  Determinante  ergiebt  sich  dann  aber 
für  u  offenbar  eine  Gleichung  (n  —  l)*611  Grades 

*»- »  +  cu,**-  *  +  •••  +  CoÄ0 
mit  rationalen  Koeffizienten,  und  dies  ist  unmöglich,  weil  u  nach  der  Vor- 
aussetzung die  Wurzel  einer  irreduktibeln  Gleichung  des  n***  Grades 
ist    Damit  ist  also  unser  Satz  (I)  in  seinem  vollen  Umfange  bewiesen. 

§3. 

Wir    wollen   jetzt    die    verschiedenen,   zu   einem   und   demselben 
Körper  K(#,u)  gehörigen  Basissysteme 

(flt»,...*W),     (£«,...  £<»>),... 
untersuchen   und  die  Beziehungen  aufdecken,  welche  zwischen  ihren 
Elementen   bestehen.     Die  hier  sich  ergebenden  Resultate  bilden  die 
Grundlage  für  die  weitere  Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen 
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und  der  Abelschen  Integrale.  Sie  können  aber  erst  dann  wirklich 
einfach  ausgesprochen  werden,  wenn  wir  imstande  sind,  mit  den 
oben  eingeführten  Systemen  oder  Matrizen  (17W)  von  n*  Elementen 
ebenso  leicht  und  einfach  zu  rechnen  wie  mit  gewöhnlichen  Zahlen. 
Aus  diesem  Grunde  wollen  wir  in  diesem  Abschnitte  auf  die  Systeme 
oder  Matrizen 


(«i)- 


^12; 
6*8 ; 


Cm 
Cin 


„  Cnlf      Cniy  •  •  *Cnti  , 


von  n*  beliebigen  Elementen  und  auf  das  Rechnen  mit  ihnen  eingehen. 
Wir  wollen  mitunter  die  n  Elemente  (cn,  c,i, . . .  cin)  einer  t*"1  Hori- 
zontalreihe oder  Zeile  zusammen  durch  Hi  und  analog  die  Elemente 
(ei*,  Ctk,  •  •  -,  cnk)  einer  fc*611  Vertikalreihe  oder  Kolonne  zusammen  durch  Vk 
bezeichnen,  so  dafs  ein  solches  System  auch  in  einer  der  beiden 
folgenden  Arten  geschrieben  werden  kann: 

-(Ä)  =  (F<)  (M=l,2,...n) 

Wir  können  zwei  solche  Systeme  (cn)  nnd  (d4*)  nun  durch  Operationen 
miteinander  verbinden,  welche  mit  denen  der  Addition  und  der  Multi- 
plikation sehr  nahe  verwandt  sind,  und  welche  wir  daher  auch  als 
Addition  und  als  Multiplikation  oder  Komposition  der  Systeme 
bezeichnen  wollen. 

Sind  (c/t)  und  (dik)  zwei  beliebige  Systeme,  so  wollen  wir  unter 
ihrer  Summe  (slJfc)  =  (d)  +  (dik)  das  System 

<ii  +  diu    <h*  +  di*>  •  •  •  ci*  +  <*in 


(**)= 


Ai  +  <kii    c«j+  dnj, ..  .cmn+  dnn 
verstehen,  dessen  Elemente 

8gh   ö   Cgh   +   dgh 

sind;  die  Systeme  (c,*)  und  (dik)  nennen  wir  die  Summanden.  Offenbar 
ist  die  Reihenfolge  der  Summanden  in  einer  Summe  vertauschbar. 

Unter   dem  Produkte   zweier  Systeme    oder   Matrizen   von 
n*  Elementen 


(cn)  - 


ul2 


^22 


>  Cnl     Cft2  •  •  •  Cnn  t 


id, 


und     (<fo) > 


dm\ 

d8l     dj2  . . .  d%% 


li 


*u 


dHl     dn* 
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wollen  wir  dagegen  dasjenige  System  (eik)  verstehen,  dessen  n*  Elemente 
mit  den  Elementen  (<?;*}  und  (dlk)  durch  die  folgenden  Gleichungen 
zusammenhangen : 

n 

(1)  egk  =  ^t  egidik  —  Cgidik  +  Cgid^  -\ h  cgndnk. 

Man  erhalt  also  das  Element  egk  des  Produktes,  wenn  man  die  Elemente 
der  g***  Horizontalreihe  des  ersten  Faktors  (cik)  mit  den  ent- 
sprechenden Elementen  der  Äten  Vertikalreihe  des  zweiten  Faktors 
multipliziert,  und  diese  n  Produkte  addiert;  es  kann  daher  ein  Element 
eik  als  das  symbolische  Produkt  (flj  •  Vk)  der  Elemente  der  i*611  Zeile 
von  (cik)  und  der  W**  Kolonne  von  (dik)  bezeichnet  werden.  Wir 
wollen  diese  Beziehung  durch  die  Gleichung 

(la)  (ft*)  (*»)-(**) 

oder  durch  die  Gleichung 

(^)(F.')-(ÄW) 
ausdrücken. 

Bier  erkennt  man,   dafs   bei    dem  Produkt  zweier  Matrizen  die 
Reihenfolge  der  Faktoren  nicht  gleichgiltig  ist,  weil  die  Horizontal- 
reihen des  ersten  Faktors  mit  den  Vertikalreihen  des  zweiten  ver- 
bunden werden;  das  Verfahren  ist  also  unsymmetrisch  in  Bezug  auf 
die  beiden  Faktoren.    So  ist  z.  B.  für  zwei  Systeme  von  je  4  Elementen 
(a  b\  (a  ß\  _  tau  +  by}  aß  +  bd\ 
\c  d)  \y  d)       \ca  +  dy,  cß  +  dSJ 
(a  ß\(a  b\       (aa  +  cß,  ba  +  dß\m 
\y  d)\c  di       \ay  +  cd,  by  +  dd)' 
die  beiden  Produkte   sind   also   vollständig  verschieden.     Wir  wollen 
daher  die  vordere  und  die  hintere  Komposition  eines  Systems  (c**) 
mit  einem  anderen  (da)  genau  unterscheiden. 

Bildet  man  die  Determinante  [eik\  dieses  komponierten  Systems, 
so  ist  sie  nach  dem  Multiplikationssatze  für  die  Determinanten  gleich 
dem  Produkte  der  Determinanten  \cik\  und  \dik\]  die  symbolische 
Gleichung  (la)  zwischen  den  Matrizen  (cik)  und  (dik)  und  ihrem 
Produkte  (eik)  bleibt  also  richtig,  wenn  man  von  den  Systemen  zu 
ihren  Determinanten  übergeht,  d.  h.  es  ist 

(2)  |4*|-|4r*|-|*i|. 

Wir  wollen  die  Multiplikation  oder  Komposition  der  Systeme 
zuerst  an  einigen  einfachen  Beispielen  erläutern,  von  denen  wir  im 
folgenden  Gebrauch  machen  werden.  Das  einfachste  unter  allen 
Systemen  ist  das  sogenannte  Einheitssystem 
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(1) 


1  0  0...01 
0  1  0...0 
0  0  1...0 

0  0  0...1 


-<'<>>  C"::^)' 


dessen  Diagonalelemente  alle  gleich  Eins  sind,  während  alle  übrigen 
den  Wert  Null  haben.  Man  überzeugt  sich  durch  Ausführung  der 
Komposition,  daJs  für  ein  beliebiges  System  (c,*) 

dafs  also  ein  beliebiges  System  (ca)  ungeandert  bleibt,  wenn  man  es 
vorn  oder  hinten  mit  dem   Einheitssysteme   komponiert.     Setzt  man 

so  ist  für  jedes  Element 

q-e-  d,  und  das  Entsprechende  gilt  für  die  vordere  Komposition.  End- 
lich zeigt  eine  einfache  Überlegung,  welche  dem  Leser  überlassen 
bleibe,  daJs  auch  umgekehrt  ein  System,  durch  dessen  Komposition 
jedes  andere  System  ungeandert  bleibt,  notwendig  das  Einheitssystem 
ist.  Dieses  System  spielt  also  in  der  Theorie  der  Systeme  vollständig 
die  Bolle  der  Zahl  Eins  in  der  elementaren  Arithmetik. 

Wir  vertauschen  nun  in  dem  Einheitssystem  irgend  zwei  Vertikal- 
reihen Vi  und  Vk,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  zwei  Horizontalreihen 
Hi  und  Hkf  und  erhalten  so  z.B.  für  (<  —  1,  Ä  =  2)  ein  zweites 
Elementarsystem 


Et> 


(0 
1 
0 


1 
0 
0 


0. 
0. 

1. 


.0) 

.0 

.0 


0    0    0...1 


welches  von  der  dritten  Zeile  ab  vollständig  mit  dem  Einheitssysteme 
übereinstimmt.  Ein  solches  System  heilst  ein  Vertauschungs- 
system,  weil  für  dieses,  wie  man  sich  durch  die  Ausführung  leicht 
überzeugt,  in  unserem  Beispiel  die  EompoBitionsgleichungen  bestehen: 

(«i)(^)-(Ffl  F„  F8,...F„) 
(E1)(ctk)^(H,}H1)E,9...Hn)} 

d.  h.  durch  hintere  Komposition  mit  Ex  werden  zwei  Vertikalreihen  F, 
und  V%}  durch  vordere  Komposition  zwei  Horizontalreihen  Ht  und  fl, 
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vertauscht,   und  das  Entsprechende  gilt  für   die   allgemeineren  Ver- 
tauschungssysteme. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  dafis  aniser  den  Diagonalelementen  in 
dem  Einheitssysteme  noch  ein  einziges  anderes  Element,  etwa  dn  =  g, 
Ton  Null  verschieden  ist.  Dann  erhalten  wir  ein  neues  Elementar- 
system: 

1     g    0...<T 

0     1    0...0 
0    0    1...0 


E,~ 


0    0    0, 


und  eine  leichte  Rechnung  zeigt  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichungen: 
(Bü(fts)  -  (#i  +  9%,  Hi>  H„...  En). 


Also   durch   hintere   Komposition  mit  einem  Elementar- 
system i?j  wird  das  jr-fache  einer  Vertikalreihe  zu  einer  anderen 
addiert,  und  das  Entsprechende  ist  bei  vorderer  Komposition 
für  die  Horizontalreihen  der  FalL 
Wir   betrachten  'endlich  das   System  E5,  welches   man  aus  dem 
Einheitssystem  dadurch  erhalt,   dafs  man   eins  der  Diagonalelemente, 
etwa  das  ***  Element,  durch  eine  beliebige  Gröfse  X  ersetzt    Es  ist 
also  z.  B.  für  %  —  1 

(X     0    0...0 

0    1    0...0 
0    0    1...0 


*■ 


0    0    0 


Komponiert  man  ein  System  (<%»)  hinten  (oder  vorn)  mit  einem  solchen 
System,  so  ergiebt  sich,  dafs  dadurch  nur  seine  ite  Vertikalreihe  (oder 
Horizontalreihe)  mit  X  multipliziert  wird;  es  ist  also 

(cik)(E9)-(ri,...xr<,...Vn) 
(E9)  (cik)  —  (Hl} . . .  XHi} . . .  H„). 

Zu  jedem  Systeme  (c,*)  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
gehört  ein  sogenanntes  reciprokes  System  (c'ik),  welches  mit  jenem 
bekanntlich  durch  die  n*  Gleichungen  verbunden  ist: 

CnCn  +  CiiC?u-i h  *»<£*  =  *«     (t,fc-l,  S, . .  .  n), 

Hemel  u-  Landsberg,  AlgebnJiche  Punktionen  etc.  9 
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wo  wieder  dik  — ■  0  für  %  ^  Je,  du  =  1  ist.  Mau  findet  dasselbe  bekannt- 
lich, wenn  man  die  n*  Unterdeterminanten  der  (n  —  l)*6*  Ordnung 
von  (dk)  bildet  und  jede  durch  die  Determinante  dividiert.  Wir  fassen 
diese  n'  Gleichungen  jetzt  in  die  eine  ihnen  offenbar  äquivalente 
Gleichung  zusammen: 

(3)  Mwo-a), 

d.h.  das  reeiproke  System  zu  (ciJt)  ist  dasjenige,  welches  mit 
(pik)  vorn  komponiert  das  Einheitssystem  ergiebi 

Geht  man  in  der  Gleichung  (3)  zu  den  Determinanten  über,  so  ergiebt 

sich  der  bekannte  Satz: 

\cik\  •  14*1  =  1, 

die   Determinante   des  reeiproken  Systems    ist    der  reeiproke 

Wert  der  Determinante  des  ursprünglichen  Systems. 
Da  somit  auch  das  System  (cik)  eine  von  Null  verschiedene  Determinante 
hat,  so  gehört  auch  zu  ihm  ein  reeiprokes  System;  wir  bezeichnen 
dasselbe  vorlaufig  durch  (<;'*).  Multipliziert  man  dann  die  obige  Glei- 
chung (3)  hinten  mit  (C{k)  und  beachtet,  dafa  (c5*)  (c'!k)  =  (1)  ist,  so 
folgt  aus  ihr: 

(flu)  -  («W, 

das  reeiproke  System  des  reeiproken  Systems  ist  also  wieder 

das  ursprüngliche  System. 
Ersetzt  man  daher  in  der  Grundgleichung  (3)  (cu)  durch  (<fik)  also  (c!*) 
durch  (ci*))  so  folgt  aus  ihr 

Wi)(«i)-a)-(«i)Wi)» 

d.h.  reeiproke  Systeme  sind  miteinander  vertauschbar. 
Sind  (dk)  tind  (da)  zwei  beliebige  Systeme  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante,  so  besitzt  jedes  von  ihnen  ein  reeiprokes  System 
(ci»)  und  (d[k)9  aber  dasselbe  gilt  auch  von  ihrem  Produkte 

weil  auch  dessen  Determinante  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat. 
Ist  (e'ik)  das  zu  (eik)  reeiproke  System,  so  beweist  man  leicht,  dafii 

(4)  (4)-(<%)(<«i) 

ist.    In  der  That  ist  dann  nämlich 

(**)  (««  -  («»)  (*»)  (fPa)  (<**)  -  («»)  (dt)  -  (1), 
und   das   Entsprechende   gilt   offenbar  für  das  Produkt  von  beliebig 
vielen  Faktoren.    Es  besteht  also  der  Satz: 

Ist  ein   System   (clt)   von   nicht  verschwindender  Deter- 
minante aus  mehreren  anderen  (c,*),  (<?<*), . . .  komponiert,  so  ist 
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das  reciproke  System  (e&k)  aas  den  reciproken  Systemen 
(<£*)>  (ß'a), . . .,  aber  in  umgekehrter  Reihenfolge,  zusammen- 
gesetzt 

Die  reciproken  Systeme  kann  man  benutzen,  um  eine  lineare 
Gleichung  für  ein  System  vollständig  aufzulösen.  Soll  nämlich  ein 
System  (xik)  so  bestimmt  werden,  dafs 

(4*)(«rj)-(4») 
ist,  und  ist  |  cik  |  ^  0,   so   folgt  durch  vordere  Komposition  mit  (cS*) 
dieAnfUfeung  W"Wi)(*0, 

und  durch  sie  ist  jenes  System  (xik)  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  es  giebt 
ein  und  nur  ein  System  (#,-*),  welches  dieser  Gleichung  genügt.  Speziell 
folgt  hieraus  für  (dik)  «=  (1),  dals  jedes  System  (cik)  von  nicht  ver- 
schwindender Determinante  ein  und  nur  ein  reciprokes  System  (cjt) 
besitzt. 

Diese  Thatsache  benutzen  wir  zum  Beweise  eines  letzten  Satzes 
über  reciproke  Systeme,  den  wir  im  folgenden  gebrauchen  werden. 
Es  verfalle  ein  System  in  mehrere,  z.  B.  in  zwei  Partialsysteme,  d.  h.  es 
sei  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung: 

.(hhO  ...0 


(««) 


<*hi 
0 


ahh  0  ...  0 

0        &A+1,A  +  1   •  •  -^A+l,« 


~(Ä0) 

\0  BJ7 


ß    ...0     l^h+1 

dann  ist  die  Determinante  desselben  gleich  |  A\  \B\\  ist  also  die 
Determinante  des  ganzen  Systems  von  Null  verschieden,  so  gilt  das 
Gleiche  von  den  Determinanten  seiner  beiden  Partialsysteme;  zu  jedem 
von  diesen  existiert  also  ein  und  nur  ein  reciprokes  System  (A!)  und  (B1), 
welches  man  in  der  oben  angegebenen  Art  findet;  dann  erkennt  man 
leicht,  dafs 


(A'>  °)  » 

\0,  B'J 


a'n  ... ai*  0 


0 


ai, . . .  aj*  0  ...  0 

0     ...0      &i+M+l  ...6i+l,n 


.0      ...0       Vn,k+1 


X, 
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das  zu  (  0  2?)  recipr°ke  System  ist,  denn  die  Ausführung  der  Kom- 
position ergiebt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichung: 

(^)(6?)-tt  ?)-«• 

Zerfallt  also  ein  System  von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante in  zwei  oder  mehrere  Partialsysteme,  so  zerfallt  das 
reciproke  System  in  gleicher  Weise,  und  zwar  besteht  es  aus 
den  reciproken  Partialsystemen. 
Zu  jedem  Systeme  (cik)  gehört  ein  anderes,  das  sogenannte  kon- 
jugierte System 


(**)< 


^ii     <?i  •  •  •  4»i 


welches  aus  (dt)  einfach   dadurch  hervorgeht,   dafs  man  seine  Hori- 
zontalreihen mit  seinen  Vertikalreihen  vertauscht.    Es  ist  also 

Aus    der  Entstehungsart  des   konjugierten,    aus    dem    ursprünglichen 
Systeme  folgen  unmittelbar  die  Sätze: 

1)  Die  Determinante  des  konjugierten  ist  gleich  der 
Determinante  des  ursprünglichen  Systems, 

denn  die  Determinante  bleibt  ja  bei  der  Vertauschung  der  Zeilen  mit 
den  Kolonnen  ungeandert. 

2)  Das  konjugierte  System  zu  dem  konjugierten  Systeme 
(ftt)  ist  wieder  das  ursprüngliche  System. 

Ist  wieder  («.)  -  («0  (**) 

das  Produkt  zweier  Systeme,  so  dafs  also  jedes  Element 

ist,  und  sind  (ca),  (et*),  (e**)  die  konjugierten  Systeme,  so  ist 

also  ist  A       _  * 

(5)  (*.*)  =(**)(*")> 

d.  h.  es  besteht  wieder  der  Satz: 

3)  Das  konjugierte  System  eines  Produktes  ist  gleich 
dem  Produkte  der  konjugierten  Systeme  seiner  Faktoren  in 
umgekehrter  Reihenfolge. 
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Ist  endlich  (cik)  ein  System  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante, (cu)  das  reciproke  System,  so  wollen  wir  das  konjugierte  des 
reciproken  Systems,  also  (c'u)  das  komplementäre  System  zu  (cik) 
nennen  und  kürzer  durch  (£•*)  bezeichnen.  Dasselbe  entsteht  also  aus 
dem  reciproken  Systeme  durch  Vertauschung  der  Zeilen  mit  den 
Kolonnen,  oder  offenbar  auch  aus  dem  konjugierten  Systeme  (cik)  von 
(cik)  durch  Übergang  zum  reciproken  Systeme.  Komplementäre  Systeme 
haben  also  reciproke  Determinanten.  Das  komplementäre  System  zu 
(cik)  ist  offenbar  wieder  das  ursprüngliche  System.     Ist 

so  folgt  zunächst  durch  Übergang  zum  reciproken  Systeme  nach  (4) 

und  dann  durch  Übergang  zu  den  konjugierten  Systemen  nach  (5) 
oder  (3»)-(7«)(5i.) 

es  besteht  also  der  Satz: 

4)  Das  komplementäre  System  eines  Produktes  von  zwei 
oder  mehreren  Faktoren  ist  gleich  dem  Produkte  der 
komplementären  Systeme  in  ungeänderter  Reihenfolge. 

§4. 

Die  im  vorigen  Abschnitt  gefundenen  Resultate  benutzen  wir  jetzt, 
um  die  Beziehung  zwischen  zwei  Basissystemen  des  Körpers  K{z,  u) 
einfach  auszusprechen.    Es  seien 

0/D,  tf>, . . .  ?<»>)     und     (£W,  £<»>, . . .  £(">) 
zwei  Systeme  von  je  n  Grölsen  des  Korpers  K(e}  u)   und  wir  wollen 
annehmen,  dafs  die  n  Elemente  f w  durch  das  erste  System  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  darstellbar  sind.    Dann  bestehen  n  homogene  lineare 

Gleichen**:  tf»  -  W>  +  W>  +  -+  W"> 

(i)  : 

$<»)  _  6,^(1)  +  hna  V»  +  •  •  •  +  6.«  fl«, 
oder  kürzer  geschrieben: 

A 

in  denen  die  Substitutionskoeffizienten  &,Ä  rationale  Funktionen  von  z 
sind.    Ist  wieder   (js  — >  a)   eine  beliebige  reguläre   Stelle  von  *,   sind 
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Sß17  Sßj, . . .  SßÄ  die  zugehörigen  konjugierten  Punkte  der  Kugelflache  91, 
und  sind  allgemein 

die  konjugierten  Funktionenelemente  von  £w  ^^1  ^(*)  fßj.  jene  Stelle 
so  gelten  die  Gleichungen  (la)  für  alle  diese  n  Punkte,  und  man 
erhalt  so  die  n%  Gleichungen: 

(lb)  tf'-J^lft  &*-!.«.  ■•.»> 

Ä=l 

durch  welche  die  n*  Elemente  der  Matrix  (f^)  durch  die  n*  Elemente 
der  Matrix  rfp  mit  Hilfe  der  n*  Elemente  des  Substitutionssystems 

&n     &21  . . .  bHl ' 
bu     bn  . . .  &„* 


(lc)  (»,*)■ 


hn     b*n  •  •  •  & 


'fin 


ausgedrückt  werden. 

Unter  Anwendung  der  im  vorigen  Paragraphen  erklärten  Bezeich- 
nung können  wir  nun  die  in  den  Gleichungen  (lb)  ausgedrückte  Be- 
ziehung zwischen  den  Elementen  der  Matrizen  (fjjf)  und  (^A))  in  sehr 
eleganter  Form  aussprechen.  Sie  können  nämlich  durch  die  eine 
Gleichung 

(2)  («W-OWCW 

ersetzt  werden,  wenn  unter  dem  Substitutionssysteme  (bgh)  ein  für  alle- 
mal das  in  (lc)  ausführlich  hingeschriebene  System  verstanden  ist. 
Multipliziert  man  nämlich  die  Elemente  der  ßton  Horizontalreihe 

(1#>,1?W,...1?W) 

der  Matrix  (??(?>)  mit  den  entsprechenden  Elementen  Q>gl,  bg%} . . .  &,„) 
der  g**n  Vertikalreihe  des  Substitutionssystems  (bgk)  und  addiert  jene 
Produkte,  so  lehrt  die  Gleichung  (lb),  dafs  man  das  Element  gj^  der 
Matrix  (ffl)  erhält.  Wir  können  also  dieses  Resultat  in  dem  folgenden 
Satze  einfach  aussprechen: 

Sind  die  Elemente  (g(1),  .  .  .  g(<>))  durch  das  System 
(rfü, . . .  rjW)  darstellbar,  so  ist  die  zugehörige  Matrix  ($*) 
gleich  der  Matrix  (v^)  multipliziert  mit  dem  Substitutions- 
systeme (bgh). 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  6.  Die  Teiler  des  Körpers  Z(f,u).  135 

Geht  man  in  der  Kompositionsgleichung  (2)  zu  den  Determinanten 
tlber,  so  ergiebt  sich: 

(2a)  W"\vT\'\h 


9h\> 

d.  k  die  Determinante  des  Systems  (f(1),  . . .  t{n))  ist  gleich  der 
Determinante  von  (ij(1), . . .  rfty  multipliziert  mit  der  Substitu- 
tionsdeterminante  \bgh\. 

Wir  ziehen  aus  diesem  wichtigen  Resultate  zunächst  einige  Fol- 
gerungen: Bildet  das  System  (ifl\  . . .  1?(*>)  eine  Basis  für  den  Körper 
K(s,  t*),  so  ist  jedes  andere  System  (£(l), . . .  £(n))  durch  dasselbe  dar- 
stellbar, und  außerdem  ist,  nach  dem  im  vorigen  Abschnitt  bewiesenen 
Fundamentalsatze,  seine  Determinante  I  vf*)  I  stets  von  Null  verschieden. 
Also  ißt  die  zu  (£a), . . .  £(n))  gehörige  Determinante  |  ffl  \  dann  und 
nur  dann  von  Null  verschieden,  wenn  dasselbe  von  der  Substitutions- 
determinante |  bgh  |  gilt.  Nur  in  diesem  Falle  ist  aber  (g(1), . . .  £(n)) 
ebenfalls  ein  Fundamentalsystem  für  den  Körper;  es  ergiebt  sich  also 
der  Satz: 

Man  erhalt  alle  Fundamentalsysteme  aus  einem  von  ihnen 
(rfx\  . . .  7\ W)  in  der  Form: 

J(0  -  bn  ,W  +  li%  V»  +  ■  •  •  +  bm  y«>, 

wobei  die  rationalen  Koeffizienten  nur  so  zu  wählen  sind,  dafis 
ihre  Determinante  nicht  identisch  Null  ist 

Nimmt  man  z.  B.  für  (ijW)  das  System  (1,  «*, . . .  u*-1),  so  findet  man, 
dafe  jedes  System 

tw-#»  +  BP«  +  ...  +  tf_1if-1         (*  =  i ,  2, . . .  n) 

eine  Basis  des  Körpers  K(js}  u)  ist,  wenn  die  aus  den  n%  Koeffizienten  if 
gebildete  Determinante  nicht  identisch  verschwindet. 

§5. 

Wir  hatten  bis  jetzt  bei  der  Betrachtung  des  Körpers  K(e}  u)  die 
algebraische  Funktion  u  von  0  zu  Grunde  gelegt  und  K(z,  u)  als  die 
Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  0  und  u  definiert,  unter 
der  Voraussetzung,  dafa  u  als  Funktion  von  0  durch  die  irreduktible 
Gleichung  nton  Grades  /  (u,  0)  —  0  definiert  ist.  Wir  hatten  aber  ge- 
sehen, dab  jede  andere  Gröfse  ü  des  Körpers  als  Funktion  von  0 
ebenfalls  durch  eine  irreduktible  algebraische  Gleichung 

(1)  F(U,ä)-ir  +  A^(M)U-l+~.  +  M*)-0 
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definiert  wird,  deren  Grad  e  entweder  gleich  n  öder  ein  Teiler 
von  n  ist 

Es  sei  zunächst  U  so  gewählt,  dafa  e  «  n  ist,  dafa  also  U  ebenso 
wie  u  einer  irreduktibeln  Gleichung  n**1  Grades  F{TJ}b)^0  genügt. 
Sind  dann  tt       rf  tt 

die  zu  n  konjugierten  Punkten  5ßx,  Sß8, . . .  $ß„  gehörigen  Funktionen- 
elemente, so  sind  sie  sämtlich  untereinander  verschiedene  Potenzreihen. 
Also  bilden  die  n  Funktionen  des  Körpers 

1,     U,     Ds,...Drn"1 

genau  ebenso  eine  Basis  des  Körpers  K{zlu),  wie  die  n  Potenzen 
(1,  u} . . .  wn_1),  weil  die  zu  diesem  Systeme  gehörige  Determinante 

1 1,  ut,  u<*, . . .  vr1 1  -  yn(u,-uü      <<-i.  •••«•) 

nicht  identisch  verschwindet.  Also  ergiebt  sich,  dafis  jede  Grölse  n\ 
des  Körpers  K(js,  u)  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form 

(2)  ,-(7o  +  C1l7  +  ...+  ai-il7"-1-0(f,ir) 

mit  rationalen  Funktionen  von  0  als  Koeffizienten  darstellbar  ist 

Bilden  wir  also  jetzt  den  Körper  K(z,  U),  d.h.  die  Gesamtheit 
aller  rationalen  Funktionen  von  z  und  ü,  so  gehört  nach  (2)  jede 
Grölse  1}  des  Körpers  K(z,  u)  auch  diesem  neuen  Körper  K(js,  U)  an, 
und  da  auch  umgekehrt  jede  Grölse  von  2T(*,  U)}  d.  h.  jede  rationale 
Funktion  von  z  und  U,  auch  dem  Körper  K(z}  u)  angehört,  weil  ja  U 
selbst  eine  rationale  Funktion  von  z  und  u  ist,  so  folgt,  dafa  beide 
Körper  identisch  sind. 

Wir  hatten  auch  gleich  die  Definitionsgleichung 

F(U,  z)-U*  +  Aj-ti*)  U-1  +  -+AW-0 

fär  eine  reguläre  Stelle  (z  —  a)  auflösen  können,  und  wären  so  direkt 
zu  den  n  Funktionenelementen  ülf . . .  UH  gekommen;  und  durch  die 
Ausbreitung  derselben  hätten  wir  eine  »-blättrige  Kugelfläche  #t(Z7) 
erhalten,  auf  der  dann  wiederum  alle  Gröfaen  des  Körpers  K{z,  U) 
eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  stetig  sind. 
Man  erkennt  aber  leicht,  dafa  die  beiden  Flächen  8ft(w)  und  3ft(CT) 
identisch  sind,  wenn  man  die  n  Blätter  beide  Male  gleich  bezeichnet 
und  die  Schnitte  übereinstimmend  wählt  In  der  That  entsprechen 
sich  die  Blätter  beider  Flächen  eindeutig,  und  die  Verzweigungspunkte 
liegen  für  beide  an  den  gleichen  Stellen;  ist  nämlich  85a  ein  a-blättriger 
Yerzweigungspunkt    für   8t  (u)f    so    schreitet    auch    die    Entwicklung 
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von  U  in  3Ja  notwendig  nach  ganzen  Potenzen  von  (z  —  cc)a  und  nicht 

etwa  nach  Potenzen  von  (z  —  a)a°  fort,  wenn  a0  ein  Teiler  von  a  ist, 
so  dafe  dem  a-  blättrigen  Verzweigungspunkte  von  SR(w)  ein  a0- blättriger 
Verzweigungspunkt  von  9t(C7)  entspräche.  Wäre  dies  nämlich  der 
Fall,   so   besäßen  ja  auch   alle  Funktionen   des  Körpers  K(z,U)  an 

2. 
dieser  Stelle  eine  Entwickelung  nach  Potenzen  von  (z  -  «)%  und  dies 
ist  unmöglich,  weil  u  selbst  dem  Körper  K(z,  U)  angehört.  Die 
beiden  Flächen  8ft(w)  und  9t(U)  entsprechen  also  einander  so,  dafs 
jedem  Blatte  ft,-(tt)  des  einen  ein  Blatt  Ä,(Z7)  des  anderen  Punkt  für 
Punkt  entspricht,  jedem  regulären  Punkte  von  9t  (w)  ein  regulärer 
Punkt  von  8fl(J7),  und  jedem  a- blättrigen  Verzweigungspunkt  von  8t(w) 
ein  Verzweignngspnnkt  gleicher  Ordnung  von  9t  (17)  entspricht,  in 
dem  die  entsprechenden  Blätter  zusammenhängen.  Also  sind  in  der 
That  die  beiden  Kugelflächen  9t(w)  und  9t (Z7)  identisch,  wenn  der 
Punkt  S30  und  die  Übergangslinien  entsprechend  gewählt  werden.  Es 
besteht  also  der  Satz: 

Ist  U  irgend  eine  Funktion  des  Körpers  K(z,u),  welche 
einer  irreduktibeln  Gleichung  nXen  Grades  genügt,  so  ist 

K(z,u)  =  K(z,  U) 
und  die  zugehörigen  Kugelflächen  sind  identisch. 
Es  sei  jetzt  TT  eine  dem  Körper  K(z,  u)  angehörige  Funktion, 
für  welche  der  Grad  e  irgend  ein  eigentlicher  Teiler  von  n  ist,  und  sei 
(1)  die  irreduktible  Gleichung,  durch  welche  TT  als  Funktion  von  z 
definiert  wird.  Denken  wir  uns  aus  (1)  direkt  die  e  zu  einer  Stelle  (0  =  a) 
gehörigen  Funktionenelemente  U1}  U2f  ...  U<  bestimmt  und  die  zu- 
gehörige zusammenhängende  6 -blättrige  Kugelfläche  3ft( 27)  konstruiert, 
so  zeigt  sich  genau  ebenso,  dafs  jede  rationale  Funktion 

if-<pO,  TT) 
von  z  und  U  eindeutig  auf  9t  (Z7)  ausgebreitet  ist  und  auf  eine  einzige 
Art  in  der  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  dargestellt  werden  kann.  Alle  diese  Funk- 
tionen rj  und  nur  sie  konstituieren  wieder  einen  Körper  K(z,  TT)  und 
verhalten  sich  auf  91 (U)  regulär,  und  jedes  dieser  Elemente  r\  ge- 
nügt wieder  einer  irreduktibeln  Gleichung,  deren  Grad  entweder  gleich  e 
oder  gleich  einem  Teiler  von  e  ist 

Jede   Funktion   17  =  g>  (z,  TT)  des   Körpers   K(z,  TT)   gehört  auch 
dem  Körper  K(z,u)  an,  denn  ü  selbst  ist  ja  eine  rationale  Funktion 
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von  z  und  u,  also  gilt  dasselbe  auch  von  jeder  Funktion  17;  dagegen 
gilt  nicht  das  Umgekehrte,  denn  sonst  müfste  ja  auch  u  selbst  als 
Element  des  Körpers  K(z,  ü)  einer  Gleichung  des  e^n  Grades  mit 
rationalen  Koeffizienten  genügen,  und  die  e  Elemente 

(1,  U,  Z7V..Z7'-1) 

bildeten  eine  Basis  für  den  ganzen  Korper  K(0,u),  was,  wie  auf 
S.  124  bewiesen  wurde,  niemals  der  Fall  sein  kann,  wenn  e  <  n  ist 

Man  nennt  daher  den  so  sich  ergebenden  Korper  e*"  Ordnung 
K(z>  U)  einen  Teile*  oder  einen  Unterkörper  von  K(0,u)9  da  alle 
seine  Elemente  zusammengenommen  einen  Teilbereich  des  Körpers 
K{z}u)  bilden.    Es  ergiebt  sich  so  zunächst  der  Satz: 

Die   Ordnung  e  eines  jeden  Unterkörpers   K(z>  U)   des 
Körpers  K(e,  u)  ist  stets  ein  Divisor  der  Ordnung  von  K(t,  u). 

Jeder  Körper  n*6*  Ordnung  besitzt  also  im  allgemeinen  eine  ead- 
Kcfce  Anzahl  von  Divisoren  oder  Unterkörpern,  deren  Ordnung  stets 
ein  Teiler  von  n  ist  und  deren  Untersuchung  für  die  Erkenntnis  des 
algebraischen  Charakters  der  Gleichung  f(u,  jer)  —  0  von  fundamentaler 
Bedeutung  ist.  Jeder  Körper  besitzt  stets  den  Körper  niedrigster 
Ordnung  K  ($)  der  rationalen  Funktionen  von  z  allein  als  Divisor,  und 
dieses  ist  der  einzige  Unterkörper,  falls  die  Ordnung  n  desselben  eine 
Primzahl  ist,  weil  diese  ja  aufser  der  Einheit  keinen  kleineren  Divisor 
enthalt. 

Für  den  zuletzt  abgeleiteten  Satz  wollen  wir  auch  noch  einen 
Beweis  angeben,  welcher  die  Kenntnis  der  Wurzeln  unserer  Gleichung 
nicht  voraussetzt:  Wir  hatten  gesehen,  dafs  u  nicht  dem  Körper  K{z}  U) 
angehört;  wohl  aber  wird  eine  Gleichung  für  u  existieren: 

(3)  <D(ti)-f^+c/_i(Dr,ier)tt/-i+...  +  ci)(O;^)«0, 

deren  Koeffizienten  dem  Körper  K(U,z)  angehören.  Dafs  eine  solche 
Gleichung  für  u  besteht,  ist  klar,  denn  jedenfalls  genügt  u  der  Glei- 
chung nton  Grades  f(u,  0)  =  0,  deren  Koeffizienten  alle  sogar  in  z 
rational  sind,  also  dem  Körper  £*(*),  mithin  a  fortiori  dem  Körper 
K{z,  U)  angehören.  Es  möge  nun  (3)  die  Gleichung  niedrigsten 
Grades  sein,  der  u  innerhalb  des  Körpers  K(e,  ü)  genügt  Man  könnte 
dieselbe  auch  auf  rationalem  Wege  finden;  jedoch  genügt  für  den  hier 
zu  gebenden  Beweis  die  selbstverständliche  Bemerkung,  dafe  eine  solche 
Gleichung  niedrigsten  Grades  für  u  sicher  existieren  muJjs.  Als- 
dann bilden  die  ef  Funktionen 

(3a)  1,  17,...  ET-1;    u,  uU,..^—1-,. ..;  uf-\  uf-1U,...fU"1U9"1 
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eine  vollständige  Basis  für  den  Körper  ntor  Ordnung  K(z,  u).  Denn 
erstens  'gehören  alle  diese  ef  Produkte  zu  K(z>  w);  ferner  sind  sie  alle 
rational  unabhängig,  denn  bestände  zwischen  ihnen  eine  homogene 
lineare  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten 

und  schreiben  wir  sie  in  der  Form: 

(3b)         do(z,  U)  +  d^(*,  U)u  +  —  +df^(ä,  TJ)u'-i  -  0, 

in  der  jetzt  alle  Koeffizienten  d4  (*,  U)  dem  Körper  K  (e,  U)  angehören, 
so  wäre  ja  (3  b)  eine  Gleichung  von  niedrigerem  als  dem  /'texi  Grade, 
gegen  unsere  über  <t>(u)  —  0  gemachte  Voraussetzung.  Da  man  nun 
endlich  jede  GröJbe 

des  Körpers  K(0,u)  durch  einfache  Division  mit  der  Funktion  des 
/>ten  Grades  <l>(u)  stets  auf  den  (f—  l)ton  Grad  in  u  so  reduzieren  kann, 
dafa  alle  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  CT  von  niedrigerem  als  dem 
6tox&  Grade  sind,  da  wir  also  jedes  Element  r\  durch  die  ef  Funktionen  (3  a) 
wirklich  darstellen  können,  so  bilden  sie  wirklich  eine  Basis  für  den 
Körper  n*6*  Ordnung  K{e,  u),  es  ist  also  ef~n,  was  zu  beweisen  war. 

Zum  Abschlufs  dieser  Untersuchungen  beweisen  wir  den  folgenden 
wichtigen  Satz,  welcher  eine  einfache  Beziehung  zwischen  den  Ordnungen 
der  Verzweigungspunkte  derjenigen  Kugelflächen  9t  (w)  und  SR(CT)  an- 
giebt,  welche  zu  einem  Körper  2T(*,  u)  und  einem  seiner  Unterkörper 
K(z,  U)  gehören. 

Es  sei  83a  ein  a-blättriger  Verzweigungspunkt  von  9t  (w);  dann 
besitzt  u  für  seine  Umgebung  die  Entwickelung 

«*  —  *(*-«)* +  *+i(*  —  a)  a   +  •••. 

Ist  nun  U  —  Cq  +  <\u  H 1-  c_i  w""~l  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers 

K(z,u),  so  besteht  für  sie  eine  Entwickelung 

wo  offenbar  a  entweder  gleich  a  oder  ein  Teiler  von  a  sein  muß. 
Ist  U  ebenfalls  von  der  nton  Ordnung,  so  mufs,  wie  bereits  oben  her- 
vorgehoben   wurde,    notwendig    5"  =»  a    sein,  ,  weil    sonst    nicht    alle 
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a  konjugierten  Reihen  in  der  Umgebung  von  8S„  verschieden  waren; 

in  diesem  Falle  entspricht  also  jedem  a-blättrigen  Verzweigungspunkte 

von  8t  (w)  ein  ebensolcher  von  81(17). 

Ist   dagegen  U  von  niedrigerer   als   der  nta*  Ordnung,   so  kann 

sehr  wohl  ä  ein  Teiler  von  a  sein;  in  diesem  Falle  entspricht   also 

jedem  Punkte  fßa  von  9t  (u)  ein  Verzweigungspunkt  85  a-  von  81(17), 

dessen  Blatteranzahl  ä  ein  Divisor  von  a  sein  muljs.    Es  besteht  also 

der  Satz: 

Sind  9t  (w)  und  91  (Z7)  die  zu  einem  Körper  und  einem 
seiner  Unterkörper  gehörigen  Riemaunschen  Flachen,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  von  9t  (w)  eindeutig  ein  Punkt  von 
9%  (27);  ist  a  bzw.  ä  die  Anzahl  der  in  jenen  beiden  Punkten 
zusammenhangenden  Blatter,  so  ist  a  stets  ein  Teiler  von  a. 
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Zehnte  Vorlesung. 

Die  Ordnungszahlen.  —  Die  Primdivisoren.  —  Die  algebraischen  Divisoren.  — 
Die  Grundregeln  für  das  Rechnen  mit  Divisoren.  —  Die  ganzen  und  gebrochenen 
Divisoren.  —  Der  gröfflte  gemeinsame  Teiler  von  Divisoren.  —  Die  den  Elementen 
von  K(ts,u)  zugeordneten  Divisoren.  —  Die  algebraischen  Einheiten  oder  Eon- 
stanten; —  Jede  algebraische  Funktion  besitzt  gleich  viele  Null-  und  Unendlich- 
keitsstellen. 


§1. 

In  der  ersten  Vorlesung  hatten  wir  die  rationalen  Funktionen 

in  der  Umgebung  eines  beliebigen  Punktes  p  der  zugehörigen  ein- 
blättrigen Kugelflache  St  untersucht  und  gesagt,  sie  besitze  in  p  die 
Ordnungszahl  q,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  in  der  Form 

Z—(*-afB(i\a) 

darstellbar  ist,  wo  E{z\a)  eine  beliebige  Einheitsfunktion  für  p 
bedeutet. 

Betrachten  wir  nun  eine  beliebige  algebraische  Funktion 

des  Körpers  K(js,  u)  in  der  Umgebung  eines  Punktes  5ß  der  zugehörigen 
n- blättrigen  Biemannschen  Flache  9t  und  nehmen  dabei  der  All- 
gemeinheit wegen  an,  dab  jene  Stelle  eine  a- blättrige  Yerzweigungs- 
stelle  ist;  für  eine  reguläre  Stelle  braucht  dann  nur  a  =  l  gesetzt  zu 
werden.  Wie  die  vorausgeschickten  Betrachtungen  lehren,  ist  dann 
die  algebraische  Funktion  17  in  der  Umgebung  jener  Stelle  stets  in  der 
Form  darstellbar: 

(1)  ,-.(«-a)T*G»|«), 

wo  wieder  0  —  a  den  zu  5ß  gehörenden  Linearfaktor,  E(z\a)  eine 
Einheitsfunktion  für  jene  Stelle,  und  q  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  oder  die  Null  bedeutet  Auch  hier  wollen  wir  jeder 
Funktion  rj  des  Korpers  K{z}  u)  eine  Ordnungszahl  für  den  beliebig 
angenommenen  Punkt  ?ß  zuordnen,  und  zwar  wollen  wir  wieder  hierfür 
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den  Exponenten  q  derjenigen  Potenz  Ton  (z  —  a)a  wählen,  mit  welcher 
die  Entwickelnng  von  r\  in  der  Umgebung  jener  Stelle  beginnt 

Untersuchen  wir  zunächst,  welches  die  Ordnungszahl  einer  ratio- 
nalen Funktion  von  z  in  einem  Punkte  5ß  von  8t  ist,  wobei  wir  uns 
offenbar  auf  die  Betrachtung  eines  Linearfaktors  beschranken  können. 
Betrachten  wir  z.  B.  eine  Stelle  (*  =  a)  der  unabhängigen  Variablen,  so 
gehören  zu  ihr  n  konjugierte  Punkte  Sß1;  Sß„  . . .  5ßw  der  Riemannschen 
Fläche,  falls  unter  ihnen  kein  Verzweigungspunkt  vorhanden  ist.  Der 
zugehörige  Linearfaktor  z  —  a  besitzt  in  jedem  dieser  Punkte  die 
Ordnungszahl  Eins,  wie  aus  der  Gleichung 

hervorgeht,  wo  in  diesem  speziellen  Falle  die  Einheitsfunktion  E(z\a)^l 
ist.  Gehört  dagegen  zu  jener  Stelle  (z « a)  etwa  ein  a- blättriger 
Verzweigungspunkt,  so  ist  für  sie  der  Linearfaktor  g  —  a  genau  von 
der  a**n  Ordnung,   denn  die   Entwickelnng   von  z  —  a   nach    ganzen 

JL  a 

Potenzen  von  (z  —  a)a  beginnt  erst  mit  dem  Gliede  (z  —  a)m.  Ent- 
wickelt man  ferner  einen  Linearfaktor  *  —  a  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (*  =  oo),  so  gilt  die  Entwickelnng 

.-. -£)-(!-  f) 

für  die  Umgebung  eines  jeden  der  Punkte  von  9t,  welche  der  Stelle 
(z  ==  oo)  entsprechen.  Ist  also  einer  dieser  Punkte  Sß(oo)  regulär,  so 
besitzt  für  ihn  z  —  a  die  Ordnungszahl  —  1;  betrachten  wir  aber  jenen 
Linearfaktor  für  einen  am  Südpol  liegenden  a-blättrigen  Verzweigungs- 
punkt,  und  schreiben  wir  die  obige  Gleichung  in  der  Form 


(«-«>-(tP(>-t)> 


so  erkennt  man,  dafe  hier  (z  —  cc)  die  Ordnungszahl  —  a  besitzt. 

Ist  zweitens  rj  eine  beliebige  algebraische  Funktion  von  K(z,  u),  so 
erkennt  man  zunächst,  dafe  die  Stelle  5ß  eine  Nullstelle  oder  ein  Pol 
für  sie  ist,  je  nachdem  die  soeben  definierte  Ordnungszahl  positiv  oder 
negativ  ist,  und  dafe  rj  an  jener  Stelle  dann  und  nur  dann  einen  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  wenn  die  Ordnungszahl 
Null  ist.  Haben  ferner  zwei  Funktionen  17  und  £  in  Sß  die  Ordnungs- 
zahlen r  und  s,  ist  also  für  die  Umgebung  von  Sß: 

r  *_ 

n  =  {e-a)aE(*\u),    t-(»-«)'E'(g\a), 
und  berücksichtigen  wir,  dafe  sowohl  das  Produkt  als  auch  der  Quotient 
zweier  Einheitsfanktionen  wiederum   eine   solche  ist,   so  folgt  durch 
Multiplikation  und  Division  jener  beiden  Gleichungen: 
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ni=(*-*)*    E(z\a)} 

r — » 

±  =  (*-ayrE1(,\«), 

d.  h.  es  bestellt  hier  ebenso  wie  für  rationale  Funktionen  der  Satz: 

Besitzen   zwei   Funktionen  t\  und  £  in  5ß   die   Ordnungs- 
zahlen r  und  8,  so  besitzt  ihr  Produkt  die  Ordnungszahl  r  +  s, 
ihr  Quotient  die  Ordnungszahl  r  —  s. 
Für  jeden  regulären  Funkt  ist  die  hier  gegebene  Definition  der 

Ordnungszahl  einer  algebraischen  Funktion  ij «  (*  —  a)a  E(ts\a)  voll- 
standig  identisch  mit  der  für  die  rationalen  Funktionen  aufgestellten, 
weil  in  diesem  Falle  der  Nenner  a  =  1  ist  Etwas  anders  scheint  dies 
bei  den  Yerzweigungspunkten  zu  sein,  und  man  konnte  zunächst  ver- 
sucht sein,  für  diese  den  gebrochenen  Exponenten  —  als  Ordnungszahl 
zu  wählen,  wenn  für  die  Umgebung  einer  solchen  Stelle  17  die  obige 
Entwicklung  (1)  besitzt.  Indessen  überzeugt  man  sich  durch  die  folgende 
einfache  Überlegung  davon,  dafa  die  oben  gegebene  Definition  der 
Ordnungszahl  einer  algebraischen  Funktion  für  eine  Verzweigungsstelle 
die  richtige  Verallgemeinerung  für  den  Übergang  von  dem  Körper 
K(z)  der  rationalen  zu  dem  Körper  K(ßf,  u)  der  algebraischen  Funk- 
tionen bildet 

Betrachten  wir  alle  rationalen  Funktionen  von*,  welche  in  dem 
Punkte  p  der  zugehörigen  einblättrigen  Kugelfläche  verschwinden,  und 
wählen  wir  aus  ihnen  eine  solche  aus,  welche  in  der  Umgebung  von  p 
unendlich  klein  von  möglichst  niedriger  Ordnung  ist,  so  erhalten  wir 
entweder  den  Linearfaktor  z  —  a  selbst  oder  irgend  eine  rationale 
Funktion  Z0,  deren  Entwickelung  ebenfalls  mit  der  ersten  Potenz  von 
s  —  a  beginnt,  für  welche  also  für  die  Umgebung  von  p  die  Dar- 
stellung besteht: 

Wahlen  wir  nun  eine  solche  Funktion  ZQ  als  Mafsstab  für  die  übrigen 
rationalen  Funktionen,  legen  wir  ihr  also  die  Ordnungszahl  1  bei  und 
setzen  dann  fest,  dafs  eine  andere  Funktion  Z  desselben  Korpers  die 
Ordnungszahl  q  besitzen  soll,  wenn  Z  in  der  Umgebung  von  p  .von 
derselben  Ordnung  unendlich  klein  bzw.  unendlich  grols  wird  wie  Z$f 

wenn  sich  also  der  Quotient  —  für  *  =  a  auf  eine  endliche,  von  Null 

z§ 
verschiedene  Konstante  reduziert,  so  erkennen  wir,  dab  alle  und  nur 
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die  Funktionen  Z  von  der  Ordnung  q  sind,  welche  in  der  Umgebung 

von  p  in  der  Form  ,         vn  ^#  ,    . 

r  (*-a)*.E(*|a) 

darstellbar  sind.  Wir  gelangen  also  von  dieser  Grundlage  ans  genau 
zu  der  oben  gegebenen  Charakterisierung  der  Ordnungszahl  für  die 
rationalen  Funktionen. 

Greifen  wir  nun  in  gleicher  Weise  unter  den  in  dem  a-blattrigen 
Yerzweigungspunkte  5ß  der  »-blättrigen  Kugelfläche  8t  verschwindenden 
Funktionen  des  algebraischen  Körpers  K(z7  u)  eine  Funktion  %  heraus, 
welche  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  unendlich  klein  von  mög- 
lichst niedriger  Ordnung  wird,  so  kann  ihre  Entwicklung  mit  keiner 

niedrigeren  gebrochenen  Potenz  von  0  —  a  als  mit  (z  —  a)a  beginnen, 
d.  h.  sie  mufs  für  die  Umgebung  von  5ß  die  Darstellung 

%  =  (*-«)«  U(*|a) 

besitzen.  Erst  spater  werden  wir  zeigen,  daüs  für  jeden  Verzweigungs- 
punkt Sß  wirklich  eine  solche  Funktion  des  Körpers  K(z,u)  gefunden 
werden  kann,  welche  für  Sß  von  dieser  niedrigsten  Ordnung  un- 
endlich klein  wird.  Nehmen  wir  aber  diese  Thatsache  schon  jetzt 
als  erwiesen  an,  so  müssen  wir  auch  hier  diese  Funktion  %  als 
Malsstab  für  die  übrigen  Funktionen  wählen,  d.  h.  ihr  die  Ordnungs- 
zahl 1  beilegen,  und  wir  müssen  einer  beliebigen  Funktion  ij  dann 
die  Ordnungszahl  q  beilegen,  wenn  tft  diejenige  Potenz  ist,  für  welche 
der  Quotient  -^  für  (0  —  a)  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.   Thun 

wir  dies,  so  erkennen  wir,  dab  alle  und  nur  die  Funktionen  q  des 
Körpers  K(e,u)  die  Ordnungszahl  q  haben,  für  welche  in  der  Um- 
gebung von  Sß  die  Darstellung 

ri  =  (e-ay  E(i\a) 

besteht,  dab  also  die  hier  gegebene  Definition  der  Ordnungszahl  eine 
direkte  Verallgemeinerung  'der  für  die  rationalen  Funktionen  gegebenen 
ist.  Wir  erkennen  so,  dab  der  Begriff  der  Ordnungszahl  einer  Funk- 
tion rj  von  dem  Körper  K(js,  u)  abhängig  ist,  als  dessen  Individuum 
rj  betrachtet  wird,  denn  wir  vergleichen  eben  r\  mit  der  Funktion 
niedrigster  Ordnung  rj0,  welche  in  diesem  Körper  existiert.  Steigt 
man  z.  B.  von  dem  hier  betrachteten  Körper  nter  Ordnung  zu  einem 
anderen  Körper  K  der  (wn)*n  Ordnung  auf,  in  welchem  K(a,  u)  als 
Unterkörper  enthalten  ist,  so  kann  die  Ordnungszahl  q  von  97  für  den 
Punkt  Sß  in  ein  Vielfaches  q  von  q  übergehen,   und   zwar  wird   dies 
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dann  und  nur  dann  der  Fall  sein,  wenn  dem  a- blättrigen  Yerzweigungs- 
punkte  Jß  in  diesem  höheren  Körper  ein  ö- blättriger  Verzweigungs- 
punkt  iß  entspricht,  für  welchen  a  ein  Multiplum  von  a  ist,  denn  in 
diesem  Falle  giebt  es  ja  innerhalb  St  ein  Element 

i 
%  =  (*-«)"  E(z\a), 

welches  nun  als  Malsstab  zu  wählen  ist.  Im  folgenden  bleiben  wir 
aber  stets  innerhalb  eines  und  desselben  Körpers,  und  hier  bleibt  der 
Malsstab  für  jeden  einzelnen  Punkt  unveränderlich. 

§2. 

Wir  wollen  nun  ebenso  wie  in  der  Theorie  der  rationalen  Funk- 
tionen und  der  zugehörigen  einblättrigen  Kugelflächen  jedem  Punkte  5ß0 
der  n- blättrigen  zu  K(z,  u)  gehörenden  Biemannschen  Kugelfläche  91 
einen  Divisor  zuordnen,  welcher  ebenfalls  durch  5ß0  bezeichnet  werden 
möge,  und  zwar  soll  die  Teilbarkeit  einer  Funktion  r\  in  der  Umgebung 
yon  Sß0  durch  diesen  Divisor  wieder  durch  den  folgenden  Satz  charak- 
terisiert werden: 

Ist  Sß0  der  zu  dem  a-  blättrigen  Verzweigungspunkte  Sß0 
gehörende  Divisor,  so  enthalt  eine  Funktion  -q  im  Bereiche 
jenes  Punktes  die  p*6  Potenz  von  Sß0  oder  sie  ist  durch  5ß£ 
teilbar,  wenn  sie  im  Punkte  Sß0  die  Ordnungszahl  q  besitzt 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  sie  in  der  Umgebung  von  Sß0  in 
der  Form 

rt-(*-a)a  E(z\a) 

dargestellt  werden  kann,  falls  e  —  a  den  zugehörigen  Linear- 
faktor bedeutet.    Dabei  soll  es  vorläufig  gleichgiltig  sein,  wie 
sich  ri   in   den  übrigen  Punkten    der    Biemannschen   Fläche 
verhält. 
Diese  Definition  gilt,  mag  nun  q  positiv,  negativ  oder  Null  sein.   Man 
erkennt  speziell,  daüs  eine  algebraische  Funktion  dann  und  nur  dann 
mindestens  die  erste  Potenz  des  Divisors  5ß0  enthält,  wenn  sie  in  dem 
zugehörigen  Punkte  Sß0  der  Biemannschen  Fläche   verschwindet,  und 
ebenso,  dafe  sie  mindestens  die  Potenz  SßJJ"1  enthält,  wenn  sie  an  jener 
Stelle  unendlich  groüs  ist.    Ferner  sieht  man,  daüs  es   genau  ebenso 
viele    Divisoren  Sß0   giebt,    wie    die  zugehörige  Biemannsche   Fläche 
Punkte  Sß0  besitzt 

Auch  diese  Divisoren  haben  ebenso  wie  diejenigen  der  rationalen 
Funktionen  von  ß  die  Eigenschaften  der  Primzahlen  der  Zahlentheorie. 

Hentel  u.  Lftndtoerg,  Algebraische  Funktionen  ete.  10 
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Denn  offenbar  ist  ein  Produkt  17  g  zweier  Funktionen  desselben  Körpers 
nur  dann  durch  einen  Primfaktor  Sß0  teilbar,  wenn  mindestens  einer 
den  Faktor  Sß0  enthalt;  jenes  Produkt  kann  ja  nur  dann  in  dem  zu- 
gehörigen Punkte  Sß0  verschwinden,  wenn  dasselbe  für  mindestens 
einen  der  beiden  Faktoren  der  Fall  ist.  Hiernach  können  die  Divisoren 
auch  als  „Primfaktoren"  bezeichnet  werden. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  gefundenen  Sätze  können  nunmehr  in 
der  folgenden  Form  ausgesprochen  werden: 

Sind  zwei  Funktionen  ij  und  g  bzw.  durch  die  Divisoren 
SßJ  u&d  SßJ  genau  teilbar,  so  ist  ihr  Produkt  r\%  genau  durch 
die  Potenz  %+',  der  Quotient  -J.  durch  %"'  teilbar. 


§3. 

Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  betrachten  statt  eines 
einzigen  Punktes  ein  System  von  Punkten 

welche  wir  beliebig  auf  der  n-blättrigen  Kugelflache  annehmen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  zugehörigen  Primteiler  durch  dieselben  Buch- 
staben, und  sind  q19  q2,  . . .  p^  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  oder  auch  Null,  so  wollen  wir  das  Produkt  der  Primteiler- 
potenzen 

1)  D-WPf---?^1 

wie  auf  S.  12  einen  algebraischen  Divisor  nennen,  und  wir 
definieren  die  Teilbarkeit  einer  Funktion  17  durch  diesen  Divisor 
f olgendermafsen : 

Eine  Funktion  17  des  Körpers  K(z,  u)  ist  für  den  Bereich 
der  fi  Punkte  (Sßj,  5ß2, . . .  ^)  durch  den  Divisor 

teilbar,  wenn  sie  allgemein  in  dem  Punkte  Sß*  mindestens  die 
Ordnungszahl  p,  besitzt 

Wir  betrachten  bei  dieser  Definition  wiederum  die  Funktion  ij  nur  für 
den  Bereich  der  p  Punkte  tyu  5ß2, . . .  Sß^;  es  kann  sich  daher  97  sehr 
wohl  noch  in  anderen  Punkten  der  Kugelfläche  nicht  regulär  verhalten. 
Handelt  es  sich  aber  um  das  Verhalten  der  Funktion  17  auf  der  ganzen 
Kugelfläche,  so  ersetzen  wir  diese  nur  für  den  Bereich  von  ($!>•  ..$;■) 
giltige  Definition  der  Teilbarkeit  durch  die  folgende: 
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Eine  Funktion  q  ist  für  ihren  ganzen  Bereich  durch  den 
Divisor  D  =  Sßf  SßJ* . . .  5ß^  teilbar,  wenn  sie  in  jedem  der 
p  Punkte  Sßj  mindestens  die  Ordnungszahl  q€  besitzt,  und  im 
übrigen  auf  der  ganzen  Kugelfläche  regulär  ist. 

Wir  wollen  jetzt  aber  nicht  blols  die  Teilbarkeit  der  Punktionen 
des  Körpers  durch  die  Divisoren  untersuchen,  sondern  wir  werden 
gleich  von  vornherein  jene  Divisoren  als  selbständige  Größen  in  unsere 
Betrachtung  aufnehmen,  wie  wir  dies  in  der  zweiten  Vorlesung  be- 
reits bei  dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  g  gethan  haben. 
Wir  geben  zuerst  die  Grundregeln  über  das  Rechnen  mit  diesen 
Divisoren  und  bemerken  dabei,  daJfe  sie  wortlich  mit  den  Vorschriften 
der  elementaren  Arithmetik  über  das  Rechnen  mit  den  in  ihre  Prim- 
faktoren zerlegten  ganzen  und  gebrochenen  Zahlen  übereinstimmen. 
Wir  werden  dann  sehen,  wie  sehr  sich  die  Resultate  und  Methoden 
dieser  ganzen  Theorie  durch  die  Einführung  der  algebraischen  Divisoren 
vereinfachen. 

Jedem  algebraischen  Divisor 

von  beliebig  vielen  gleichen  oder  verschiedenen  Primfaktoren  entspricht 
ein  bestimmtes  Punktsystem  (^51;  Sß,,  .  .  .  5ßÄ)  auf  der  Kugelfläche, 
und  ein  bestimmtes  System  zugehöriger  Ordnungszahlen  (A,,  X,, . . .  AA), 
welche  positiv,  negativ  oder  auch  Null  sein  können.  Unter  der  nullten 
Potenz  eines  Primdivisors  wollen  wir  auch  hier  die  Einheit  verstehen, 
also  Sß°  —  1  setzen.  Eine  solche  nullte  Potenz  eines  Primteilers  kann 
zu  D  hinzugefügt  oder  aus  D  fortgelassen  werden,  ohne  jenen  Divisor 
zu  ändern. 

Die  Summe  7      ,     ,   -     ,         .   , 

aller  Exponenten  von  D  soll  die  Ordnung  jenes  Divisors  genannt 
werden. 

Es  seien 

zwei  beliebige  Divisoren;  wir  können  und  wollen  annehmen,  dafs  sie 
dieselben  Primfaktoren  Sßt, . . .  5ßA  enthalten;  sollte  z.  B.  ^  in  D  ent- 
halten sein,  in  91  aber  nicht,  so  wäre  einfach  ftt  =  0  anzunehmen  u.  s.  w. 
Dann  definieren  wir  genau  wie  in  der  elementaren  Arithmetik  ihr 
Produkt  und  ihren  Quotienten  durch  die  Gleichungen 

10* 
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Sind  g  =  IX,   und  r  =  Ift<   die  Ordnungszahlen  von   £t  und  St,   so 

sind  also  die  Ordnungszahlen  von  D9t  und  ~  bzw.  gleich  g  +  r 
und  g  —  r. 

EinDmsor  «_$»$»...$£ 

heilst  ganz,  wenn  kein  einziger  von  seinen  Exponenten  y1}  y2, . . .  yk 
negativ  ist;  ist  dagegen  auch  nur  einer  derselben  negativ,  so  heilst  er 
ein  gebrochener  Divisor.  Jeder  gebrochene  Divisor  D  kann  als 
der  Quotient  zweier  ganzen  Divisoren,  nämlich  in  der  Form 

geschrieben  werden,  wo  der  Zähler  3  alle  Primfaktoren  mit  positiven, 
der  Nenner  n  alle  Primfaktoren  mit  negativen  Exponenten  enthält. 
Die  Ordnungszahl  eines  solchen  gebrochenen  Divisors  D  ist  also  nach 
dem  soeben  bewiesenen  Satze  för  die  Ordnungszahl  eines  Quotienten 
gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  Zähler  und  Nenner. 

Einen  solchen  Bruch  D  —  ~  können   wir   uns  in  seiner  redu- 

ti 

zierten  Form  geschrieben  denken,  in  welcher  Zähler  und  Nenner 
keinen  gemeinsamen  Teiler  enthalten,  wo  also  die  beiden  ganzen  Divi- 
soren 3  und  n  keinen  einzigen  Primteiler  Sß  zugleich  enthalten;  aber  D 
bleibt  auch  ungeändert,  wenn  man  jenen  Bruch  mit  einem  beliebigen 
ganzen  Divisor  g  „erweitert";  es  ist  nämlich  identisch: 

D-JL-H. 

n        ng) 

in  den  meisten  Fallen  wollen  wir  uns  aber  einen  solchen  Brach  ge- 
hoben, d.  h.  in  seiner  reduzierten  Form  geschrieben  denken. 

Ein  Divisor  D  heilst  durch  einen  anderen  9t  teilbar,  wenn  der 
Quotient  n 

8-« 

ein  ganzer  Divisor  ist,  wenn  also  D  jeden  Primfaktor  Sß  ebenso  oft 
oder  öfter  enthält  als  9t. 

Sind  &!  und   D^    zwei    beliebige    ganze    oder    auch    gebrochene 
Divisoren,  so  nennen  wir  den  Divisor 

»- 0^,00 

ihren  gröfsten  gemeinsamen  Teiler,  welcher  jeden  einzelnen  Prim- 
faktor  Sß   so   oft   enthält,   als   er  mindestens   in  Dj  und  D,   auftritt 
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Ist  3)  so  bestimmt,  so  sind  C^  und  D,  offenbar  durch  3)  teilbar, 
d.h.  es  ist  _        „.—        _        ~.~ 

wo  ©j  und  ©a  ganze  Diyisoren  sind,  welche  keinen  einzigen  Prim- 
teiler iß  gemeinsam  haben,  und  die  daher  teilerfremde  oder  relativ 
prime  ganze  Divisoren  genannt  werden  können.    Ist  z.  B. 

so  ergiebt  sich  nach  dieser  Definition  für  den  größten  gemeinsamen 
Teiler  f 

©Ä *l , 

und  es  ist 

und  man  erkennt,  dals  die  beiden  ganzen  Divisoren 

in  der  That  teilerfremd  sind. 

In  gleicher  Weise  erkennt  man,  dals  man  analog  auch  den  gröJsten 
gemeiasamen  Teuer         ft  =  (£^  ^       ^ 

mehrerer  Divisoren  definieren  und  in  jedem  einzelnen  Falle  direkt  hin- 
schreiben kann.  Sind  die  [i  Divisoren  £1/  sämtlich  ganz,  also  alle 
Exponenten  der  Primteiler  Sß*  positiv  oder  Null,  so  ist  auch  2)  ein 
ganzer  Divisor,  da  er  jeden  einzelnen  Primteiler  so  oft  enthalt,  als  er 
mindestens  in  allen  Divisoren  £U  auftritt;  sind  dagegen  nicht  alle 
Divisoren  DA  ganz,  enthalt  also  auch  nur  einer  einen  Primteiler  5ßt  in 
der  negativen  Potenz  Sß~*,  so  besitzt  2)  ebenfalls  einen  Faktor  9fc9' 
dessen  Exponent  q^>q  ist,  d.h.  auch  S)  ist  ein  gebrochener  Divisor. 
Also  gilt  der  Satz: 

Der  gröfste  gemeinsame  Teiler  beliebig  vieler  Divisoren 

ist  dann  und  nur  dann  ganz,  wenn  das  Gleiche  für  alle  jene 

Divisoren  gilt. 
Wir  wollen  uns  wieder  die  w -blättrige  Biemannsche  Flache  SR 
von  der  einblättrigen  Kugelfläche  ft  umgeben  denken  und  jedem 
Punkte  p  der  letzteren  die  konjugierten  zuordnen,  welche  genau  unter 
ihm  liegen,  d.  h.  zu  derselben  Stelle  (e  =  cc)  gehören.  Auf  diese  Weise 
ordnet  sich  einem  jeden  Punkte  Sß  von  91  ein  einziger  Punkt  p  von  Ä 
zu;  diese  Zuordnung  ist  aber  nicht  eindeutig  umkehrbar,  denn  zu  jedem 
Punkte  p  gehören  ja  im  allgemeinen  n  konjugierte  zugeordnete  Punkte 
$i  •  •  •  $ßn>  nämlich  die,  welche  genau  unter  ihm  liegen. 
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In  gleicher  Weise  gehört  zu  jedem  algebraischen  Primteiler  Sß  ein 
zugeordneter  rationaler  Primteiler  p,  welche  bzw.  den  beiden  zu- 
geordneten Punkten  Sß  und  p  von  8t  und  St  entsprechen.  Wir  wollen 
den  rationalen  Divisor  p  die  Norm  des  Primteilers  Sß  nennen  und 
diese  Zuordnung  durch  die  Gleichung 

bezeichnen.     Schon  im  nächsten  Abschnitte   werden   wir   sehen,   dafe 
diese  Definition  die  früher  für  die  Norm  einer  algebraischen  Funktion  r\ 
gegebene  als  speziellen  Fall  enthalt. 
Ist  allgemeiner 

n  —   &  &  •  •  •  $ft 

w~  *{¥*...*; 

ein  algebraischer  Divisor,  dessen  Zahler  und  Nenner  aus  beliebig 
vielen  gleichen  oder  verschiedenen  Primteilern  besteht  und  dessen 
Ordnung  also  g  =  ft  —  v  ist,  und  ersetzt  man  jeden  von  diesen  algebra- 
ischen Primteilern  durch  den  zugeordneten  rationalen  Primteiler,  so  er- 
hält man  einen  rationalen  Divisor 

__  P\  P*  -  -    Pf* 
q  ~  PiPi  ■ . .  PI 

von  derselben  Ordnung  q  =  (i  —  v,  welchen  wir  wieder  die  Norm 
von  D  nennen  und  diese  Beziehung  durch  die  Gleichung 

q  « JVm(Q) 
bezeichnen  wollen.  Jeder  algebraische  Divisor  D  besitzt  also  einen  ein- 
deutig bestimmten  rationalen  Divisor  q  als  Norm;  dagegen  gehören 
offenbar  zu  jedem  rationalen  Divisor  q  mehrere  Divisoren  D,  deren 
Norm  q  ist;  denn  jeden  rationalen  Primdivisor  p  von  q  kann  man 
ja  jedem  von  den  ihm  entsprechenden  konjugierten  Primfaktoren 
$i>  *$%>  •  •  •  ¥»  zuordnen. 

Sind  Q  und  9t 

zwei  beliebige  Divisoren, 

q  und  r 

ihre  Normen,  so  sind  offenbar  den  beiden  Divisoren 
die  Normen 


D91  und  § 


qr  und  - 
zugeordnet,  d.  h.  es  ist  allgemein 
2)  tf(D.*)-.tf(D)2r<«)i    2T(g)-fg. 
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]}a  die  Ordnung  eines  algebraischen  Divisors  D  mit  der  Ordnung 
des  rationalen  Divisors  Jfan(Q)  übereinstimmt,  so  besitzen  alle  Divi- 
soren von  der  Ordnung  Null,  deren  Zahler  und  Nenner  also  gleiche 
Ordnung  haben  und  nur  diese  eine  Norm  q,  deren  Ordnung  ebenfalls 
Null  ist,  welche  also  äquivalent  einer  rationalen  Funktion  von  z  ist; 
man  erhalt  also  den  Satz: 

Die  Norm  eines  algebraischen  Divisors  ist  dann  und  nur 
dann  einer  rationalen  Funktion  von  z  äquivalent,  wenn  dieser 
die  Ordnung  Null  hat. 

§4. 

Jede  algebraische  Funktion  iq  des  Körpers  K(z,u)  besitzt  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen  und  eine  endliche  Anzahl  von 
Polen,  und  in  jedem  von  ihnen  hat  sie  eine  endliche  positive  oder 
negative  Ordnungszahl.    Es  seien 

jene  Nullstellen  und  die  Pole  in  beliebiger  Reihenfolge,  und 

"19  *ii  •  •  •  ** 
seien  die  zugehörigen  positiven  oder  negativen  Ordnungszahlen;  ordnen 
wir  dann  der  Funktion  i\  den  Divisor 

zu,  so  gehört  zu  jeder  Ghröfse  des  Körpers  ein  eindeutig  bestimmter 
Divisor,  durch  den  die  Nullstellen  und  Pole  von  rj  ihrer  Lage  und 
ihrer  Ordnungszahl  nach  bestimmt  sind.  Schreiben  wir  den  Divisor  dn 
wieder  als  reduzierten  Bruch 

so  enthalt  der  Zähler  j,  das  Produkt  aller  und  nur  der  Prim- 
divisorenpotenzen,  welche  den  Nullstellen,  der  Nenner  das  Produkt 
aller  Potenzen,  welche  den  Polen  von  rj  entsprechen.  Ein  beliebiger 
Linearfaktor  (z  —  a)  verschwindet  z.  B.  an  allen  und  nur  den  kon- 
jugierten Stellen,  welche  bei  (z  =  a)  untereinander  liegen,  und  zwar 
besitzt  er^  in  einem  dieser  Punkte  genau  die  ate  Ordnung,  wenn 
er  ein  a- blättriger  Verzweigungspunkt  ist;  ebenso  wird  z  —  a  in  allen 
und  nur  den  am  Südpol  liegenden  Punkten  in  entsprechender  Ordnung 
unendlich.  Also  können  wir  jeden  solchen  Linearfaktor  in  der  Form 
schreiben: 

1)  z  —  a  — > 
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wenn  wir  festsetzen,   daüs   unter   den   im   Zahler  stehenden  n  #Prim- 

faktoren  z.  B.  ^  =  $° $a)  sein  soll,  wenn  dem  Primfaktor 

Sßi  ein  a-blättriger  Verzweigungspunkt  entspricht.  Dann  gilt  diese 
Darstellung  immer,  mögen  alle  Punkte  regulär  sein  oder  mögen  unter 
ihnen  Verzweigungspunkte  vorkommen. 

Sind  n  und  £  zwei  Funktionen  des  Körpers  K(z>  w),  D,  und  £^ 
die  ihnen  zugehörigen  Divisoren,  so  folgt  ohne  weiteres  aus  den  auf 
S.  146  angegebenen  Betrachtungen ,  dafs  dem  Produkte  rj  •  g  und  dem 
Quotienten  -y  bzw.  die  Divisoren  D,  •  Df  und  tJ-  zugehören. 

Die  einfachsten  Funktionen  des  Körpers  sind  diejenigen,  welche 
weder  Nullstellen  noch  Pole  besitzen,  für  welche  also  der  zugehörige 
Divisor  D  -=  1  ist;  solche  Funktionen  wollen  wir  algebraische  Ein- 
heiten nennen,  genau  ebenso,  wie  in  der  Zahlentheorie  die  beiden 
Zahlen  +1  und  —1,  welche  gar  keinen  Primteiler,  weder  im  Zähler 
noch  im  Nenner  haben,  Einheiten  genannt  werden.  Nach  dem  auf  S.  75 
und  76  gegebenen  Beweise  kann  eine  algebraische  Gleichung  nur  dann 
eine  solche  Einheit  definieren,  wenn  alle  ihre  Koeffizienten  Konstanten 
sind,  wenn  also  ihre  n  Wurzeln  ebenfalls  n  Konstanten  ßlf  ß2, . . .  ßn 
sind.  Da  aber  nach  unserer  Annahme  die  zum  Körper  K(js,u)  ge- 
hörige Kugelfläche  91  zusammenhängend  ist,  so  muDs  eine  Funktion 
dieses  Körpers,  welche  in  der  Umgebung  eines  regulären  Punktes  von 
8t  (w)  den  konstanten  Wert  ß  hat,  denselben  Wert  bei  Fortsetzung 
über  die  ganze  Kugelfläche  beibehalten.  Jene  n  Konstanten  ßuß%,-.*ßn 
sind  also  sämtlich  gleich  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Zu  einer  Funktion  des  Körpers  gehört  dann  und  nur  dann 
der  Divisor  Eins,  wenn  dieselbe  eine  Konstante  ist.     Oder  die 
algebraischen  Einheiten  sind  mit  den  Konstanten  identisch. 
Hieraus  folgt  unmittelbar  das  weitere  wichtige  Theorem: 

Zwei  Gröfsen  des  Körpers  K(e,  u),  zu  welchen  derselbe 

Divisor  gehört,  welche  also  dieselben  Nullstellen  und  Pole  in 

gleicher  Ordnungszahl  besitzen,  unterscheiden  sich  nur  durch 

eine  multiplikative  Konstante. 

In  der  That,   gehört  zu  17  und  rj0  derselbe  Divisor  £t9,   so   gehört   zu 

ihrem  Quotienten .  —  der  Divisor  =r^=l,  jener  Quotient  iSb  also  eine 

ganz  bestimmte  Konstante  e,  d.  h.  es  ist 

V  -  «  •  Vo> 
was  zu  beweisen  war. 

Sehen  wir  also  von  multiplikativen  Konstanten  oder  algebraischen 

Einheiten    ab,    so    könnten    wir   jede    Funktion    rj   äquivalent    ihrem 
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Divisor  £Xn  setzen;  in  der  Folge  wird  es  aber  zuweilen  bequemer 
sein,  diese  Einheiten  zu  den  Divisoren  hinzuzurechnen.  Wir  wollen 
daher  mitunter  unter  einem  Divisor  D  ein  Produkt 

verstehen,  welches  aufser  den  Primfaktoren  noch  eine  Einheit  enthalt, 
deren  Bestimmung  wir  uns  vorbehalten  wollen;  es  ist  klar,  dafs  alle 
Definitionen  und  Satze,  welche  wir  vorher  über  die  Divisoren  aus- 
gesprochen haben,  auch  giltig  bleiben,  wenn  wir  ihnen  eine  solche 
multiplikative  Eonstante  zufügen. 

Bei  der  Betrachtung  des  einer  Funktion  rj  zugehörigen  Divisors  Dq 
haben  wir  dann  den  Vorteil,  dafe  dieser  Divisor  vollständig  be- 
stimmt ist,  sobald  wir  über  die  Einheit  e  richtig  verfügen.  Zu  diesem 
Zwecke  nehmen  wir  einen  Punkt  5ß(°)  der  Riemannschen  Flache  be- 
liebig aber  fest  an,  z.B.  den  zu  (*==0)  gehörigen  Punkt  im  ersten 
Blatte  von  St(w).    Es  sei  dann 

speziell  die  zu  D^  gehörige  Funktion,  deren  Entwicklung  in  der 
Umgebung  von  5ß(0)  den  Anfangskoeffizienten  Eins  hat,  mag  jene  Ent- 
wickelung  mit  der  nullten  Potenz  von  z  anfangen  oder  nicht,  mag  also 
$(°>in  Dy  vorkommen  oder  nicht.  In  diesem  Falle  wollen  wir  dem  Divisor 
die  multiplikative  Eonstante  1  zuordnen,  und  wir  wollen  allgemein 

setzen,  wenn  jene  Entwickelung  mit  dem  Anfangskoeffizienten  e  beginnt. 
Alsdann  gehört  zu  jeder  Funktion  r\  ein  algebraischer  Divisor  £t,„  aber 
auch  umgekehrt  zu  jedem  mit  einer  Einheit  versehenen  Divisor  eine 
einzige  algebraische  Funktion,  so  dafs  wir  hier  nicht  mehr  eine  Äqui- 
valenz, sondern  direkt  eine  Gleichung  rj  —  ELn  haben,  und  dafa  diese 
Divisoren  £in  vollständig  die  Oröfsen  des  Körpers  K(z,u)  vertreten. 
Zu  jedem  einer  algebraischen  Funktion  r\  zugeordneten  Divisor  D, 
gehört  ein  rationaler  Divisor 

q,  —  Nm(ßn), 

welchen  man  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Vorschrift  da- 
durch erhalt,  dafs  man  in  D,n  jeden  algebraischen  Primteiler  5ß  durch 
den  zugeordneten  rationalen  Primteiler  p  ersetzt.  Bildet  man  aber 
andererseits  die  Norm  der  algebraischen  Funktion  y  nach  der  früher 
auf  S.  117  gegebenen  Definition,  d.  h.  das  Produkt 

Ntn(rj)  =  Vl  i?s  ...  rjH 
der  n  konjugierten  Zweige  von  rj,  so  ist  diese  eine  rationale  Funktion 
oder,  als   Divisor  aufgefafst,   ein  rationaler  Divisor  nullter  Ordnung, 
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und  man  zeigt  leicht;  dafs  derselbe  mit  q,  identisch  ist.  Es  besteht 
also  der  folgende  Satz,  durch  den  die  oben  aufgestellte  Definition  der 
Norm  eines  Divisors  nachtraglich  motiviert  wird: 

Ist  tj  eine  beliebige  Gröise  des  Körpers,  Et,  der  zugehörige 
algebraische  Divisor,  so  ist 

Ntn(rj)  =  %  %  . . .  rjn  =  Nm^). 
Man  erhalt  also  die  Norm  einer  Größe  des  Körpers  K  (z,  u), 
indem  man  in  dem  zugehörigen  Divisor  D,,  jeden  algebraischen 
Primfaktor  Sß  durch  den  zugeordneten  rationalen  Primfaktor  p 
ersetzt. 
In   der  That,   es   sei   p   ein  beliebiger  Punkt    der    einblättrigen 
Kugelfläche  Ä,  welcher  der  Stelle  (js  —  a)  entspricht,  und  ihm  seien  die 
Verzweigungspunkte  mm  o* 

der  Fläche  91  zugeordnet,  in  denen  bzw.  a,b, . .  .d  Blätter  von  St 
zusammenhängen;  und  zwar  sei  die  Bezeichnung  so  gewählt,  data  die 
ersten  a  Blätter  in  Sß«,  zusammenhängen,  u.  s.  w.  Es  enthalte  nun 
17  =  0,,  die  Potenzen  ^fl^...^*,  deren  Exponenten  auch  Null 
sein  können,   dann   enthält   N(D,n)   den   zu  5ßö;  ¥*>•-•  5ß«i  gehörigen 

rationalen  Divisor  p  in  der  (ra  +  rb  H h  r*)*811  Potenz.    Bildet  man 

also  das  rationale  Produkt  ,T    ,  N 

und  ist  dasselbe  genau  durch  pr  teilbar,  also  von  der  Ordnung  r  fftr 
die  Stelle  (0  —  a),  so  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dafe  stets 

r  =  ra  +  rb  + \-rd 

ist  Dieser  Beweis  ist  aber  sehr  leicht  zu  erbringen.  Besitzt  nämlich 
7}  in  $ß„,  Sß*, .  •  •  $4  bzw.  die  Ordnungszahlen  ra,  n, . . .  rd,  so  beginnen 
die  konjugierten  Entwicklungen   der  a   ersten  Zweige  r\i}  %, . . .  rja 

sämtlich  mit  (0  —  a)  *  ,   die  Entwickelungen  der  &  folgenden  Potenz- 

reihen  ij«+i,  tyi+s, .  •  •  ty«+&  mit  (0  —  a)  * ,  u.  s.  w.;  endlich  beginnen  die 

letzten  d  Potenzreihen  mit  (0  —  a)  d  .  Demnach  beginnt  die  Entwicke- 
lung  des  Produktes  ijx  % . . .  ijn,  also  von  N(rj)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (0  =  a)  mit  der  Potenz 

d.  h.  es  ist  für  jede  Stelle  (0  «  a)  in  der  That: 

r  —  r.  +  rd  +  -  •  •  +  rrf| 
und  damit  ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 
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Die  algebraischen  Divisoren  jQ„  welche  den  Größen  17  des  Körpers 
entsprechen,  bilden  nur  einen  Teilbereich  von  allen  Divisoren  D,  genau 
ebenso  wie  dies  im  Körper  K{z)  mit  denjenigen  Divisoren  der  Fall 
war,  welche  den  Funktionen  Z  zugeordnet  waren.  Es  wird  später 
eine  wichtige  Aufgabe  für  uns  sein,  alle  Divisoren  D  in  Klassen  ein- 
zuteilen, von  denen  die  Divisoren  ü,n  eine,  die  sogenannte  Haupt- 
klasse bilden.  Aber  wir  können  schon  jetzt  eine  Fundamentaleigen- 
schaft dieser  Divisoren  D,  in  dem  folgenden  Satze  aussprechen: 

Alle  Divisoren  Dq  besitzen  die  Ordnungszahl  Null,  oder 
jede  Ghröise  des  Körpers 

besitzt  auf  der  Flache  9t  genau  gleich  viele  Null-  und  Un- 
endlichkeitsstellen, wenn  man  auch  hier  übereinkommt,  z.  B. 
eine  A-  fache  Nullstelle  für  X  einfache  Stellen  zu  rechnen. 

Dieser  Fundamentalsatz,  welcher  den  auf  S.  4  für  die  rationalen  Funk- 
tionen bewiesenen  als  speziellen  Fall  enthalt,  ergiebt  sich  hier  als  einfache 
Folgerung  aus  dem  soeben  bewiesenen  Theorem;  in  der  That  stimmt 
ja  die  Ordnungszahl  eines  Divisors  D,  für  die  Flache  8t  mit  der 
Ordnungszahl  von  (\n  —  Nm(£in)  für  die  Kugelfläche  überein*,  da  aber 
dieser  Divisor  gleich  Nm(rj),  also  gleich  einer  rationalen  Funktion  von  z  ist, 
so  besitzt  q„  also  auch  D^,  die  Ordnung  Null,  was  zu  beweisen  war. 
In  der  Theorie  der  rationalen  Funktionen  Z  von  0  allein  ist  diese 
Eigenschaft  der  Divisoren  q,  charakteristisch  für  sie;  wir  zeigten  auf 
S.  15  und  16,  dafa  man  für  jeden  Divisor  q  der  Ordnung  Null  eine  Funk- 
tion Z  finden  konnte,  zu  der  q  gehört  Wir  werden  sehen,  dafe  dies 
für  die  algebraischen  Körper  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist;  so  ist 
es  z.  B.  im  allgemeinen  nicht  möglich,  eine  Funktion  rj  zu  einem 
Divisor  nullter  Ordnung 

zu  finden,  d.  h.  es  giebt  im  allgemeinen  keine  Funktion  des  Körpers, 
welche  nur  eine  einfache  Nullstelle  und  nur  einen  einfachen  Pol 
besitzt*);  hier  bilden  also  die  Funktionen  des  Körpers  auch  nur 
einen  Teilbereich  der  algebraischen  Divisoren  von  der  Ordnung  Null. 
Jede  Funktion  17  des  Körpers  kann  auf  eine  einzige  Art  als  redu- 
zierter Bruch 

v^enn    6  ««...*; 

*)  Es  existieren  aber,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  stets  transcendente 
Funktionen,  welchen  diese  Eigenschaft  zukommt. 
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geschrieben  werden,  deren  Zahler  und  Nenner  teilerfremde  ganze  Divi- 
soren gleicher  Ordnung  v  sind.  Wir  wollen  die  gemeinsame  Ordnung 
von  Zahler  und  Nenner  den  Grad  der  Funktion  rj  nennen  und  durch  nn 
bezeichnen,  so  daüs  also  der  zu  ij  gehörige  Divisor  &n  aus  2nn  gleichen 
oder  verschiedenen  Primfaktoren  besteht.  Speziell  folgt  aus  (1)  a.  S.  151, 
dab  für  jeden  Linearfaktor  e  —  a 


*  —  «=*  h=L 


a  

ltT~        $(•)  $  J>> .  .  .  $p(|>) 

ist,  wo  j, _a  die  n  Primfaktoren  (#(«>,  . . .  SßW)  enthalt,  welche  der  Stelle 
(*-=«)  entsprechen,  und  n,  aus  den  Faktoren  ($"\ . .  .5piÄ))  besteht,  welche 
der  Stelle  (z  —  oo)  angehören,  aber  mit  der  Maisgabe,  daGs  z.  B.  die  a 
ersten  Primfaktoren  sßjj"*,  Sßja), . . .  Sß^  einander  gleich  zu  wählen  sind,  wenn 
dem  Punkte  Sß^  ein  a -blättriger  Verzweigungspunkt  entspricht  Also 
besitzt  jeder  Linearfaktor  z  —  a,  speziell  auch  $  selbst,  den  Grad  n,  d.  h. 
der  Grad  eines  jeden  solchen  Linearfaktors  ist  gleich  dem  Grade  der 
definierenden  Gleichung  für  u  oder  gleich  der  Blatterzahl  der  zugehörigen 
Riemannschen  Fläche. 

Ist  aber  allgemeiner  x  eine  beliebige  Gröfse  des  Körpers,  nx  ihr 
Grad,  so  dafs  also 

ist,  wo  Zähler  und  Nenner  teilerfremde  ganze  Divisoren  der  n«***  Ordnung 
sind,  so  besteht  für  jeden  Linearfaktor  x  —  a  ebenfalls  die  folgende 
Darstellung: 

fix — a 

n* 
wo  der  Zahler  wieder  ein  anderer  ganzer  Divisor  der  n«ton  Ordnung 
ist,  während  der  Nenner  derselbe  geblieben  ist.    Da  nämlich  der  Quotient 

x  —  a  -         a 

~~x  ~~  ~x 

für  x  =  oo  zu  Eins  wird,  so  erkennt  man,  dafe  x  —  a  in  denselben 
Punkten  von  St  und  von  derselben  Ordnung  unendlich  wird,  wie  z, 
dafs  also  ihre  Nenner  wirklich  identisch  sind.  Hieraus  folgt  nach  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  dafs  der  Zähler  Jx_a  von  derselben  Ordnung  nx 
ist  wie  der  Nenner,  daGs  also  auch  jeder  Linearfaktor  x  —  a  eine 
Funktion  des  Körpers  vom  n*ten  Grade  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  der 
folgende  wichtige  Satz: 

Eine  Funktion  x  des  Körpers  K  nimmt  einen  beliebigen 
Wert  a  in  genau  nx  Punkten  der  Riemannschen  Flache  an, 
wenn  nx  den  Grad  von  x  bedeutet. 
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Dieser  Satz  gilt  auch  für  den  Wert  a  =»  oo,  denn  der  Linearfaktor 

1 n* 

*  ~~  hx 
ist  ja  ebenfalls  vom  Grade  nx  und  verschwindet  in  den  nx  zu  jt*  zu- 
gehörigen Punkten. 

Labt  man  in  der  Gleichung 

ox—a 

X~  «  —  ~= 

a  der  Reihe  nach   alle  möglichen  Werte  durchlaufen,   wobei  wieder 
für  a  —  oo  der  Linearfaktor  x  —  a  durch 

JL      5f 

zu  ersetzen,  also  Jx-oo  =  nx  zu  setzen  ist,  so  durchläuft  der  Zahler 
$*_«  unendlich  viele  Produkte  von  je  nx  gleichen  oder  verschiedenen 
Primfaktoren,  und  zwar  so,  dafs  jeder  Primfaktor  in  einem  und  nur 
einem  der  ganzen  Divisoren  }x-a  als  Teiler  vorkommt,  denn  in  jedem 
Punkte  5ß  nimmt  ja  die  Gröfse  x  einen  eindeutig  bestimmten  Wert  a 
an.  Wir  wollen  die  nx  zu  einem  solchen  Linearfaktor  x  —  a  gehörigen 
gleichen  oder  verschiedenen  Primdivisoren  für  x  konjugierte  Prim- 
faktoren, und  die  zugehörigen  Punkte  Sß1;  5ß2, . . .  jß^  für  x  konju- 
gierte Punkte  der  Kugelfläche  $R  nennen.  Ist  x  speziell  die 
unabhängige  Variable  z,  so  sind  die  konjugierten  Punkte  einfach  die- 
jenigen, welche  an  einer  Stelle  z  =  a  genau  untereinander  liegen;  ihre 
Anzahl  n,  ist  stets  gleich  n,  mit  Ausnahme  derjenigen  nur  in  end- 
licher Anzahl  vorhandenen  Stellen,  denen  Verzweigungspunkte  der 
Kugelflache  SR  entsprechen;  labt  man  sich  hier  a  stetig  ändern,  so 
rücken  jene  n  Punkte  auch  stetig  auf  St  fort.  In  unserem  all- 
gemeinen Falle  liegen  die  zu  einem  Linearfaktor  x  —  a  gehörigen  nx 
konjugierten  Punkte  nicht  untereinander,  sondern  irgendwie  auf  der 
Kugelfläche  verteilt;  wir  werden  aber  auch  zeigen,  dafs  nur  für  eine 
endliche  Anzahl  von  Stellen  x  =  a  der  zugehörige  Linearfaktor  j*-a 
gleiche  Primteiler  enthalt,  dafs  also  auch  hier  die  Anzahl  der  konju- 
gierten Punkte  im  allgemeinen  stets  gleich  nz  ist.  Ändert  sich  a 
stetig,  so  rücken  aber  auch  hier  die  nx  für  x  konjugierten  Punkte 
stetig  auf  der  Kugelfläche  fort  Wir  werden  später  sehen,  dafs  man 
statt  z  auch  eine  beliebige  Funktion  x  des  Körpers  als  unabhängige 
Variable  zu  Grunde  legen  kann,  dafs  dieser  Wahl  dann  eine  nun 
fix-blättrige  Kugelfläche  entspricht,  und  dafs  für  sie  die  nx  für  x  kon- 
jugierten Punkte  genau  so  untereinander  liegen,  wie  dies  vorher  für 
die  n  für  z  konjugierten  Punkte  der  Fall  war. 
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Elfte  Vorlesung. 

Die  Moduln  des  Körpers  K(z,  u).  —  Äquivalente  Basissysteme.  —  Elementar- 
transformationen. —  Die  Zerlegung  der  Transformationen  in  elementare.  —  Unter- 
suchung der  Funktionen  eines  Moduls  in  der  Umgebung  einer  Stelle  (*  =  a).  — 
Der  Teiler  einer  algebraischen  Funktion  für  eine  Stelle  (e  =  a).  —  Normale  Basis- 
systeme. —  Jedes  Basissystem  ist  einem  normalen  äquivalent. 

§1. 

In  der  neunten  Vorlesung  ist  gezeigt  worden,  dafe  alle  algebraischen 
Funktionen  rj  des  Körpers  K(#,u)  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
homogen  und  linear  durch  die  n  Elemente  rfx\  vf*\  . . .  ijW  einer  Basis 
mit  rationalen,  ganzen  oder  gebrochenen  Funktionen  von  g  als 
Koeffizienten  dargestellt  werden  können«  Es  sei  jetzt  (rfü,  rf*\  . . .  iyW) 
eine  beliebige  Basis.  Wir  wollen  dann  nur  einen  Teil  der  Funktionen 
jenes  Körpers  betrachten,  immlich  alle  diejenigen  Funktionen 

n  =  fhV{1)  +  «W}  +  •  •  •  +  «M(w)> 

deren  Koeffizienten  u17 1^, . . .  un  ganze  Funktionen  von  z  sind. 

Die  Gesamtheit  aller  dieser  Funktionen  bildet  offenbar  einen  Teil- 
bereich (Ä)  des  Körpers  K(j8,u)9  welcher  allein  von  der  Wahl  der 
Basis  (rfx\  rf*\  . . .  rfri)  abhangt.  Diese  Ghrölsen  bilden  jedoch  keinen 
Körper  mehr  in  dem  früher  angegebenen  Sinne.    Sind  nämlich 

v  =  ti^W  +  Wg^W  + . . .  +  Unltn\ 

zwei  Funktionen  jenes  Bereiches  (&),  so  gehört  zwar  ihre  Summe  und 
ihre  Differenz 

n  ±  C-  (fh±vi)n{1)  +  (<h±v*W*)  +  •••  +  (un±vn)y(n) 

wieder  jenem   Bereiche   an,   aber   dasselbe  gilt  im  allgemeinen  weder 
von  ihrem  Produkte  noch  von  ihrem  Quotienten.    Soll  z.  B.  das  Produkt 

für  beliebige  ganze  Koeffizienten  uh  vk  wieder  dem  Bereiche  (Ä)  an- 
gehören, so  müfste  dasselbe  für  alle  n*  Produkte  r^rj^  der  Fall  sein; 
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denn  jenes  Produkt  17  g  geht  ja  in  17*17*  über,  wenn  man  w<  =  t;jt  =  l 
und  alle  übrigen  Grö&en  u,  v  gleich  Null  setzt.  Man  erkennt  hieraus, 
dafe  dann  nnd  nur  dann,  wenn  jene  n*  Produkte  17W17W  zu  (91)  gehören, 
auch  das  Produkt  17  g  dieselbe  Eigenschaft  besitzt  Jedoch  wird  dies 
im  allgemeinen  nicht  der  Fall  sein. 

Nach  dem  Vorgänge  des  Herrn  Dedekind  wollen  wir  die  Gesamt- 
heit aller  zu  dem  Bereiche  (91)  gehörenden  Funktionen  des  Körpers 
K(*,  u)  einen  Modul,  und  die  zugehörige  Basis  (ijW,  rf*\  . . .  17M)  die 
Basis  des  Moduls  (91)  nennen. 

Eb  sei  nun  ^    ^        ^ 

ein  System  von  n  Elementen,  welche  samtlich  dem  Modul  (91)  an- 
gehören.   Dann  bestehen  für  die  n  Elemente  gO  die  Gleichungen 


1)  t»-Jg**tf 


-«. 


wo  die  Koeffizienten  aik  ganze  Funktionen  von  z  sind.  Soll  nun 
jenes  System  ebenfalls  rational  unabhängig  sein,  so  muls  nach  dem 
auf  S.  135  bewiesenen  Satze  die  aus  den  Koeffizienten  gebildete  Deter- 
minante .      . 

1**1 

von  Null  verschieden  sein.  Ist  dies  der  Fall,  so  sind  die  n  Elemente 
£(1)>  £w> £(,,)  die  Basis  eines  zweiten  Moduls  (83),  welcher  einen  Teil- 
bereich von  (91)  bildet,  weil  jede  zu  (83)  gehörende  Funktion  offenbar 
auch  in  (9t)  vorkommt.  Das  Umgekehrte  ist  im  allgemeinen  nicht  der 
Fall.  Soll  nämlich  jede  zu  (9t)  gehörende  Funktion  auch  in  (83)  ent- 
halten sein,  so  müssen  außer  jenen  n  Gleichungen  noch  die  weiteren 
Gleichungen 

la)  q»-26i,*W 

I 

mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  bjti  bestehen,  welche  aussagen,  dafs 
die  n  Elemente  der  Basis  von  (91)  dem  Modul  (83)  angehören,  Sind 
diese  beiden  Bedingungen  aber  erfüllt,  so  bildet  jeder  der  beiden 
Moduln  (91),  (83)  einen  Teilbereich  des  anderen;  die  beiden  Bereiche 
stimmen  dann  also  überein. 

Zwei  Basissysteme  (ijW,  17W, . . .  17W)  und  (£W,  £<*>, . . .  £<">),  zu  welchen 
derselbe  Modul  (9t)  gehört,  zwischen  deren  Elementen  also  jene  beiden 
Gleichungssysteme  (1)  und  (la)  bestehen,  sollen  äquivalente  Basis- 
systeme genannt  werden.  Wir  können  diese  Beziehung  in  dem  folgenden 
Satze  aussprechen: 
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Zwei  Systeme  foW,  rf>\  . . .  flM)  und  ({«,  {«, . . .  £<«))  sind 

dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  Elemente  des  einen 

Systems    durch    eine    umkehrbare    Substitution    mit    ganzen 

rationalen  Koeffizienten  in  die  des  anderen  übergehen. 

Bildet  man  die  den  beiden  Systemen  zugehörigen  Determinanten 

|«?|.  |*| 

und  beachtet,  dafs  auch  für  die  2n%  konjugierten  Funktionen  JjjO  und 
ijW  die  Gleichungen 

*  i 

bestehen,  so  ergeben  sich  aus  dem  Multiplikationsgesetze  der  Deter- 
minanten die  beiden  schon  auf  S.  135  hergeleiteten  Gleichungen 

und  hieraus,  da  beide  Determinanten  I  £W I ,  I  yW  I  von  Null  verschieden 
sind,  die  Gleichung 

2)  |a,i||fci|-l. 

Da  nun  alle  Elemente  aih(z)  und  bki(z)  und  somit  auch  die  Deter- 
minanten \a§k\9  \hi\  ganze  Funktionen  von  z  sind,  so  folgt  aus  der 
letzten  Gleichung,  dafe  jene  beiden  Determinanten  von  Null  verschiedene 
Eonstanten  sein  müssen. 

Man  erkennt  aber  leicht,  dafs  für  die  Äquivalenz  zweier  Systeme 
schon  die  Bedingungen  ausreichen,  welche  in  dem  folgenden  Satze 
ausgesprochen  sind: 

Ein    Basissystem    (g*1),  £W, . . .  £<"))    ist    einem    anderen 

(rfx\  yW, . . .  rf"*)  dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  seine 

Elemente  in  der  Form 

mit   ganzen  Funktionen   von  z    als   Koeffizienten    darstellbar 
sind,  deren  Determinante  |a,*(*)|  eine  von  Null  verschiedene 
Konstante  ist. 
In  der  That  folgt  ja  dann  durch  Auflösung  jener  n  Gleichungen: 


,(*)=2«i«^, 


wo  das  System  der  a'kl  das  reciproke  zu  dem  der  aik  ist,  seine  Elemente 
also,  da  die  Determinante  \aik\  eine  Konstante  ist,  wieder  sämtlich 
ganze  Funktionen  von  z  sind. 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  1.    Elementartransformationen.  161 

Für  das  Folgende  sind  besonders  drei  Sätze  von  Wichtigkeit, 
welche  unmittelbar  ans  der  soeben  gegebenen  allgemeinen  Definition 
der  Äquivalenz  zweier  Systeme  sich  ergeben.    Sie  lauten: 

1)  Ein  System  geht  in  ein  äquivalentes  über,  wenn  man 
zwei  seiner  Elemente  vertauscht,  &  h.  es  ist  z.  B. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  ist  evident.  Diese  Vertauschung  ent- 
spricht der  Substitution: 

ijW  —  q« 

d.  h.  das  Substitutionssystem  ist  das  auf  S.  128  betrachtete  Elementar- 
system  Ev 

2)  Ein  System  (rp),  rf*\  . . .  r^)  geht  in  ein  äquivalentes 
über,  wenn  man  irgend  eines  seiner  Elemente  mit  einer  nicht 
verschwindenden  Eonstante  multipliziert 

Ist  nämlich  z.  B. 

£fl>-l,W,     fW-fl«  (Ä  =  2,3,...n), 

so  hat  die  vorher  mit  |a,*|  bezeichnete  Determinante  den  konstanten 
Wert  X,  und  jenes  Substitutionssystem  ist  das  auf  S.  129  betrachtete 
Elementarsystem  2?8  für  einen  konstanten  Wert  von  X. 

3)  Ein  System  (rjW,  r/2>, . . .  ijW)  geht  in  ein  äquivalentes 
über,  wenn  man  zu  einem  Elemente  ein  ganzes  Vielfaches 
eines  anderen  hinzufügt,  d.  h.  es  besteht  die  Äquivalenz 

W\  . . .  tfo, . . .  i?<»>)  ~  (qW, . . .  y®  -  g(e)n{k), . . .  *?<">), 
wenn  (7(0)  eine  beliebige  ganze  Funktion  von  z  ist 
Denn  anB  den  n  Gleichungen 

f(D  _  ,(D, ...{»-  i/o  -  ^(*)q«, . . .  {«  -  tf*> 

ergeben  sich  durch  Auflosung  die  Gleichungen 

q«  -  £<*>, . . .  q»  -  £«>  +  K*K(*}> . . .  Vin)  -  S(w)- 

Jene  beiden  Systeme  hängen  also  durch  eine  umkehrbare  Transformation 
mit  ganzen  Koeffizienten  zusammen.  Das  zugehörige  Substitutions- 
syBtem  ist  das  auf  S.  129  betrachtete  Elementarsystem  jE*.    Wir  wollen 

Heneel  u.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  eto.  11 
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diese  drei  Transformationen  die  Elementartransformationen  eines 
Systems  nennen.  Sie  spielen  gewissermaßen  die  Rolle  der  Prim- 
faktoren; in  welche  alle  anderen  umkehrbaren  Transformationen  mit 
ganzen  Elementen  zerlegt  werden  können,  wie  wir  im  nächsten  Ab- 
schnitte zeigen  werden. 

§2. 

Ehe  wir  auf  die  Transformation  der  Systeme  (iß-\  rf*\ . . .  ij<*>)  in 
möglichst  einfache  äquivalente  Systeme  naher  eingehen,  führen  wir 
den  bereits  angekündigten  fundamentalen  Nachweis,  dafs  jede  Trans- 
formation eines  Systems  in  ein  äquivalentes  System  durch  eine  Reihe 
successive  ausgeführter  Elementartransformationen  ersetzt  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  eine  Matrix  von  n'  Elementen: 

(«**(*))  (t\*-lf  !,...*), 

deren  Elemente  beliebige  ganze  Funktionen  von  z  und  deren  Deter- 
minante eine  von  Null  verschiedene  Eonstante  ist.  Solcher  Art  sind 
ja  alle  Substitutionssysteme,  durch  welche  eine  Basis  (rf^9  ifl*\  . . .  qW) 
in  eine  äquivalente  Basis  (£(1),  £(2),  •  •  •  £(n))  übergeführt  wird. 

Wir  zeigen  nun,  dafs  jedes  solches  System  als  ein  Produkt  einer 
Anzahl  von  Elementarsystemen  E1}  E%}  JE8  dargestellt  Werden  kann, 
welche  wir  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  behandelt  hatten.  Zu 
diesem  Zwecke  bilden  wir  das  zu  (an)  reciproke  System  (a'*);  auch 
dieses  ist  ein  System  von  ganzen  Funktionen  von  z  mit  konstanter 
Determinante,  weil  jedes  Element  du  gleich  einer  Unterdeterminante 
von  (aik)  dividiert  durch  die  Determinante  \aik\  ist,  welche  letztere 
nach  der  Voraussetzung  eine  Eonstante  ist. 

Wir  weisen  nun  nach,  dafs  man  das  ganze  System  (a'*)  durch 
hintere  Eomposition  mit  einer  Anzahl  von  solchen  Elementarsystemen 
E,  E\  . . .  EW  in  das  Einheitssystem  transformieren  kann,  dafs  also  mit 
anderen  Worten  eine  Gleichung  besteht: 

(a}4)(£)(JS;')--.(^w)  =  (l). 

Multipliziert  man  dann  aber  diese  Gleichung  vorn  mit  (aik)  und  be- 
achtet, dafs  (aik)  (a'lk)  =  (1)  und  (aik)  (1)  =  (aik)  ist,  so  ergiebt  sich 
schliefslich 

(JB)(JE')-"  (*«)-(**), 

d.  h.  (aik)  ist  als  Produkt  von  Elementarsystemen  darstellbar. 
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Wir  brauchen  also  nur  den  folgenden  Satz  zu  beweisen: 
Jedes  System 


(b 


li 


"« 


im 
hi     6n  •  •  •  hn 


6»i    &••«•..  6« 


mit  ganzen  Funktionen  von  *  als  Elementen  und  konstanter 
Determinante  kann  durch  successive  Anwendung  der  drei 
Elementartransformationen  in  ein  Einheitssystem  verwandelt 
werden.  Wir  verstehen  dabei  unter  Elementartransformationen 
die  drei  folgenden  Operationen: 

1.  Multiplikation  einer  Vertikalreihe  mit  einer  nichtverschwin- 
denden  Eonstante. 

2.  Vertauschung  zweier  Vertikalreihen. 

3.  Vermehrung  der  Elemente  einer  Kolonne  Vi  um  die  mit 
einer  ganzen  Funktion  von  z  multiplizierten  entsprechen- 
den Elemente  einer  anderen  Kolonne  Vk. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.  Wir  bringen  durch 
Kolonnenvertauschung  in  der  ersten  Zeile  das  Element  niedrigsten 
Grades  in  z  an  die  erste  Stelle,  so  dafs  bn  von  niedrigerem  oder 
höchstens  von  demselben  Grade  ist,  als  alle  Elemente  b1%,  61$, . . .  bln. 
Hierauf  ziehen  wir  von  der  zweiten  Kolonne  ein  solches  Vielfaches 
der  ersten  ab,  dafo  in  dem  neuen  Systeme 

hu    6u—  9hi>    h*>  •••&!« 

>  hl,    h*  —  ghl,    hl,  •  •  •  hn  ) 

das  zweite  Element  bu  —  gbn  von  niedrigerem  Grade  ist,  als  das  erste 
und  verfahren  in  gleicher  Weise  mit  allen  übrigen  Elementen  bls . . .  bin. 
In  dem  so  umgeformten  Systeme  sind  nun  wieder  alle  auf  bn  folgenden 
Elemente  von  Hx  von  niedrigerem  Grade  in  z  als  6U;  wir  bringen 
wieder  durch  Kolonnenvertauschung  das  Glied  niedrigsten  Grades  in  Ht 

bin 
Da  bei  jeder  dieser 
gestatteten  Umformungen  der  Grad  von  bn  verkleinert  wird,  so  müssen 
diese  nach  einer  endlichen  Anzahl  dieser  Transformationen  zu  dem  Ab- 
schluß kommen,  dafs  bu  eine  ganze  Funktion  von  z  ist,  während  alle 
anderen  Elemente  von  Hx  Null  sind;  denn  anderenfalls  kann  ja  stets 
noch  eine  Funktion  niedrigeren  Grades  an  die  Stelle  von  bn  gebracht 
werden.     In  diesem  Systeme 

11» 


an  die  Stelle  von  bn  und  reduzieren  dann   den  Grad  von  bn 
aufs  neue  unter  den  von  bn  und  fahren  so  fort. 
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(b 


11 


i/gi 


"51 


Elfte  Vorlesung. 
0      0    ...0 

,bin 


"85 


"38 


"55 


k&nl      bnl     b„i...bn 

mufs  aber   das   Element  bn  notwendig   eine  Konstante  sein.    In  der 
That  ist  die  Determinante  desselben  offenbar  gleich 


&n  •  &L 


ij 


wo  An  die  Determinante  des  Systems  von  (n  —  l)1  Elementen 


(K 


"25 


"58 


&2« 
&85  •  •  '  &«» 


bn%    bns  . ..  &„„ 

bedeutet.  Da  aber  durch  jene  Elementartransformationen  die  Deter- 
minante nicht  geändert  wird,  so  ist  jenes  Produkt  bn  •  Au  eine 
Eonstante;  dasselbe  gilt  also  auch  von  bn  und  An  selbst;  wir  können 
endlich  durch  Division  von  Vl  durch  diese  Eonstante  bn  diese  zu  Eins 
machen. 

Nun  formen  wir  in  dem  neuen  Systeme  die  n  —  1  Elemente 
6M,  6a3, . . .  bin  durch  Verbindung  der  n  —  1  letzten  Vertikalreihen  in 
ganz  derselben  Weise  solange  um,  bis  bn  zu  1  und  alle  folgenden 
Elemente  zu  Null  geworden  sind;  dies  ist  stets  möglich,  ohne  dafe  das 
vorher  erreichte  Resultat  vernichtet  wird,  weil  ja  hier  nur  die  n  —  1 
letzten  Eolonnen  verbunden  werden,  und  weil  aufserdem  die  Deter- 
minante Au  ebenfalls  einen  konstanten  Wert  besitzt.  In  dem  so  sich 
ergebenden  Systeme 

fl      0      0    ...0 

Bh     1       0    ...0 


"51 


"58 


"55 


.65« 


[Ki 


bn%     bn$...bnnß 


machen  wir  nun  auch  das  Element  bn  zu  Null,  indem  wir  das  &21-fache 
der  zweiten  Kolonne  von  der  ersten  abziehen.  Dadurch  erhalten  wir 
ein  System,  dessen  beide  ersten  Horizontalreihen  mit  den  entsprechenden 
des  Einheitssystems  identisch  sind,  und  durch  Fortsetzung  desselben 
Verfahrens  können  wir  die  dritte,  vierte, ...  bis  zur  letzten  Horizontal- 
reihe in  die  entsprechenden  des  Einheitssystems  transformieren,  und 
hiermit  ist  jener  wichtige  Satz  vollständig  bewiesen. 
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§3. 
Im  folgenden  wollen  wir  nun  alle  Funktionen 

V  s=  Wi^(1)  H r*  u«y(n) 

eines  beliebigen  zur  Basis  (i?W,  yW , .  . .  qW)  gehörenden  Moduls  (8t)  zu- 
nächst in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  p  (z  =  a),  d.  h.  in  der 
Umgebung  derjenigen  übereinander  liegenden  Punkte  93«, ,  ©6, . . .  SS0  der 
Riemannschen  Flache  untersuchen,  welche  dem  Werte  (js  =  a)  der  un- 
abhängigen Variabein  entsprechen.  Als  Vorbereitung  betrachten  wir 
zunächst  eine  beliebige  Funktion  i\  und  untersuchen  die  n  konjugierten 
Entwickelungen  rj19  %, . . .  i?n,  welche  diese  in  der  Umgebung  der  end- 
lichen oder  auch  der  unendlich  fernen  Stelle  (*  =  a)  besitzt. 

An  der  Stelle  (z  =  a)  liegen  im  allgemeinen  n  Punkte  der  Riemann- 
schen Kugelfläche  91  übereinander,  jedoch  ist  diese  Anzahl  kleiner, 
wenn  einer  oder  mehrere  jener  Punkte  Verzweigungspunkte  sind.  Um 
die  Untersuchung  nicht  unnötig  zu  komplizieren,  werde  ein  für  alle- 
mal angenommen,  dafe  für  (e  =  a)  drei  Verzweigungspunkte  JBfl,  33*,  9S0 
übereinanderliegen,  in  denen  bzw.  a,  b,  c  Blatter  von  91  zusammen- 
hangen, so  dafe  a  +  b  +  c*=*n  ist;  und  es  sei  ferner  die  Bezeichnung 
vorläufig  so  gewählt,  dafe  die  a  ersten  Blätter  in  8Ja,  die  b  folgenden 
in  S*,  die  c  letzten  in  8S0  zusammenhängen.  Alsdann  schreiten  die  n  kon- 
jugierten  Zweige   ij1;  %, . . .  ijH  der  algebraischen   Funktion  ij  in  der 

Umgebung    von    (jer  —  a)    nach    ganzen    Potenzen  bzw.  von   (e  —  a)a, 

(0  —  a)6,  (js  —  a)e  fort,  wobei  wieder  für  die  Stelle  (a  «  00)  der  Linear- 
faktor 0  —  a  durch  — -  zu  ersetzen  ist;  und  zwar  ergeben  sich  die  Ent- 
wickelungen der  a  ersten  Elemente  tjl9  ife, . . .  iya  aus  der  von  rjt  dadurch, 

dafe  man  die  Potenz  (0  —  a)°  durch  ihre  a  konjugierten  ersetzt,  welche 
sich  ja  nur  durch  multiplikative  ato  Einheitswurzeln  voneinander  unter- 
scheiden. 

Ist  ft  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Blätterzahlen  a,  b,  c, 

so  kann  man  einfacher  sagen,  dafe  die  n  Entwickelungen  17,,  %, . . .  rjn 

i_ 

nach  ganzen  Potenzen  von  (0  —  a)**  fortschreiten. 

Es  seien  nun  Jü  !±1 

ni—*i(*-*y+h(*-*)*  +  •••> 
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jene  n  Entwickelungen  in  der  Umgebung  der  Stelle  (*  =  «),  wo  eben 

(z  —  a)*  die  niedrigste  Potenz  von  (0  —  a/*  ißt,  welche  in  mindestens 
einer  dieser  Entwickelungen  vorkommt;  so  dafe  also  mindestens  einer 

r 

der  Koeffizienten  au  o,, . . .  an  von  Null  verschieden  ist.  Dann  ist(*  -  af 
offenbar  auch  die  höchste  Potenz  von  z  —  cc,  für  welche  der  Quotient 


<ß-*r 


an  jener  Stelle  noch  endlich  ist;  daher  soll  jene  Potenz  (0  —  äf  der 
Teiler  von  17  für  die  Stelle  (z  =*  a)  genannt  werden. 

Man  kann  den  Teiler  einer  Funktion  y  für  eine  Stelle  (*  =  a) 
unmittelbar  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichung  nton  Grades 

ij'  +  ^-iWq— 1  +  ^.-i(#)iT-,  +  —  +4>(*)  =  o 
finden,  der  17  als  Funktion  von  0  genügt.    In  der  That  ist  ja  —  einfach 
der  Exponent    des   Anfangsgliedes    derjenigen  unter  den  n  Wurzeln, 
welche  die  kleinste  Ordnungszahl  hat. 

Setzt  man  also  in  dem  auf  S.  50  bewiesenen  Theorem  -4*(tf)  —  1, 
so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  rj  eine  beliebige  Gröfse  des  Körpers,  so  ist  ihr  Teiler 
für  eine  jede  Stelle  gleich  dem  gröfsten  gemeinsamen  Divisor 
der  n  gebrochenen  Funktionen: 

Uoo",  m*t\  j,wi=i,...^.-i(#)) 

für  diese  Stelle,  und  kann  also  auf  rationalem  Wege  bestimmt 
werden. 

Ist  A(z)  speziell  eine  rationale  Funktion  von  z  allein,  so  besitzt 
sie  stets  eine  ganzzahlige  Potenz  von  z  —  a  bzw.  von  —  als  Teiler, 
und  zwar  ist  dieser  Teiler  im  ersten  Falle  die  in  A(z)  enthaltene 
Potenz   von  z  —  a,   im   zweiten  Falle   diejenige  Potenz  von  —  >  deren 

Exponent  der  negativ  genommene  Grad  von  A(z)  ist.  Ist  ferner  (z  —  a)' 
der  Teiler  von  A(z)  und  (z  —  a\9  der  Teiler  der  algebraischen  Funk- 
tion 7j7  so  ist  offenbar  (*  —  a)*"™  der  Teiler  des  Produktes  Ay. 

§4. 

Es  sei  jetzt  ij(W,  rf*\  . . .  ijM)  irgend  eine  Basis  des  Körpers  K(z,u), 
(St)  der  zugehörige  Bereich  oder  Modul,  und  es  sollen  alle  Funktionen  n 
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Ton  (&)  in  der  Umgebung  der  beliebigen  Stelle  (0  =  a)  untersucht 
werden,  der  wieder  die  drei  übereinander  liegenden  Yerzweigungspunkte 
S5a,  33$,  3SC  entsprechen.    Es  seien  nun 

ri  r*  ^» 

die  Teiler  der  n  Elemente  tflQ  für  die  Stelle  (0  =  a).  Denkt  man  sich 
dann  die  w2  Elemente  der  Determinante  |ijj*>|  sämtlich  nach  Potenzen 
yon  0  —  a  entwickelt;  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 


\W 


m\ 


.,Oln(^-«)^  + 


Oni(0-  «)MH ,...,ann(0- 

—  |a,4|(*-«)  *      _  +  ••• 


<*)"  + 


l^l, 


ist 


Ist  aber  andererseits  (z  —  a)*1  der  Teiler  der  Determinante 
also  die  Entwickelung  derselben  von  der  Form 

so  ergiebt  sich  aus  der  Yergleichung  jener  beiden  Darstellungen  un- 
mittelbar die  Beziehung 


—  +  —  + 
•Pf* 


+  —£—> 

t>    —    f* 


und  zwar  ist  die  Summe  der  Exponenten  links  dann  und  nur  dann 
gleich  dem  Exponenten  —  des  Teilers  von  l^l,  wenn  die  aus  den 
Koeffizienten  der  Anfangsglieder  gebildete  Determinante  |om|  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  hat 

In  diesem  Falle  soll  das  System  (rfl\  rf*\  . . .  ^n))  normal  für  die 
Stelle  (0  =  a)  heifsen,  und  auf  solche  Systeme  beziehen  sich  die  nach- 
folgenden Betrachtungen. 

Es  sei  also  (17  W,  rf*\  . . .  rf*>)  irgend  ein  normales  System,  und  all- 

gemein  (0  —  a)  *  der  Teiler  von  rfV  für  die  Stelle  (*  —  «).     Ist  dann 

ff  —  u^rfV  +  ti,qW  H h  unrfn) 

irgend  eine  Funktion  des  Körpers,  so  ist  der  Teiler  von  r\  für  (0  =  a) 
mindestens  gleich  dem  niedrigsten  unter  den  Teilern  der  n  Produkte 
u4ijW;>er  kann  aber  auch  gröfser  sein,  denn  es  können  sich  ja  in  der 
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Entwickelung  der  n  konjugierten  Zweige  von  rj  die  Anfangsglieder 
sämtlich  fortheben.  Es  gilt  nun  aber  der  Satz,  dafs  dieser  zweite  Fall 
nur  dann  eintreten  kann,  wenn  jenes  System  nicht  normal  ist. 

r 

In  der  That  sei  (e  —  a)*1  der  niedrigste  unter  den  Teilern  der 
n  Produkte  u^]  dann  kann  die  Entwickelung  aller  Koeffizienten 
u1}  tij, . .  •  um  nach  Potenzen  von  st  —  a  folgendermafsen  geschrieben  werden: 

wo  natürlich  nur  die  Koeffizienten  der  ganzzahligen  Potenzen  von 
(z  —  a)  von  Null  verschiedene  Koeffizienten  haben,  und  wo  einige, 
aber  nicht  alle  Anfangskoeffizienten  d  gleich  Null  sein  können,  denn  nur 

r 

dann  besitzen  alle  jene  Produkte  iijqW  mindestens  den  Teiler  (*  —  a)M 
und  keinen  höheren.  Bildet  man  aber  jetzt  die  n  Anfangskoeffizienten 
C17  C%} . . .  Cn  in  den  konjugierten  Entwickelungen  von  y  in  der  Um- 

r 

gebung  von  (z  «  a),  d.  h.  die  Koeffizienten  von  (* — a)11  in  diesen  Entwicke- 
lungen, so  hangen  Cly . .  ,Cn  mit  den  Anfangskoeffizienten  c,  der 
Funktionen  ut  durch  die  n  Gleichungen  zusammen: 


(7Ä  =  qa»!  H h  Cna,,,,, 


wo  die  Koeffizienten  aik  wie  vorher  die  Anfangskoeffizienten  der  Ele- 
mente rfp  sind.  Da  aber  das  System  (17W,  ijW, . . .  ijW)  normal,  also 
|  ü^  |  >  0  ist,  so  können  jene  n  Anfangsglieder  nicht  zugleich  ver- 
schwinden, wenn  auch  nur  eines  der  Anfangsglieder  c,  der  Koeffi- 
zienten ug  von  Null  verschieden  ist,  und  damit  ist  unsere  Behauptung 
bewiesen. 

§5. 

Den  im   vorigen  Abschnitte   bewiesenen   Satz   kann  man   in  der 
folgenden  einfachen  Form  aussprechen: 

Ist  (i?(1),  i/2), . . .  rjfd)  ein  beliebiges  rational  unabhängiges 
System,  welches  für  eine  Stelle  (st  —  a)  normal  ist,  so  ist  der 
Teiler  einer  beliebigen  Funktion 

fttr  jene  Stelle  gleich  dem  gröfsten  gemeinsamen  Divisor  der 
n  Teiler  von  w^1*,  u*^, . . .  u»ffn\  aus  denen  ij  besteht 
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Ist  das  System  aber  kein  normales,  so  gilt  jener  Satz  nicht  notwendig, 
denn  alsdann  konnte  man,  wie  ans  den  obigen  Gleichungen  sofort 
hervorgeht,  die  Anfangsglieder  cx,c%} . .  ,cn  der  Koeffizienten  w<($)  so 
bestimmen,  dafe  die  n  Anfangskoeffizienten  Cly  C2, . . .  Cn  sämtlich 
verschwinden.  Ans  diesem  Grande  ist  daher  der  folgende  Satz  von 
fundamentaler  Bedeutung: 

Jedes  algebraische  System  ist   einem  normalen  Systeme 
äquivalent 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  nehmen  wir  zunächst  an,  dafe  die 
Stelle  a  im  Endlichen  liege;  eine  leichte  Modifikation  des  Beweisganges 
wird  zeigen,  dafe  er  auch  für  die  Stelle  (5  =  00)  richtig  ist.  Es  mögen  nun 

wie  vorher  (e  —  a)*,  (0  —  a)/A,  . . .  (z  —  a)*  der  Reihe  nach  die  Teiler 
der  Elemente  des  Systems  (ip>,  rf*\ . . .  17M),  und  {z  —  a)M  jener  Teiler 

für  die  Determinante  I  rf^  I   sein,   so   dafe   stets  ^p  —  <^  —  ist.    Die 

r.  i 

Exponenten  —  sind  dann  sämtlich  Brüche,  deren  Nenner  a,  b  oder  c 

sind,  je  nachdem  das  Anfangsglied  des  betreffenden  Elementes  17  zu 
der  Entwicklung  um  einen  der  drei  bei  (g  =  a)  übereinander  liegenden 
Verzweigungspunkte  8Ja,  SS*  oder  8SC  gehört.  Die  Elemente  ifx\  rf*\ . . .  rfri 

sollen  so  angeordnet  sein,  dafe  —  ^  —  ^  •  •  •  <£  —  ist  Zwei  solche 
Brüche  sollen  kongruent  hei&en,  wenn  sie  sich  nur  um  eine  ganze 
Zahl  voneinander  unterscheiden,  wenn  also  z.  B.  —  =  —  +  k  ist,  wo  h 

eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Endlich  seien  die  Blätter  für  den  Augen- 
blick so  bezeichnet,  dafe  das  erste  Blatt  zu  fßa,  das  zweite  zu  33&,  das 
dritte  zu  33c  gehört,  während  die  übrigen  in  irgend  einer  Reihenfolge 
auf  diese  folgen  mögen. 

Wir  betrachten  nun  neben  dem  Systeme  (rf^)  das  System  (aik) 
semer  Anfangskoeffizienten,  und  auch  von  diesem  nur  seine  drei  ersten 
Horizontalreihen 

«ii     «u  ..  .Ol» 
(a)  =     Oj!     <*&...  <hn 

denn  alle  folgenden  unterscheiden  sich  ja  von  einer  von  diesen  nur 
um  a46,  &*•  oder  c*  Wurzeln  der  Einheit,  je  nachdem  das  zugehörige 
Blatt  zu  $„,  3S6  oder  SBC  gehört,  sind  also  durch  diese  mit  bestimmt. 
Es  gelten  nun  für  das  System  (rjW)  folgende  zwei  Sätze: 
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Ohne  das  System  (yW,  i/2>,  . . .  ijW)  im  Sinne  der  Äquivalenz 
zu  ändem;  kann  man  in  dem  Systeme  (a)  seiner  Anfangs- 
koeffizienten 

1.  das    Jl- fache    irgend    einer    Kolonne    von    (a)   von    einer 
späteren  Kolonne   abziehen,   felis  nur   die   zugehörigen 

Exponenten  —  kongruent  sind  und  X  eine  beliebige  Kon- 
stante bedeutet, 

2.  irgend  eine  Kolonne  von  (a)  durch  eine  beliebige  Kon- 
stante X  dividieren. 

Ist  nämlich  z.  B.  —  =  —  +  Je,  wo  also  Je  >  0  ist.  und  ersetzt  man  in 
jener  Basis  ^  durch 

so  erhält  man  ein  System  (ijW,  yW, . . .  rf"))7  welches,  wie  früher  bewiesen, 
dem  Systeme  (rjQ\  rf%\  . . .  r/n))  äquivalent  ist  und  dessen  Anfangsglieder 
offenbar  folgendes  System  bilden: 

*  an     <h%  —  Xai\  • •  •  «i» % 

0*1       <ht  —  **»  •  •  •  ton 
«81      «$j  —  *08i  •  •  •  ö*» 

Im  zweiten  Falle  wird  einfach  z.  B.  i/1*  durch  -r-^(1)  ersetzt;  auch  hier- 
durch wird  nach  einem  früheren  Satze  das  ursprüngliche  System  im 
Sinne  der  Äquivalenz  nicht  geändert. 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  Sätze  kann  nun  die  verlangte  Überfuhrung 
leicht  bewerkstelligt  werden.  Von  den  drei  Elementen  der  ersten 
Kolonne  von  (a)  mufs  mindestens  eines  von  Null  verschieden  sein.  Es 
sei  etwa  osl  das  erste  von  diesen;  dann  mache  man  es  dadurch  zu  1, 
dafs  man  jene  ganze  Kolonne  durch  o^  dividiert.  In  dem  so  um- 
geformten Systeme 

0  au  . . .  Oi» ' 

1  o^a ...  a*n 

mache  man  nun  alle  diejenigen  Elemente  der  zweiten  Horizontalreihe, 
für  welche  die  zugehörigen  Exponenten  —  zu  —  kongruent  sind,  da- 

r*  fr 

durch  zu  Null,  dats  man  von  der  betreffenden  Kolonne  ein  geeignetes 
Vielfaches  der  ersten  abzieht.  In  derselben  Weise  werde  nun  die  zweite 
Kolonne  transformiert.  Hier  sei  etwa  a1%  ^  0;  dann  mache  man  dieses 
Element  zu  Eins  und  alsdann  alle  folgenden  Elemente  der  ersten 
Zeile  zu  Null,  für  welche  der  zugehörige  Exponent  zu  —  kongruent  ist. 
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La  derselben  Weise  kann  man  bis  zur  letzten  Kolonne  fortfahren, 
es  sei  denn,  dals  einmal,  etwa  für  die  t'to  Kolonne,  alle  Elemente 
<hh  0to  (Hi  zugleich  zu  Null  geworden  sind.  Alsdann  sind  aber  in  dem 
zugehörigen  transformierten   Elemente    "qW  alle    n  Koeffizienten    von 

(*  —  <*)*    in   den  konjugierten  Entwickelungen  gleich   Null,  iL  Ijto 

besitzt  dann  nicht  den  Teiler  (*  —  a)f*,  wie  bisher  angenommen  war, 

sondern  einen  höheren,  also  mindestens  (z  —  a)  *  .  Ist  dies  aber  der 
Fall,  so  ordne  man  die  letzten  Elemente  'rf% . . .  Tf*>  wieder  nach  der 
Gröfte  ihrer  Teiler,  wobei  eventuell  "ijW  mit  einem  späteren  Elemente 
zu  vertauschen  ist    Da  aber  unter  der  hier  gemachten  Voraussetzung 

die  Summe  der  Exponenten  5?~  numte8*611*   tun  —  gewachsen  ist 

i 

und  da  sie  andererseits  nicht  über  —  hinaus  zunehmen  kann,  so  muis 
man  bei  Fortsetzung  des  Verfahrens  zuletzt  zu  einem  Systeme  kommen, 
bei  welchem  niemals  alle  Elemente  einer  Kolonne  zugleich  Null  sind. 
Führt  man  jetzt  die  hier  geschilderte  Umformung  bis  zu  Ende  durch 
und  ordnet  dann  die  Kolonnen  so,  dals  zuerst  diejenigen  stehen,  in 
welchen  das  erste  der  drei  Kolonnenelemente  gleich  Eins  ist,  dann 
alle  die,  für  welche  das  zweite  Element  gleich  Eins  ist,  so  erhalt  man 
ein  zu  (iy  <*>,  ijW, . . .  i}<">)  äquivalentes  System,  dessen  Anfangssystem  jetzt 
die  folgende  Gestalt  hat: 


1     1    ...1;      0    0 

.  ..0; 

0  0. 

..<)• 

joL^   iL  .  •  .  •^Laj       J.       X 

. . .  1* 

0  0. 

.0 

B1B%...BaS    Cx  Ct 

...ci; 

1 1. 

.1 

) 

Die  Anzahl  der  von  Null  verschiedenen  Elemente  der  ersten  Zeile  muls 
dann  genau  gleich  a  sein;  da  nämlich  diese  Zeile  zu  fßa  gehört,  so 
müssen  alle  Exponenten  — , . . .  inkongruente  Brüche  mit  dem  Nenner  a 

sein,  und  ihre  Anzahl  kann  daher  nicht  gröfser  als  a  sein.  Genau 
ebenso  folgt,  dals  die  Anzahl  der  Elemente  1.  in  der  zweiten  bzw. 
dritten  Zeile  höchstens  b  bzw.  c  sein  kann.  Endlich  kann  aber  auch 
keine  jener  drei  Anzahlen  kleiner  sein  als  bzw.  a,  b  oder  c;  denn  sonst 
würde  man  ja  in  mindestens  einer  Kolonne  lauter  Nullen  erhalten,  das 
Verfahren  wäre  somit  noch  nicht  bis  zu  Ende  durchgeführt. 

Die    zu    den    a    ersten   Kolonnen    dieses    Systems    gehörenden 
Exponenten  —  besitzen  nun  alle  den  Nenner  a  und  bilden  somit  ein 


f* 
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vollständiges   System   inkongruenter  Brüche   mit   diesem   Nenner;   sie 
mögen  daher  jetzt  durch 


Qi 


Q* 


a 


bezeichnet  werden.     Genau  ebenso  mögen  die  Brüche 


b  >     T9' 


-=—    und     — }    — ) 
b  c         c 


die  Exponenten  bezeichnen,  welche  bzw.  zu  den  b  folgenden  und  zu 
den  c  letzten  Kolonnen  gehören  und  welche  ebenfalls  vollständige 
Systeme  inkongruenter  Brüche  mit  den  Nennern  b  und  c  bilden. 

Schreibt  man  jetzt  die  Anfangsglieder  für  alle  a  zu  SS«  gehörenden 
Blätter  unter  jene  erste  Zeile  hinunter  und  beachtet  dabei,  dafs  diese 
sich  von  jener  ersten  nur  um  ate  Wurzeln  der  Einheit  unterscheiden, 
so  bilden  die  a  ersten  Kolonnen  ein  Partialsystem 


'1 


&  = 


o, 


&* 


V      1  8 


1 


i—  1 


dessen  Determinante  \S\  den  von  Null  verschiedenen  Wert  a%  besitzt 
da  sie  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Kreisteilungs- 
gleichung oa  —  1  —  0  ist.  Alle  Elemente  der  b  +  c  folgenden  Kolonnen 
aber  sind  gleich  Null.  Schreibt  man  in  derselben  Weise  alle  w*  An- 
fangsglieder jenes  transformierten  Systems  unter  die  erste,  zweite  oder 
dritte  Zeile  unseres  transformierten  Systems,  so  erhält  man  ein 
System  (aik)  von  Anfangskoeffizienten,  welches  in  leicht  verständlicher 
Bezeichnung  folgendermafsen  geschrieben  werden  kann: 


(«> 


(Sa 


\* 


0 

Ä 


0 
0 

& 


wo  Sj  das  obige  System  von  a  Zeilen  ist  und  8b  und  80  die  ent- 
sprechenden ans  den  o*"  und  c**n  Einheitsworzeln  gebildeten  Systeme 
von  b  bzw.  c  Zeilen  bedeuten.  Die  Sterne  bedeuten,  dafs  dort  ver- 
schwindende oder  nicht  verschwindende  Elemente  stehen,  welche  bzw. 
ans  den  Gröfsen  A„  Bi,  G{  und  den  bezüglichen  Einheitswurzeln  ge- 
bildet sind.  Da  nun  die  Determinante  \8\  jenes  Systems  durch  die 
Gleichung 
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|ä|-|&I-I*H&I-«"  •*'•«■ 

bestimmt,   also    von  Null   verschieden  ist,  so   ist   das   so   gefundene 
System  normal,  also  der  Satz  vollständig  bewiesen. 

Ist  die  Stelle  (*  =  a)  der  unendlich  ferne  Punkt  p^,  bei  welchem 
wieder  die  drei  Verzweigungspunkte  fßa,  3J6,  Sfc  übereinander  liegen, 
so  ist  der  einzige  Unterschied  der,  dafs  das  System 

(«)-    <hl<ht"     <hn 

(hi  <h*  •  •  •  <h* 
im  Sinne  der  Äquivalenz  ungeandert  bleibt,  wenn  man  das  A-  fache 
einer  Vertikalreihe  von  einer  früheren  abzieht,  falls  die  bezüglichen 

Exponenten  kongruente  Brüche  sind.  Ist  nämlich  wieder  etwa  —  «  —  +  h 

und  ersetzt  man  jetzt  rfü  durch 

^ly  Ä  ^(i)  _  ifi^ 

bo  sind  die  Koeffizienten  von  ( -  j    jetzt  bzw.  gleich 

»ii  -  A«u;  °äi  -  *«»>  %  -  *«m- 
In  diesem  Falle  mufii  man  also  die  Transformation  nicht  von  der  ersten, 
sondern  von  der  letzten  Kolonne  aus  beginnen;  man  erkennt  aber  ohne 
weiteres,    dafe    man    zuletzt    genau    zu   demselben   Resultate   gelangt 
wie  früher. 

Wir  heben  noch  die  für  das  Weitere  wichtige  Grundeigenschaft 
der  Kolonnenteiler  des  hier  gefundenen  normalen  Systems  hervor,  und 
zwar  gleich  für  den  allgemeinsten  Fall,  dafs  der  Stelle  (z  =  a)  nicht 
drei,  sondern  beliebig  viele  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  ent- 
sprechen. 

Entsprechen  der  Stelle  (s  =  a)  die  Punkte  85«,  856, . . .  SS0 
der  Kugelfläche  und  sind 

die  Kolonnenteiler  des  soeben  gefundenen  normalen  Systems 
(r}M,  r^s\  . . .  ^n>),  so  hilden  die  Exponenten  (p19  q9, . . .  (>„)  ein 
vollständiges  System  inkongruenter  Brüche  mit  den  Nennern 
a,  &, . . .  c. 
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Die  Determinantenteiler  einer  Matrix.  —  Ihre  Unveränderlichkeit  bei  umkehr- 
baren ganzen  Transformationen.  —  Die  Elementarteiler.  —  Die  Elementarteiler 
eines  Normalsystems  sind  mit  den  Eolonnenteilern  identisch.  —  Bestimmung  der 
Yerzweigungspnnkte  der  Biemannschen  Flache  aus  den  Elementarteilern  einer 

beliebigen  Basis. 

§1. 

Wir  wollen  die  in  dem  vorigen  Abschnitte  gefundenen  Resultate 
anwenden,  um  aus  den  Eigenschaften  eines  beliebigen  algebraischen 
Systems  die  Verzweigung  der  zugehörigen  Riemannschen  Flache  zu 
bestimmen.    Dazu  betrachten  wir  eine  beliebige  Basis 

(fl«,  rp\  . . .  n{n)) 

von  n  rational  unabhängigen  algebraischen  Funktionen  und  die  zu  ihr 
gehörende  Matrix 


m = 


rft)    ,»...,« 


in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  (*  =  a). 

Wir  fahren  nun  zunächst  einen  wichtigen  neuen  Begriff  in  die 
Untersuchung  ein,  nämlich  den  der  Determinantenteiler  einer 
Matrix  (ijjO).  Wir  gelangen  zu  demselben  durch  die  folgenden  Über- 
legungen. 

Denken  wir  uns  fttr  die  Umgebung  der  Stelle  (e  =  a)  alle  n*  Ele- 
mente ifp  nach  ganzen  bzw.  gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen 
Linearfaktors  z  —  a  entwickelt,  so  können  diese  Entwicklungen 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 

^-(#-a)'Pft,(*|a), 

wo  die  Exponenten  6®  positive  oder  negative  ganze  oder  gebrochene 
Zahlen,  und  die  Reihen  Eu(js\a)  Einheitsfunktionen  für  jene  Stelle 
sind.    Es  sei  nun  c^  der  kleinste  jener  n*  Exponenten  djPj  dann  ist 
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die  höchste  Potenz  von  0  —  a}  welche  in  allen  n*  Entwickelnngen 
noch  enthalten  ist,  oder  also  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller 
ns  Elemente   ^  fflr  die  Stelle   (*  =  «).    Nun  denken   wir  uns   alle 

(*    %      )    Determinanten  zweiter  Ordnung 

1?    'S* 

aufgeschrieben,  welche  man  aus  dem  Systeme  (r$)  bilden  kann;  auch 
diese  sind  Potenzreihen  von  0  —  a,  können  also  in  der  folgenden  Form 
geschrieben  werden: 

(*-«/&J2W,.-,(*l«). 

Es  sei  nun  wieder  d,  der  kleinste  jener  (  2~  )  Exponenten  iJJ*^; 
alsdann  ist  (z  —  «)*  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten 
zweiter  Ordnung  jenes  Systems  (17W)  für  die  Stelle  (0  =  a). 

In  derselben  Weise  denken  wir  uns  jetzt  den  gröfsten  gemein- 
samen Teiler  aller  Determinanten  dritter  Ordnung  jenes  Systems  ge- 
bildet und  fahren  so  fort.   Auf  diesem  Wege  erhalten  wir  die  n  Potenzen 

welche  der  Reihe  nach  die  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  aller  Deter- 
minanten der  ersten,  zweiten  u.  s.  w.  nten  Ordnung  sind,  welche  man 
aus  jenem  Systeme  (qW)  bilden  kann.  Die  letzte  Potenz  (0  —  «)*»  ist 
offenbar  identisch  mit  der  in  der  Determinante  I  rfg  |  enthaltenen  Potenz 
Ton  0  —  a.  Diese  n  Potenzen  von  (0  —  a)  werden  die  n  Deter- 
minantenteiler des  Systems  (rj®)  für  die  Stelle  (*  =  a)  genannt. 
Sie  fahren  zu  den  wichtigsten  Invarianten,  welche  ein  System 

(V»,  n{%\  •  •  •  V{n)) 
besitzt. 

Die  Bedeutung  der  Determinantenteiler  beruht  wesentlich  auf  dem 
folgenden  wichtigen  Satze: 

'  Äquivalente  Systeme  haben  gleiche  Determinantenteiler. 

Da  man  jede  Transformation  eines  Systems  in  ein  äquivalentes 
durch  eine  Folge  der  drei  elementaren  Transformationen  ersetzen  kann, 
welche  in  der  elften  Vorlesung  auf  S.  161  charakterisiert  worden  sind, 
so  ist  jener  Satz  bewiesen,  wenn  wir  die  Richtigkeit  der  folgenden 
drei  Sätze  nachweisen  können: 


Digitized  by  VjOOQIC 


176  Zwölfte  Vorlesung. 

Die  Determinantenteiler   eines   Systems    (ijW,  r£*\  . . .  rfn)) 
bleiben  ungeändert,  wenn  man 

1.  eins   seiner  Elemente  mit  einer  von  Null  verschiedenen 
Eonstante  multipliziert, 

2.  zwei  Elemente  miteinander  vertauscht, 

3.  ein  Element  rftl  durch 

ersetzt,  wenn  X(g)  eine  beliebige  ganze  Funktion  von  z 

bedeutet. 
Zum  Beweise  untersuchen  wir,  in  welcher  Weise  eine  jener  drei 
elementaren  Transformationen  eine  einzelne  Determinante  von  beliebiger 
Ä**r  Ordnung,  Bhy  beeinfluüst  Der  Einfachheit  wegen  denken  wir  uns 
die  Bezeichnung  der  Elemente  so  gewählt,  dafs  jene  zu  untersuchende 
Determinante 

1)  D*-    •     ■     •     • 

ist.  Wird  nun  zunächst  ein  Element  rf**  mit  einer  Eonstanten  c  multi- 
pliziert, so  geht  die  Determinante  Bh  entweder  in  cDh  über  oder  sie 
bleibt  ganz  ungeändert,  je  nachdem  rp)  in  Dh  vorkommt  oder  nicht 
Alle  Determinanten  Äter  Ordnung  Dh  bleiben  also  entweder  ungeändert 
oder  sie  multiplizieren  sich  mit  einer  Eonstanten;  der  Teiler  (z  —  a)d* 
ändert  sich  also  bei  der  ersten  Transformation  nicht 

Vertauscht  man  ferner  zwei  Elemente  i^,->  und  ^(i)  miteinander, 
welche  beide  in  der  Reihe  vf**,  rf*\  . . .  rf®  der  ersten  h  Elemente  auf- 
treten, so  ändert  Dh  nur  sein  Zeichen.  Sind  dagegen  beide  Elemente 
nicht  in  jener  Reihe  enthalten,  so  ändert  sich  Dh  gar  nicht  Ist 
endlich  etwa  i\ W  —  qW,  i/*)  —  rfh+l\  also  das  eine  Element  in  Bh  ent- 
halten, das  andere  nicht,  so  vertauscht  sich  bei  der  Permutation  dieser 
beiden  Elemente  nur  die  Determinante  Bh  mit  der  folgenden: 


la)  DJ- 


^iA+1>    ^2)---;L?) 


welche  ja  ebenfalls  in  dem  Systeme  aller  Determinanten  Ä*6*  Ordnung 
vorkommt  Die  Gesamtheit  aller  Determinanten  &***  Ordnung  ändert 
sich  also  in  der  Weise,  dafs  gewisse  unter  ihnen  mit  —  1  multipliziert, 
gewisse  andere  vertauscht  werden;  auch  hier  bleibt  also  der  Teiler 
(a  —  a)dh  ungeändert 
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Ganz  ähnlich  gestaltet  sich  der  Beweis,  wenn  etwa  ijW  durch 
^(0'  =  ^(0__  X(ß)rfk)  ersetzt  wird.  Sind  nämlich  i  und  Tc  beide  <ä 
oder  beide  >  h,  so  ändert  sich  Dh  gar  nicht  Ebenso  bleibt  Dh  nn- 
geändert,  wenn  i>  h,  Je  < ä  ist.  Ist  dagegen  %<h9  k>h,  also  etwa 
i  =  1,  Jc  =  h  +  1,  so  geht  durch  jene  Transformation  DA  über  in: 

Ä-|fl« -!(*)#+»>,     fl»,...tf>|      fr-l,I,...»> 

wo  DI  die  oben  in  (la)  angegebene  Bedentang  hat.  Es  sei  nun 
(z  —  a)dA  der  Determinantenteiler  hUt  Ordnung  des  ursprünglichen 
Systems  (17W,  rjW, . . .  ijW),  und  (z  —  a)**  der  entsprechende  des  durch 
diese  Elementartransformation  veränderten 

Dann  ist  jede  transformierte  Determinante  Dh  durch  (*  —  a)d*  teilbar, 
weil  sie  entweder  mit  einer  der  ursprünglichen  Determinanten  identisch 
oder  gleich  Dh  —  X(z)Dl  ist,  wo  X(z)  eine  ganze  Punktion  von  z  be- 
deutet und  DA,  DJ  beide  durch  (z  —  «)d*  teilbar  sind.  Also  ist  (z  —  a)dh 
in  dem  entsprechenden  Teiler  (*  —  «)**    des   transformierten   Systems 

(r/D  _  A(^)VÄ+1),  i?w, . . .  n{n)) 

enthalten.  Führt  man  aber  jetzt  wiederum  dieses  zweite  System  in 
das  ursprüngliche  dadurch  über,  dafs  man  zu  seinem  ersten  Elemente 
fl«  — iq(*+1)  das  a-feche  des  (Ä  +  l)ten  Elementes  VA+X)  addiert,  so 
zeigt  man  genau  ebenso,  dafs  auch  umgekehrt  der  Teiler  (z  —  a)d* 
in  (z  —  a)dh  enthalten  ist.  Damit  ist  unser  Fundamentalsatz  vollständig 
bewiesen« 

Dieser  Satz  gilt  aber,  wie  ausdrücklich  hervorgehoben  werden 
soll,  nur  dann,  wenn  die  Stelle  (z  =  a)  im  Endlichen  liegt.  Ist  nämlich 
(a  =  oo),  so  gilt  jener  dritte  spezielle  Satz  nicht  mehr,  da  dann  die 
ganze  Funktion  X(z)  für  die  Stelle  (z  =  oo)  nicht  mehr  den  Charakter 
einer  ganzen  Funktion  besitzt,  sondern  in  Bezug  auf  diese  eine  negative 
Ordnungszahl  hat. 

§2. 

In  der  vorigen  Vorlesung  ist  bewiesen  worden,  dafs  man  ein  be- 
liebiges System  (qW,  rf*\  .  .  .  rfn^)  durch  die  soeben  erwähnten  elemen- 
taren Transformationen  in  ein  äquivalentes  sogenanntes  normales  System 
(£(1)*  £w>  •  •  •  6(n))  überführen  kann.  Da  aber  bei  einer  solchen  Trans- 
formation die  Determinantenteiler  ungeändert  bleiben,  so  ergiebt  sich 
jetzt  der  folgende  wichtige  Satz: 

Hensel  n.  Landaber  g,  Algebraische  Funktionen  etc.  12 
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Ein  beliebiges   System   (rfü,  ij<*>, . . .  ^00)   besitzt  fBr  jede 

im  Endlichen  liegende  Stelle  (*  =  a)  dieselben  Determinanten- 

teuer  wie  ein  ihm  äquivalentes  normales  System. 

Wir  gehen  jetzt  dazn  über,  die  Determinantenteiler  eines  für  eine 

Stelle  (z  =  a)  normalen  Systems  für  diese  Stelle  zu  untersuchen,   und 

zwar  wollen  wir  hier  wieder  voraussetzen,  dafs  jene  Stelle  auch  die 

unendlich  ferne  sein  kann.    Es  sei  also 

ein  beliebiges  normales  System,  und  es  mögen 

die  Teiler  seiner  n  Elemente  bedeuten.    Dann  sind  diese  n  Potenzen 
{s  —  afk  so  bestimmt,  dafs  allgemein  die  n  konjugierten  Potenzreihen 

für  #*)  durch  (0  —  a)  *,  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  0  —  a  teilbar 
sind.  Man  kann  also  jene  n  konjugierten  Entwickelungen  so  schreiben: 

C?,-<h»(*-«)*  +  -, 


und  von  diesen  Koeffizienten  Oi*, . . .  ank  ist  mindestens  einer  von  Null 
verschieden.  Denkt  man  sich  also  in  der  zugehörigen  Determinante 
I  ££>  I  alle  Elemente  in  gleicher  Weise  entwickelt,  so  erhalt  man  aus  ihr: 

I  £ i  '  |  —  I <*ik(jt  —  «)  *  +  •  •  •  I  —  I  au |  {0  —  a)  H , 

und  da  das  System  nach  der  Voraussetzung  normal  ist,  so  ist  die  aus 
den  Anfangskoeffizienten  gebildete  Determinante  \aik\  notwendig  von 
Null  verschieden. 

Wir  erinnern  gleich  an  dieser  Stelle  an  einen  für  das  Folgende 
wichtigen  Hilfssatz  aus  der  Determinantentheorie: 

Ist  ((*/*)  ein  System  von  w*  Zahlen,  dessen  Determinante 
\aik\  von  Null  verschieden  ist,  und  bildet  man  aus  seinen 
ersten  h  Vertikalreihen 

*  «n  . . .  Oi* 

alle    Determinanten   Ä*°r  Ordnung,    so   muJb   mindestens    eine 
dieser  Determinanten  von  Null  verschieden  sein. 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  2.   Die  Determinantenteiler  eines  normalen  Systems. 
Entwickelt  man  nämlich  die  ganze  Determinante 
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l*i| 


«11 


alh    aiA+i 


<*u 


«jii  .  • .  0»a    0»a+i  . . .  a« 

nach  dem  Laplaceschen  Determinantensatze,  so  erhält  man  eine  Identität 

\aik\=*ZAhAn-h, 

wo  A*  alle  Determinanten  Äter  Ordnung  ans  dem  ersten  Partialsysteme 
(Fi, . . .  Vk)  durchlauft,  wahrend  A„_A  jedesmal  die  zu  AÄ  komplementäre 
Determinante  (w  — Ä)*6*  Ordnnng  ans  dem  Partialsysteme  (Fa+i,  . . .  Vn) 
bedeutet,  d.  h.  diejenige  Determinante'  des  zweiten  Partialsystems,  welche 
mit  A*  keine  einzige  Horizontalreihe  gemeinsam  hat.  Wären  also  nach 
unserer  Annahme  alle  Determinanten  AA  gleich  Null,  so  würde  dasselbe 
für  die  ganze  Determinante  ntoT  Ordnung  gelten,  was  mit  der  oben  ge- 
machten Voraussetzung  im  Widerspruche  steht 

Es  sei  nun  die  Bezeichnung  der  Elemente  jenes  normalen  Systems 
(£(1)>  Sw>  •  •  •  £("0  von  vornherein  so  gewählt,  dafs  die  Exponenten  der 

Teiler  (s  —  «)  *  ihrer  Grofse  nach  aufeinander  folgen,  dafs  also 

Pi  £  9%  ^  ' '   £  Q* 

ist    Dann  besteht  der  folgende  wichtige  Satz: 

Die  Determinantenteiler  des  für  (z  —  a)  normalen  Systems 
(£(1),  £(a), .  •  •  £(n))  in  Bezug  auf  diese  Stelle  sind  der  Reihe  nach 


(g-a),(e-a)       , 


■(•"«)' 


&+?»+■  ••+?* 


Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  allgemein,  dafs  irgend  eine 
Determinante  A*6*  Ordnung  Dh  mindestens  durch  (*  —  a)  Qh 

teilbar  ist,  dafs  aber  andererseits  mindestens  eine  unter  ihnen  keine 
höhere  Potenz  von  z  —  a  enthält.  Es  sei  wieder  die  Bezeichnung  der 
konjugierten  Elemente  oder  also  der  Horizontalreihen  so  gewählt,  dafs 
die  zu  untersuchende  Determinante  Dh  aus  den  ersten  h  Horizontal- 
reihen gebildet  ist,  es  sei  also  etwa 


Da 


fr&) 


fei     •••*»! 


Ca) 


»A     ' 


»A 


Beachtet  man  dann,  dafa  alle  Elemente  der  ersten,  zweiten,  u.  s.  w. 
£ten  Vertikalreihe  dieser  Determinante  bzw.  durch 

12* 
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teilbar   sind,   so   folgt,   dafa   Bh  mindestens  durch  (z  —  a)  h  '*, 

also  um  so  mehr  durch  (0  —  a)  h  teilbar  ist,  da  ja 

ist;  damit  ist  der  erste  Teil  der  Behauptung  bewiesen. 

Wählt  man  jetzt  speziell  für  Bh  eine  den  h  ersten  Kolonnen 
entnommene  Determinante  hP*  Ordnung,  setzt  man  also  etwa 

s<:> . . .  gw 


Dh- 


W 


V 


%*+• 


so  ist  diese,  wie  soeben  gezeigt,  mindestens  durch  (0  —  a)*1^  * 
teilbar.  Bildet  man  aber  den  Quotienten  von  Dh  durch  eben  jene 
Potenz  von  je?  —  er,  indem  man  der  Reihe  nach  die  einzelnen  Vertikal- 
reihen durch  den  bezüglichen  Teiler  dividiert,  so  kann  man  jenen 
Quotienten  in  der  folgenden  Form  schreiben: 


<,-«)*+■•'+** 


tf 

£•(*) 

(*-«)*' 

«p       «p 

iß—)*' 

(Z  -  «)?* 

Die  rechte  Seite  reduziert  sich  für  e  =  a  auf  die  aus  den  Anfangs- 
gliedern  gebildete  Determinante  Ätor  Ordnung: 

a^i  •  •  •  <*hh 

<*ihi .  •  •  aihh 

und  da  nach  dem  vorher  bewiesenen  Hilfssatze  mindestens  eine  jener 
aus  den  h  ersten  Vertikalreihen  gebildeten  Determinanten  Äter  Ordnung 
von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  in  der  That,  dafs  mindestens  eine 
der  Determinanten  Dh  durch  keine  höhere  Potenz  als  (z  —  a)  * 

teilbar  ist.    Damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  bewiesen. 


§3. 

Neben  den  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  betrachteten  Deter- 
minantenteilern   eines    Systems    (rfx\  rf%\ . . .  ijM)   für    eine    beliebige 
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Stelle  (*=«)  fahren  wir  nunmehr  noch  n  andere  and  wesentlich  wichtigere 
Gräften,  die  von  Weierstrafs  so  genannten  Elementarteiler  jenes 
Systems,  ein,  und  zwar  stellen  wir  für  sie  die  folgende  Definition  auf: 
Sind  (z  —  a)*,  (z  —  a)**, . . .  (z  —  a)**  die  n  Determinanten- 
teiler  einer   beliebigen  algebraischen   Matrix  für   eine   Stelle 
(*  =  a),  so  sollen  die  Quotienten  zweier  aufeinander  folgenden 
Determinantenteiler,  also  die  Potenzen 

der  Reihe  nach  als  der  erste,  zweite,  u.  s.  w.,  nte  Elementar- 
teiler jener  Matrix  für  die  Stelle  (z  «=  a)  bezeichnet  werden. 
Hiernach  sind  also  die  Determinanten-  und  Elementarteiler  einer 

Matrix    (rfV)  für  eine  Stelle  (ß  =  a)  durch  die  folgenden  Gleichungen 

miteinander  verbunden: 

Da  irgend  zwei  äquivalente  Systeme  gleiche  Determinantenteiler 
haben,  so  besteht  auch  für  die  Elementarteiler  offenbar  der  Satz: 
Aequivalente  Systeme  haben  gleiche  Elementarteiler. 
Für  ein  normales  System  ist  allgemein 

=  c— «>*   ^fr-«)*+»+- •••*•« 
c'   (*-a)d<-i    (*_«)*+•»+■ -+*^. 

d.  h.  die  Elementarteiler  eines  normalen  Systems  sind  mit  den  Teilern 
seiner  Elemente  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  den  Kolonnenteilern  der 
zugehörigen  Matrix  identisch. 

Nun  besitzt  aber  ein  beliebiges  nicht  normales  System  dieselben 
Determinantenteiler,  also  auch  dieselben  Elementarteiler  wie  das  äqui- 
valente reguläre  System,  und  daraus  folgt  der  Satz: 

Die  Elementarteiler  eines  beliebigen  Systems 
(U»,q«,...ijM) 

stimmen  überein   mit  den  Teilern  (z  —  af1, ...  (0  —  df*  der 
Elemente  desjenigen  normalen  Systems  (£W,  £W, . . .  £W),  welches 
jenem  äquivalent  ist,  und  zwar  ist  allgemein  der  ite  Elementar- 
teiler gleich  (z  —  afi}  wenn  die  Exponenten  ?i>  &>  •  - .  ?»  ihrer 
Gröise  nach  geordnet  sind. 
Da  die  Exponenten  q1}  q%,  . . .  Qn  des  ersten,  zweiten, . . .  w***  Ele- 
mentarteilers für  die  Stelle  (z  —  a)  eine  zunehmende  Reihe  bilden,  so 
ergiebt  sich  als  unmittelbare  Folgerung  der  wichtige  Satz: 
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Von  den  n  Elementarteilern  eines  Systems  (rfQ)  für  eine 
beliebige  Stelle  {z  —  a)  ist  jeder  ein  Divisor  des  nächst- 
folgenden. 

Derselbe  Satz  besteht,  wie  leicht  zu  sehen,  auch  für  die  Determinanten- 
teiler, aber  nur  dann,  wenn  das  System  für  die  betrachtete  Stelle  ganz 
ist;  für  die  Elementarteiler  gilt  dieses  Theorem  aber  immer. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  diesem  Satze  eine  interessante  Folgerung: 
Man  kann  ein  System  (t/1),  rf% . . .  rf»))  in  verschiedene  äquivalente 
Normalsysteme  transformieren;  da  aber  die  Kolonnenteiler  eines  solchen 
Systems  mit  seinen  Elementarteilern,  also  auch  mit  den  Elementar- 
teilern des  ursprünglichen  Systems  übereinstimmen,  so  folgt,  dafs  die 
Kolonnenteiler  der  einem  Systeme  (ifl\ . . .  r^)  äquivalenten  Normal- 
systeme immer  dieselben  sind,  wie  man  jene  Transformation  auch  aus- 
führen mag. 

Die  genauere  Untersuchung  der  Exponenten  q19  . . .  Qn  der  n  Ele- 
mentarteiler eines  algebraischen  Systems  (qj®)  ergab  nun  auf  S.  173  ein 
Resultat,  welches  wir  jetzt  gleich  in  seiner  allgemeinen,  für  eine  be- 
liebige Anzahl  von  Verzweigungspunkten  giltigen  Form  aussprechen. 
Es  mögen  an  der  Stelle  (js  =  a)  die  A  Verzweigungspunkte 

übereinander  liegen,  in  welchen  bzw. 

a,     6,  .  .  .  d 
Blätter  zusammenhängen,  so  dafs  also 

a  +  b  H h  d*=n 

ist.    Alsdann  können  die  Exponenten  Q1}  •  -  -  Qn  jener  Elementarteiler 

von  vornherein   so    geordnet   vorausgesetzt  werden,   dafs  die  a  ersten 

unter  ihnen, 

Qi>    Q*>  •  •  •  Q*> 

ein  vollständiges  System  von  a  inkongruenten  Brüchen  mit  dem 
Nenner  a  bilden,  dafs  also 

7       I      ° 
Q%  =  1h  +  T' 


Qa  =  hm  +  -Tr- 


ist, wo  ij,  fc8, . . .  ha  ganze  Zahlen  bedeuten.  Ebenso  sollen  die  b  fol- 
genden Brüche  Qa+i>  ?a+2,  • .  •  Qa+b  ein  vollständiges  System  von  6 
inkongruenten  Brüchen  mit  dem  Nenner  b  bilden,  u.  s.  w.,  die  d  letzten 
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ein  ebensolches  System  von  Brüchen  mit  dem  Nenner  d.  Bezeichnen 
wir  dann  allgemein  mit  R(q)  den  kleinsten  positiven  Best,  den  ein  be- 
liebiger Bruch  q  nach  Weglassung  der  größten  in  ihm  enthaltenen 
ganzen  Zahl  labt,  so  dafs  also  z.  B.  für  die  a  ersten  Brüche  q19  Qt, . . .  Qa 

B(Ql)  =  R(kt  +  i-^)  =  i-=+  M .) 

ist,  so  können  wir  jenes  vorher  gefundene  Resultat  in  dem  folgenden 
Satze  aussprechen: 

Die  kleinsten  positiven  Beste 

*(ft),    *(*),...*(•■) 
der  Exponenten  qu  (>,, . . .  q%  von   den  zu   der  Stelle  {z  =  a) 
gehörenden    Elementarteilern    stimmen,    abgesehen    von    der 
Reihenfolge,  mit  den  h  Bruchsequenzen 

0      1  a-l       0      1  &-1  0      1  d-l 

a      a  a    i      b       b  b     )  da  d 

überein,  wenn  a,b, . . .  d  die  Zahlen  der  Blatter  sind,  welche 
in  den  zu  (e  =  a)  gehörenden  Verzweigungspunkten 

miteinander  zusammenhangen. 
Wir  wollen  unter  einer  Bruchsequenz 

I  —  I     die  Reihe     ( — ;  _-,...  _Z_ \ 

llj  \X        X  X     ) 

der  nicht  negativen  unter  1  liegenden  Brüche  mit  dem  Nenner  X  ver- 
stehen. Dann  kann  jener  Satz,  wie  man  leicht  sieht,  folgendermaßen 
ausgesprochen  werden: 

Ist  (ijW,  rf*\  . . .  ijW)  ein  beliebiges  System,  und  sind 
(*  —  af1,  (e  —  a)*1, . . .  (z  —  a)**  die  zugehörigen  Elementarteiler 
für  eine  beliebige  Stelle  p  der  Kugelfläche  ft,  so  lassen  sich 
die  kleinsten  nicht  negativen  Reste  der  Exponenten  q1}  0,,  . . .  Qn 
derselben  stets  in  Bruchsequenzen  anordnen.     Sind  dann 


ra-  [i>-ra 


die  h  jener  Stelle  p  zugehörigen  Bruchsequenzen,  so  liegen 
bei  p  genau  h  Verzweigungspunkte  der  Flache  9t  übereinander, 
in  denen  bzw.  a,  6, . . .  d  Blätter  zusammenhangen. 
Dieser  Satz  giebt  eine  wichtige  theoretische  Einsicht  in  den  Zu- 
sammenhang, welcher  zwischen  den  Elementarteilern  eines  beliebiges 
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algebraischen  Systems  und  der  Verzweigung  der  zugehörigen  Riemann- 
schen  Flache  besteht.  Er  liefert  aber  auch  ein  Mittel,  um  die  Art  der 
Verzweigung  der  zu  einer  Gleichung  f(u,  z)=>0  gehörenden  Riemannschen 
Flache  leicht  zu  finden.  Da  man  nämlich  zur  Bestimmung  der  Brach* 
Sequenzen    JL  ,  Li  ,  . . .  I  J_  I  von  einem  ganz  beliebigen  algebraischen 

Systeme  (17W,  i/2),  . . .  ijW)  ausgehen  kann,  so  ist  es  möglich,  die  Auf- 
gabe dadurch  zu  vereinfachen,  dafs  man  von  vornherein  ein  geeignetes 
System  zu  Grunde  legt.  Dies  soll  in  der  nächsten  Vorlesung  an  einigen 
Beispielen  erläutert  werden. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  geht  von  selbst  hervor,  dab 
sich  die  kleinsten  Reste  der  Exponenten  ?,  nur  auf  eine  Weise  in  die 
Bruchsequenzen    JL|,   |  J-  ,  . . .  |JL|  zusammenfassen  lassen;  denn  ihre 

Nenner  geben  ja  die  zu  den  Verzweigungspunkten  3Sa>  8», . . .  33*  ge- 
hörenden Blätterzahlen  an.  Um  aber  diese  Zusammenfassung  in  jedem 
konkreten  Falle  wirklich  durchzuführen,  wähle  man  unter  den  kleinsten 
Resten  von  qu  q%}  . . .  Qn  den  kleinsten  positiven  Rest  aus;  dann  besitzt 
dieser  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  notwendig  die  Form  —  nnd 
bestimmt   die    erste   Sequenz     —    jener    reduzierten    Brüche.     Nach 

Weglassung  dieser  Sequenz  ist  dann  der  kleinste  der  übrigbleibenden 

Brüche  notwendig  von  der  Form  y  und  bestimmt  die  zweite  Sequenz 

.Li,  und   durch  Fortsetzung   desselben  Verfahrens   erhält  man   alle 

Der  Beweis  jenes  Satzes  galt  zunächst  nur  für  die  zu  einer  im 
Endlichen  liegenden  Stelle  (j&=a)  gehörenden  Verzweigungspunkte.  Aber 
man  erkennt  ohne  weiteres,  dafs  er  auch  für  die  Stelle  (z  —  <x>)  richtig 
ist.  In  der  That  braucht  man  ja  in  der  ursprünglichen  Gleichung 
nur  an  Stelle  von  z  die  neue  unabhängige  Variable  z1  —  —  einzuführen 
und  dann  das  System  (rfl\  rf*\ . . ,  qto)  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(z!  =  0)  zu  untersuchen.  Führt  man  dasselbe  dann  durch  die  oben  er- 
wähnten elementaren  Transformationen  in  das  äquivalente  normale 
System  über,  so  bleiben  auch  hier  die  Elementarteiler  ungeändert,  und 
für  das  normale,  also  auch  für  das  ursprüngliche  System  können  wieder 
die  kleinsten  Reste  der  Exponenten  q19  q9,  . . .  Qn  in  Bruchsequenzen 
angeordnet  werden,  deren  Nenner  mit  den  Ordnungszahlen  der  zu  der 
Stelle  (z1  =  0)  oder  (z  =  oo)  gehörenden  Verzweigungspunkte  überein- 
stimmen. Jener  Satz  gut  also  ganz  allgemein  für  jede  endliche  Stelle 
(z  =  a)  und  auch  für  die  unendlich  ferne  Stelle  (z  —  cx>). 
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§4. 

Die  bis  jetzt  durchgeführten  Untersuchungen  haben  uns  zu  den 
wichtigsten  Invarianten  der  algebraischen  Matrizen  (rjW)  geführt 
Um  sie  vollständig  charakterisieren  zu  können,  betrachten  wir 
wieder  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  Dh(z)  aller  Determinanten 
ä***  Ordnung,  welche  man  aus  einer  beliebigen  Matrix  (rjW)  bilden 
kann,  aber  jetzt  nicht  blofs  für  eine  Stelle,  sondern  zugleich  für  alle 
endlichen  Stellen  und  die  unendlich  ferne  Stelle,  d.  h.  auf  der  ganzen 
einblättrigen  Kugelfläche  ß,  deren  Punkte  p  den  Stellen  (js  =»  a)  ent- 
sprechen. 

In    einem  jeden  Punkte  $(s  =  a)  enthalt  Bh{z)  den  zugehörigen 

Primteiler    p     in     einer    Potenz     pdh,    deren    Exponent   aber    keine 

ganze    Zahl    zu    sein   braucht,    sondern  ein  positiver   oder  negativer 

rationaler  Bruch  sein  kann.    Aber  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von 

Punkten  werden  die  n  Determinantenteiler  D^e),  &%(*), . . .  J?n(*)  von 

Null  verschiedene  positive  oder  negative  Exponenten  besitzen,  wahrend 

in  allen  übrigen  Punkten  die  zugehörigen  Exponenten  Null  sind. 

Es  seien  nun 

p,    q,...r 

alle  und  nur  die  Punkte  der  einblättrigen  Kugelfläche  Ä(*),  für  welche 
mindestens  einer  der  n  Determinantenteiler  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert  besitzt.  Dann  können  jene  n  Determinantenteiler  folgendermaßen 
als  Divisoren  dargestellt  werden: 

Bildet  man  nun  aus  ihnen  die  zugehörigen  Elementarteiler 

so  können  diese  ebenfalls  in  der  folgenden  Weise  dargestellt  werden: 
Von  diesen  n  Elementarteilern 

ist  jeder  ein  Teiler  des  folgenden,  denn  wir  hatten  auf  S.  182  bewiesen, 
dafe  dieses  für  jede  einzelne  Stelle  der  Kugelfläche  der  Fall  ist. 
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Auch  hier  bedeuten  die  Exponenten  8i9  «<,...  &  sämtlich  rationale 
Brüche;  jeder  von  ihnen  kann  also  in  der  Form 

*,-*,  + B(*,) 

geschrieben  werden,  in  welcher  £;  eine  ganze  Zahl  und  der  kleinste 
Rest  R(di)  einen  nicht  negativen  rationalen  echten  Bruch  bedeutet. 
Daher  kann  jeder  dieser  Elementarteiler  auch  in  der  folgenden  Form 
geschrieben  werden: 

wo  [ JSi (je?)1  nur  ganzzahlige  Potenzen  von  p,  q, . . .  r  enthalt  und  der 
kleinste  Rest 

B(Ei(ä))-pMV*>q*{a'K..x*a* 

nur  positive  echte  Brüche  oder  die  Null  als  Exponenten  besitzt 
Die  n  Produkte 

mögen  die  n  reduzierten  Elementarteiler  des  algebraischen 
Systems  (qW)  heifsen;  man  findet  sie,  indem  man  in  den  Elementarteilern 
alle  unecht  gebrochenen  Exponenten  durch  die  ihnen  kongruenten,  d.h.  um 
ganze  Zahlen  von  ihnen  verschiedenen  echten  Brüche  ersetzt.  Sie  sind  dann 
die  Fundamentalinvarianten,  auf  welche  oben  hingewiesen  wurde.  In  der 
That  ist  durch  sie  die  Art  der  Verzweigung  der  zu  dem  Körper  K(t,  u) 
gehörenden  Riemannschen  Fläche  in  der  Weise  bestimmt,  data  man  mit 
ihrer  Hilfe  zu  entscheiden  vermag,  zu  welchen  Stellen  (*  =  «)  über- 
haupt Verzweigungspunkte  gehören  und  welches  die  Ordnungszahl 
eines  jeden  solchen  Verzweigungspunktes  ist;  und  zwar  kann  man  diese 
Aufgabe  lösen,  welches  auch  die  gegebene  Basis  {rfl\  rp\  . . .  ^*>)  sein 
möge.  Aus  den  bisher  gefundenen  Resultaten  ergiebt  sich  nämlich 
ohne  weiteres  der  Satz: 

Sind 

B(J5l(#))-i*q*...t^ 
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die  n  reduzierten  Elementarteiler  eines  beliebigen  Systems 

des  Körpers  K{z}  u),  so  entsprechen  den  Punkten  p,  q, . . .  r 
der  einfachen  Kugelfläche  StQs),  und  nur  diesen,  Verzweigungs- 
punkte auf  der  w- blättrigen  Kugelfläche  SR.  Ist  ferner  p  (*  =  a) 
einer  jener  Punkte  von  &  und  lassen  sich  die  zugehörigen  echt 
gebrochenen  Exponenten  dt,  d2, . . .  dn  in  die  h  Sequenzen 


&]■  M-ß 


anordnen,  so  entsprechen  der  Stelle  p  die  h  Verzweigungspunkte 
83«,  33&,  . . .  SSd,  in  denen  bzw.  a,b, . .  .d  Blätter  zusammen- 
hängen. 
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Berechnung  der  Verzweigungsordnungen  für  die  zu  einer  gegebenen  Gleichung 
gehörige  Kugelfläche.  —  Direkte  Bestimmung  des  ersten  und  zweiten,  sowie  des 
letzten  und  vorletzten  Determinantenteilers.  —  Anwendungen:  Die  binomischen 
Gleichungen  n*«n  Grades.  Die  Verzweigung  der  allgemeinen  zweiblättrigen,  drei- 
blättrigen und  vierblättrigen  Biemannschen  Flächen. 

§1. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen  Sätze  ergeben  nun  ein 
einfaches  und  praktisch  branchbares  Verfahren,  um  für  einen  beliebigen 
algebraischen  Körper  K(jsf  u)  die  Verzweigungspunkte  der  zugehörigen 
Biemannschen  Flache  ihrer  Lage  und  Ordnung  nach  wirklich  zu 
bestimmen. 

Es  sei  rj  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers  K(zfu),  für  welche   die 
zugehörige  Gleichung  n*611  Grades 
1)  a*{a)ir  +  a4-i(*)fl— Ä  +  •  •  •  +  a^  +  a0(e)  -  0 

irreduktibel  ist;  ihre  Koeffizienten  a,(i)  können  als  ganze  Funktionen 
von  z  ohne  gemeinsamen  Teiler  angenommen  werden.  Es  werde  die 
Aufgabe  gestellt,  die  Verzweigung  der  zu  dem  Körper  gehörenden 
Biemannschen  Flache  9t  an  einer  beliebigen  Stelle  p  (z  —  a)  zu  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  die  jener  Stelle  ent- 
sprechenden Elementarteiler  ($  —  afl,  (*  —  a/%  ...($  —  «)*  der 
speziellen  algebraischen  Matrix 

1     ft     itf  . . .  iß-1  * 


2)  D(l,  ,,,■,...  *-i). 


«— 1 


1     rj%     9J  . . .  tf 


Vn    ^-..fl"1 


deren  Determinante  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Glei- 
chung (1),  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  und  zwar  setzen  wir 
zunächst  voraus,  dafs  für  die  zu  untersuchende  Stelle  (#  =  «),  mag  sie 
nun  im  Endlichen  oder  im  Unendlichen  liegen,  die  n  zugehörigen 
konjugierten  Zweige  ylf  %,...rjn  sämtlich  endlich  sind,  also  dort 
keinen  Pol  besitzen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  nehmen  an,  der  Teiler 
(js  —  «)*  jener  n  konjugierten  Zweige  für  diese  Stelle  habe  einen  nicht 
negativen  Exponenten.    Nach  den  früher  gemachten  Bemerkungen  ist 
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189 


diese  Voraussetzung  dann  und  nur  dann  für  eine  im  Endlichen  liegende 
Stelle  (*  =  a)  erfüllt,  wenn  der  Koeffizient  an(z)  des  höchsten  Gliedes 
durch  den  zugehörigen  Linearfaktor  nicht  teilbar  ist;  für  (*  =  oo)  da- 
gegen müssen  wir  voraussetzen,  dafs  der  Grad  von  an(z)  in  Bezug 
auf  s  gröfser  ist  als  der  Grad  aller  anderen  Koeffizienten. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  können  wir  für  den  gröfsten  gemein- 
samen Teiler  aller  Unterdeterminanten  einer  beliebigen  X**1  Ordnung 
des  Systems  (2)  in  Bezug  auf  die  Stelle  (*  =  «)  einen  sehr  einfachen 
Ausdruck  angeben.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  zunächst  das 
rechteckige  System 

1    %...iy}-x    itf..  .H~1% 

3) 


,«— i 


1    ^...itf"1    i^...i?J 

welches   aus   den   X   ersten   Zeilen  von  (2)   gebildet  ist.    Jede  seiner 
Determinanten  Xtor  Ordnung 


1£  1^...^'* 

V'i    flj  •••%'» 

(»,  =  0,1,.. 

.— i) 

'-  . 

h<h< 

~«i 

t  <£•■•# 

verschwindet,  wenn  irgend  zwei  der  Elemente  ylf  %, . . .  ija  gleich- 
gesetzt werden,  weil  dann  zwei  ihrer  Horizontalreihen  gleich  werden, 
und  hieraus  folgt  bekanntlich;  dafs  sie  durch  das  Differenzenprodukt 
derselben 


A 


«,/»=! 


Vi 

v% 


i   *a...i*-* 


<L  h.  durch  die  erste  Determinante  jenes  Systems  (3)  in  der  Weise  teilbar 
ist,  dals  der  Quotient  eine  rationale  ganze  Funktion  von  %,  *}%,*>*  rjx, 
also  selbst  algebraisch  ganz  ist.  Dieser  Satz  gilt  aber  nur  dann;  wenn 
die  Funktionen  rj{  für  die  Stelle  (#«=«)  endlich  sind;  denn  andernfalls 
ist  eine  ganze  Funktion  von  rju  rj%, . . .  rjn  im  allgemeinen  nicht  an 
jener  Stelle  endlich  Es  stimmt  demnach  unter  der  oben  von  uns  ge- 
machten Voraussetzung  der  gröftte  gemeinsame  Teiler  aller  Deter- 
minanten X4™  Ordnung  von  (3)  mit  der  ersten  Determinante  jenes 
Systems  tiberein;  macht  man  dieselbe  Überlegung  für  alle  Systeme 
Ton  je  X  Horizontalreihen  von  D(l,  t),  i]*, . . .  vT"1),  so  ergiebt  sich 
der  folgende  Satz: 
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Der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten  einer 
beliebigen  X***  Ordnung  des  Systems  D(l,  17, . . .  i?*-1)  stimmt 
überein  mit  dem  Determinantenteiler  des  algebraischen  Systems 

1    ^...tf-M 


Vi  •  •  •  n\-1 


1   %-  --nir 

welches    aus    dem    ursprünglichen   durch    Weglassung    seiner 
n  —  X  letzten  Vertikalreihen  gebildet  ist.    Derselbe  soll  kurz 

bezeichnet  werden. 
Hieraus  ergiebt  sich  für  die  gesuchten  Elementarteiler  der  folgende 
einfache  Ausdruck: 

Für  die  Bestimmung  der  Verzweigungspunkte  braucht  man  aber  nicht 
die  Elementarteiler  selbst;  sondern  nur  ihre  kleinsten  Reste  Jß(2?i), 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Funktionen  Ei  durch  ihren  gröfsten 
rationalen  Teiler  [E{\  dividiert.  Für  sie  erhalt  man  also  die  folgende 
Darstellung: 

\D(l,r],  .  .  .1?*-*)/ 

Aus  den  Exponenten  dud2,...  <J„  der  Potenzen  von  e  —  er,  welche 
bzw.  in  B(E1),  JR(-Ea), . . .  Jß(i?n)  enthalten  sind,  können  wir  mm  vn.- 
mittelbar  die  Anzahl  und  die  Ordnung  der  an  der  Stelle  p  (z  =  a)  über 
einander  liegenden  Verzweigungspunkte  finden.    Nach  dem   Resultate 
des  vorigen  Abschnittes  lassen  sich  nämlich  diese  n  nicht  negativen 

Brüche  in  Sequenzen    —  l  =  (  —  >  —  >  •  •  •  — — )  anordnen,  und 

jene   n  Brüche   in   die  h  Sequenzen    l— 1;   \  — 1>  • '  •  r— I  zusammen- 

gefafst  werden  können,  so  liegen  in  p  h  Windungspunkte  bzw.  von 
den  Ordnungen  a_^    b_1}       d_± 

übereinander. 

Diese  Bestimmung  der  Invarianten  R(Ex(js))  gilt  aber  zunächst 
nur  für  diejenigen  Stellen  cc,  für  welche  %,  rj%) . . .  fy,  sämtlich  endlich 
sind,  denn  für  die  übrigen  Stellen  fällt  der  Teiler  aller  Determinanten 


wenn 
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X**  Ordnung  im  allgemeinen  gar  nicht  mit  D(l,  17, . . .  V"1)  zusammen. 

Merkwürdigerweise    stimmen   aber    die    reduzierten    Elementarteiler 

B(Ei{b))  auch  für  diese  ausgeschlossenen  Stellen  mit  den  Ausdrücken  (4) 

überein. 

Um   dies  nachzuweisen,   erinnern   wir  zunächst   daran,   dafs  wir, 

falls  7]19  rj2f . . .  rjn  an  der  Stelle  p  nicht  endlich  sind,   falls   also   ihr 

Teiler  (*  —  a)3  einen  negativen  Exponenten  hat,  die  Variable  17  durch 

eine  andere  tj=(z  —  ccYt]  ersetzen  können,  für  welche  die  ganzzahlige 

Potenz  (js  —  af  so  gröft  gewählt  ist,  dafs  alle  n  Entwickelungen  der 

n  Wurzeln  _      _  _ 

Vt  9     %>  •  •  •  Vn 

an  jener  Stelle  endlich  sind;  denn  zu  diesem  Zwecke  brauchen  wir  ja 
nur  d  ^  —  d  zu  wählen.    Dann  gelten  für  das  System 

(1,  1,  y,...^—1) 

in  Bezug  auf  die  Stelle  (z  =  cc)  alle  früher  bewiesenen  Satze,  d.  L  die 
reduzierten  Elementarteiler  des  neuen,  also  auch  des  ursprünglichen 
Systems  für  jene  Stelle  sind  durch  die  Gleichungen 

gegeben.  Man  erkennt  aber  leicht,  dafs  diese  reduzierten  Elementar- 
teiler mit  den  vorher  bestimmten  übereinstimmen.    Ersetzt  man  nämlich 

allgemein  _      ,      ,      ,         N . 

0  rji    durch     (0  —  ufnu 

so  ist  für  jede  Determinante  Ater  Ordnung 

1 1,  \,  •  •  .  i?-*|  - 1 1,  <*-*Y%, .  -  •  (#-«)p-1,^-1| 

=  (*-  «)(i+»+-  •  •+»-«)*  .  1 1,  ,4,  .  .  .  qj-i  | , 

d.h.  jede  Determinante  A*6*  Ordnung  des  Systems  (1,  17,  .  ..y-1) 
unterscheidet  sich  von  der  entsprechenden  des  ursprünglichen  Systems 
(1,  r), . . .  ly2-1)  um  eine  und  dieselbe  ganzzahlige  Potenz  von  e  —  a; 
es  ist  also 

D(l,  ^, . . .  y-1)  ~  (*-  «)(h-h~  ■  ■+a-u)*D(i, ,, . . .  ^-1), 

und  ebenso  für  die  Determinanten  (X  —  1)*°*  Ordnung 

D(l,  ^, . .  .y->)  -  (*_  «)(H-*+-  •  •+<*-»))*D(l,  V) . . .  ^->). 
Hieraus  folgt: 

2>(l,^f...l/i-«)         ^  '  D(lfi,f...i^-f) 
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Da  sich  somit  die  beiden  Quotienten  Ei(lj)  und  Ex(rf)  nur  um  eine 
rationale  ganze  Funktion  des  Linearfaktors  *  —  a  unterscheiden,  so 
stimmen  ihre  reduzierten  Werte  R(Ei(rj))  und  R(Ei(rj))  überein,  und 
es  gilt  somit  ohne  jede  Einschränkung  der  Satz: 

Für  einen  beliebigen  Körper  der  n*611  Ordnung  findet  man 
die  reduzierten  n  Elementarteiler  aus  den  Gleichungen 


R(El(v))-R(I)(>1>r> ^"1}V 


wenn  rj  eine  beliebige  algebraische  Gröfse  jenes  Körpers  ist 
Durch  diese  n  Fundamentalinvarianten  ist  die  Verzweigung 
der  zugehörigen  Biemannschen  Flache  für  jeden  ihrer  Punkte, 
den  unendlich  fernen  Punkt  mit  eingeschlossen,  vollständig 
bestimmt. 

§2. 
Wir  wollen  nun  zunächst  die  einfachen  Werte  des  ersten  und 
zweiten  sowie  des  letzten  und  vorletzten  Determinantenteilers  von 
D(l,  17, . . .  77* -1)  durch  die  Koeffizienten  der  die  Gräfte  rj  definierenden 
Gleichung  ausdrücken,  um  jene  Werte  später  bei  der  Untersuchung 
der  zwei-,  drei-  und  vierblättrigen  Biemannschen  Flächen  benutzen  zu 
können.  Der  erste  und  der  letzte  Determinantenteiler  sind  unmittelbar 
bekannt,  denn  es  ist 

i)  - 

J\(,)-D(l,,,...^-»)-A,f 

wenn  n 

die  Diskriminante  der  Gleichung  für  r\  ist. 

Auch  den  zweiten  und  den  vorletzten  Determinantenteiler  findet 
man  leicht.    In  der  That  ist 


A(i)-J>(M)' 


1    % 

1       Vn 


(%— %>  •  •  •  Vi—Vk,  •  •  -v*-i— v»)> 


d.  h.  2)9(17)   ist  für  jede   Stelle  a  gleich   dem  grofsten  gemeinsamen 
Teiler  aller  *    7  -  Wnrzeldifferenzen  r)(  —  i)k.    Durch  denselben  Teiler 
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D2(^)  ist   aber  offenbar  auch  die  Summe  der  n  folgenden  Differenzen 
teilbar: 

«{(*—%)  +  (*-%)  +  -"  +  (*ii-vd  +  •  ■•+  (q<-*-)}  —  *  -  -~' 


n 
wenn 


*i  —  Vt+n*  +  --  +  *!»=*  S(rj) 


die  Spur  von  17,  also  den  negativ  genommenen  Koeffizienten  von  ij*— * 
in  der  Gleichung  für  17  bedeutet.  Also  ist  jener  Teiler  D,(l,^)  ein 
Divisor  des  folgenden: 

A(i)-(%-£' %-£'•••*-*)■ 

Andererseits  ist  aber  auch  Da(^)  in  V^rf)  enthalten,  weil  ja  jede 
Differenz  ^  —  ij*  in  der  Form 

darstellbar,  also  durch  Ds(i})  teilbar  ist.     Hieraus  folgt,  dafs 

ist.  Denken  wir  uns  nun  von  vornherein  die  ursprüngliche  Gleichung 
in  der  Form  gegeben: 

2)  F(ri,  *)-*"  +  a^-iCOi"-1  +  •  •  •  +  «bOO  -  0, 

so  dafs  der  Koeffizient  der  zweithöchsten  Potenz  gleich  Null  ist,  so 
besteht   für    den    zweiten  Determinantenteiler    die    folgende    einfache 

610  Tmg'  AC1»  V)  —  {Vif  %;  •  •  •  ^»); 

also  ist  nach  dem  auf  S.  166  ausgesprochenen  Satze: 

3)  A  (1,  n)  -  W-i,  «7-t,  •  •  •  <A 
Auf  jene  Form  (2)  kann  aber  jede  Gleichung 

1*  +  flu-iOO^— *  +  •  •  •  +  floOO  =  0 
durch  die  einfache  Substitution 

-              a«-i  -  .   a»-i 

ij  =  i? —  >    1?«  1?+  «j- 

gebracht  werden. 

Ebenso  leicht  kann  auch  der  vorletzte  Determinantenteiler  durch 

die  Gleichungskoeffizienten  ausgedrückt  werden.    Derselbe  hatte  nämlich 

die  Form 

Hansel  u.  Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  13 
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1    Vi    vi- 

■•«-•] 

. . .  ij— ■)  —  D 

1     %     ri\ . 

•  •  «"* 

1    1.    ^S- 

••«"V 

2>._i(,)-.D(l,  *...*• 


also  ist  D„— 1(^)  einfach  der  gröftte  gemeinsame  Teiler  der  n  Deter- 
minanten, welche  man  ans  der  obigen  Matrix  durch  Weglassnng  je 
einer  Zeile  erhält,  d.  h.  aus  den  n  Differenzenprodokten  von  je 
(n  —  1)  unter  den  n  Elementen  (rjlf  rj2f . . .  ty.— i,  1?*).  Nun  können 
wir  aber  das  Differenzenprodukt  von  n  —  1  Grölsfen  ijlf  %, . . .  q»_ i 
durch  das  entsprechende  von  n  Gröften  ij,,  %, . . .  fy,— i,  17»  folgender- 
maßen ausdrücken: 


Thut  man  dies  für  alle  n  Determinanten  (n  —  1)*"  Ordnung,  welche 
aus  der  Matrix  (1, 1^, . . .  17""*)  gebildet  werden  können,  so  ergiebt 
sich  für  den  vorletzten  Determinantenteiler  die  folgende  Darstellung: 

4)    J)._,(,)-B(l„„.,...^-.)-A^(74i,  ^.-^j-> 

und  auch  dieser  Teiler  kann  in  jedem  Falle  leicht  durch  die  GleichungB- 
koeffizienten  ausgedrückt  werden. 

§3. 

Die  hier  gefundenen  Resultate  wenden  wir  zunächst  auf  den  aller- 
einfachsten  Fall  an,  dafs  F(rj9  z)  eine  binomische  Gleichung  n*®*  Grades 

i)  *•-<*« 

ist,  wo  A{z)  eine  beliebige  ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktion 
yon  *  bedeutet. 

In  diesem  Falle  ist  das  System 

(1,  17,  V,...!?*"1) 

für  jede  endliche  oder  die  unendliche  Stelle  (z  =  a)  normal,  und  man 
kann  also  aus  seinen  Kolonnenteilern  unmittelbar  die  Verzweigung  der 
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zugehörigen  n- blättrigen  Riemannschen  Flache  erkennen.    In  der  That 

ist  ja  in  diesem  Falle  allgemein 

_i_ 

die  zugehörige  nie  Wurzel  der  Einheit  bedeutet;  also  ist  der  grofste 
gemeinsame    Teiler    der    n    in    einer    Kolonne    stehenden    Elemente 

Vi*  Vi>  —  vL  ft^  j^0  Stelle  (e  —  «) 

L 

(i?W„...<)  =  ^"(*); 

und  da  sich  die  Determinante 


i, 


*» 


4 


n—1 


1,  ra*,  <d2*, . . .  »(»-*>* 


für  (*  =  a)  stets  auf  eine  von  Null  verschiedene  Eonstante  reduziert,  so 
ist  jenes  System  in  der  That  ein  normales,  d.  h.  seine  Kolonnenteiler 
stimmen  für  jede  Stelle  mit  den  Elementarteilern  überein. 

Es   sei  nun  (*  =  a)  eine  beliebige  Stelle  und  (js  —  af  die  Potenz 
des   zugehörigen  Linearfaktors,  welche  in  A(z)  enthalten  ist.    Dann 

sind  die  n  Kolonnenteiler 

2_  w— i 

1,         Au,...  An 

genau  durch 

r_  (n-l)r 

l,    (*-«)",...(*-«)   - 

teilbar,  und  die  Ordnungszahlen  der  jener  Stelle  zugehörigen  Ver- 
zweigungspunkte sind  also  die  Nenner  der  Bruchseqnenzen,  in  welche 
die  kleinsten  nicht  negativen  Beste  der  n  Brüche 


i, 


r 
n 


(n-l)r 


geordnet  werden  können.    Ist  aber 

*-<r,n) 

der  grofste  gemeinsame  Teiler  von  r  und  n,  so  dafs  also 

r  =  dr1,    n  =  dn* 

und   r\  n1  teilerfremd   sind,   so   sind  jene  Brüche*  identisch   mit  den 
folgenden: 


i,  ^ 

7     n 


2/ 


(n-l)f. 


13« 
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und  ihre  kleinsten  Beste  stimmen  offenbar  überein  mit  den  Elementen 
der  (2-mal  hintereinander  zu  setzenden  Bruchsequenz 


Ln'J        W      n'  n'    / 


Es  liegen  also  an  der  Stelle  (z  =  a)  genau  d  Verzweigungspunkte  über- 
einander,  in  denen  je  vi  Blätter  zusammenhängen.  Es  ergiebt  sich 
also  der  folgende  Satz: 

Ist  vf  =»  A(z)  und  ist  der  Linearfaktor  z  —  a  ein  r-facher 
Teiler  von  A(z)    so  ist  die  Anzahl  der  im  Punkte  z  =  a  über- 
einander liegenden  Verzweigungspunkte  stets  gleich  dem  gröfeten 
gemeinsamen   Teiler   von  n  und  r,  und   diese  Verzweigungs- 
punkte  sind  sämtlich  von  gleicher  Ordnung. 
Also  nur  an  den  Stellen  können  überhaupt  Verzweigungspunkte 
auftreten,  welche  Nullstellen  oder  Polen  von  A(z)  entsprechen.     Aber 
auch  diese  sind  nur  dann  Verzweigungspunkte,  wenn  r  nicht  ein  Viel- 
faches von  n  ist.    An  der  Stelle  (z  =  oo)  besitzt  A(z)  die  Ordnung  —  p, 
wenn  q  der  Grad  von  A(z)  in  Bezug  auf  z  ist.    Man  erhält  für  diese 
Stelle  also  den  speziellen  Satz: 

Der  Stelle  (z  =  oo)  entsprechen  <$  übereinander  liegende 
Verzweigungspunkte   gleicher   Ordnung,    wenn  d  der   gröfste 
gemeinsame   Teiler  von   n  und   dem   Grade  q   der  rationalen 
Funktion  A(z)  ist. 
Alle  diese  Resultate  können  auch  in  einfacher  Weise  auf  anderem 
Wege  hergeleitet  werden,  da  hier  die  Entwicklungen  der  n  Wurzeln 
der  reinen  Gleichung  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  direkt  hin- 
geschrieben werden  können. 

Wir  wenden  dieses  Ergebnis  noch  kurz  auf  die  Betrachtung  der 
allgemeinen  zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche  an,  nehmen  also  an, 
dab  r\  durch  eine  beliebige  Gleichung  zweiten  Grades 

2)  i}'  +  2ari  +  b  =  0 

definiert  ist,  wo  a,  b  beliebige  rationale  Funktionen  von  z  bedeuten. 
Ersetzen  wir  hier  rj  durch  die  neue  Größe 

V  =  n  +  <*> 
so  genügt  jetzt  17  der  binomischen  Gleichung 

lj*  =  ä(z), 
wo  ä(z)  =  a*  —  b  die  Diskriminante  der  ursprünglichen  Gleichung  ist 
Man  kann  nun  ä(z)  auf  eine  und  nur  eine  Weise  ab  ein  Produkt 

ä(z)  =  al(z)  ax(z) 
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eines  rationalen  Quadrates  und  einer  ganzen  Funktion 

»i  (*)  —  (*  -  «i)  (*  -  «2)  •  •  •  0  -  *») 
darstellen,    welche    ans    lauter    verschiedenen    Linearfaktoren    besteht. 
Ersetzt  man  nun  ~r[  durch  die  neue  Gfröfse  desselben  Körpers 

so  genügt  y  der  quadratischen  Gleichung 

2  a)  y8  =  ax  (*)  =  (g  -  «^  (*  -  «f)  . . .  (*  —  or„) , 

und  unser  soeben  gefundenes  allgemeines  Resultat  lehrt,  dafs  die  dem 
Körper  K{t\9  e)  zugehörige  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche  im  End- 
lichen nur  an  den  v  Punkten  ax,  a2f . . .  av  je  einen  zweiblättrigen 
Verzweigungspunkt  besitzt  und  im  übrigen  dann  und  nur  dann  noch 
einen  solchen  Verzweigungspunkt  an  der  Stelle  (2  —  00)  hat,  wenn 
(v,  2)  =  1,  d.  h.  wenn  der  Grad  von  ax(z)  eine  ungerade  Zahl  ist.  Die 
Anzahl  der  zu  einer  allgemeinen  zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche 
gehörenden  Verzweigungspunkte  ist  also  stets  gerade,  und  zwar  stets 
«={1/},  wenn  {v}  die  nächste  gerade  Zahl  ist,  welche  ^v  ist. 

§4 

Die  gefundenen  Resultate  wenden  wir  ferner  auf  die  allgemeine 
dreiblättrige  Riemannsche  Fläche  an.  Es  sei  y  als  Funktion  von  z 
durch  die  kubische  Gleichung 

1)  y8  +  «iy*  +  (HV  +  az  =  0 

definiert,  wo  a>i,  <%,  az  beliebige  rationale  Funktionen  von  z  sind. 
Setzen  wir  hier,  um  den  Koeffizienten  von  y*  fortzuschaffen: 

v=y-f> 

so  genügt  *i  der  Gleichung 

la)  r}*  +  ari  +  b<=0, 

wo  also  auch 

80,-0»       -     _  27p, -90,0,  +  20? 
8  U  27 

bekannte  rationale  Funktionen  von  0  sind. 

Nach  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  des  §  2  erhalten  wir  hier  für 
die  drei  Determinantenteiler  die  folgenden  einfachen  Werte: 

2)  D(l>v)  =  {aT,bY)  -3, 
D(l,ri,ri*)  =  A2  =  (4a»  +  276')8  =  E.E,, 
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aus  denen  dann  die  reduzierten  Elementarteiler  ohne  weiteres  abgeleitet 
werden  können. 

Diese  drei  Funktionen  können  wir  aber  vollständig  durch  die  eine 

jy§     D(i,i?,i?*)=    a* 

ersetzen,   da  aus   ihr  allein   der  Charakter  einer  jeden  Stelle  (z  =  a) 
(auch  für  «  •=  cx>)  vollständig  erkannt  werden  kann.    Entspricht  nämlich 

jener  Stelle  ein  dreiblättriger  Verzweigungspunkt  und  ist  z  —  a  /bzw.  — ) 

der  zugehörige  Linearfaktor,  so  mufs  nach  dem  vorher  erwähnten  Haupt- 
satze von  den  beiden  reduzierten  Elementarteilern  R(E9)  und  -R(J^a) 

der  eine  durch  (*  —  a)*f  der  andere  durch  (s  —  a)a,  also  der  reduzierte 

Quotient    ~  durch  (jer  —  cc)Ä  oder  {z  —  a)8  teilbar  sein;  ist  dagegen  an 
jener  Stelle  nur  ein  zweiblättriger  Verzweigungspunkt  vorhanden,  so 

ist  der  eine  von  jenen  beiden  reduzierten  Teilern  durch  (z  —  a)*f   der 

i_ 

andere   gar  nicht,  also  ihr   Quotient  durch  (*  —  «)*  teilbar;   endlich 

enthalt  jener  reduzierte  Quotient  den  Faktor  z  ~  a  offenbar  gar  nicht, 

wenn   in  jener   Stelle   alle   drei   Blätter   getrennt   verlaufen.     Hieraus 

ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 


Die  Funktion 


A2 


U) 

besitzt   an  jeder   endlichen   oder  der  unendlich  fernen  Stelle 
eine  ganz  bestimmte  Ordnungszahl  #.    Denkt  man  sich  diesen 
Bruch  in  seiner  reduzierten  Form  geschrieben,  so  giebt  sein 
Nenner  die  Anzahl  der  Blätter  an,  welche  an  der  betrachteten 
Stelle   in   einem  Verzweigungspunkte  zusammenhängen;  jener 
Stelle  entsprechen  also  drei  reguläre  Punkte,  wenn  d  ganz  ist, 
und  ihr  entspricht   ein  zweiblättriger   oder   ein  dreiblättriger 
Verzweigungspunkt,  je  nachdem  8  den  Nenner  2  oder  3  besitzt. 
Die   Frage   nach   der  Verzweigung   der   dreiblättrigen   Fläche   in 
einem   bestimmten   Punkte   kann   noch   einfacher  entschieden  werden, 
wenn   man   die   wenigen  in  Betracht  kommenden  Fälle  gesondert  be- 
trachtet.    Sei  z  —  a   der   an   der  betrachteten   Stelle   verschwindende 
Linearfaktor  und 
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a  =  (*-a)V,    &  =  (*-«)*&',    A  =  (*-«)bA', 

wo  a\  V,  Ar  für  jene  Stelle  Einheitsfunktionen  sind,  so  ist  der  Exponent 

JE  (z) 
der  in  jjtj4  enthaltenen  Potenz  von  e  —  a  gleich 

4_m(fl,|b), 

wo   mfo, ybj  die   kleinere   der  beiden  Zahlen  a  und  yb   bedeutet. 

Der  Nenner  dieses  Braches  entscheidet  also  darüber,  ob  in  dem  be- 
trachteten Punkte  alle  drei  oder  nur  zwei  Blatter  der  Riemannschen 
Flache  zusammenhangen,  oder  ob  alle  Blätter  getrennt  verlaufen.  Ist 
nun  zuerst  y^y>  so  ist  A  =  4as+276*  genau  durch  die  kleinere 
der  in  a3  und  b*  enthaltenen  Potenzen  von  e  —  a  teilbar,  d.  h.  es  ist 
b  =  m(3a,  26);  also  wird  in  diesem  Falle  die  Verzweigung  durch  den 
Nenner  von 

.(•.,b)— (.f4b)«(±,i), 

d.  h.   durch   den  Nenner  des  kleineren  der  beiden  Brüche  —  und  — 

ah 

bestimmt.  Ist  dagegen  y==y>  äLm>  3a  =  26,  so  müssen  sich  jene 
beiden  Brüche,  da  a  und  6  ganze  Zahlen  sind,  selbst  auf  ganze  Zahlen 

reduzieren,   es   kann  also   in   dem   Bruche  — — w(a,  yb)   die  ganze 

Zahl  ml ö,  yB J   einfach   fortgelassen   werden;    in   diesem   Falle    wird 

demnach  die  Frage  durch  den  Nenner  von  -^  entschieden.  Wir  er- 
halten also  das  einfache  Resultat: 

Besitzen  in  der  kubischen  Gleichung 
ri*  +  a(0)rj  +  b(js)=*O 
die  Koeffizienten  a(z),  b{ss)  und  die  Diskriminante 

A(*)  =  4a8  +  276* 

für  eine   Stelle  (js  =  a)  bzw.  die  Ordnungszahlen  a,  b  und  b, 

und  ist  t 

a  ^  o 

so  wird  die  Verzweigung  im  Punkte  (js  =  a)  durch  den  Nenner 
des  kleineren  von  jenen  beiden  Brüchen  so  bestimmt,  dafs  er 
angiebt,  wie  viele  unter  jenen  drei  Blättern  dort  zusammen- 
hangen; ist  dagegen  * 

T-T' 

so  wird  dieselbe  Frage  durch  den  Nenner  von  ~  entschieden. 
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Ist  der  betrachtete  Punkt  speziell  (z  =  oo),  so  besitzen  a,  b  und  A 
die  Ordnungszahlen  —  a',  —  V,  —  b',  wenn  a',  V,  V  die  Grade  jener 
rationalen  Funktionen  in  Bezug  auf  z  bedeuten.  Es  ergiebt  sich  hier 
der  folgende  spezielle  Satz: 

Sind  in  der  kubischen  Gleichung 
V*  +  »17  +  6  =  0 
die  Koeffizienten  a,  b  und  die  Diskriminante  A  rationale  Funk- 
tionen von  z  bzw.  von  dem  Grade  a',  V  und  b',  so  wird  die  Ver- 
zweigung im  Punkte  (z—oo)  durch  den  Nenner  des  gröfseren 
der  beiden  Brüche  —  und  —  >  falls  aber  —  =  —  >  durch  den 
Nenner  von  y-  so  bestimmt,  dafs  er  angiebt,  wie  viele  Blätter 
jener  Flache  hier  zusammenhangen. 
Sind   also   a,  b,  b   die   Ordnungszahlen  von   a(z),  b{z)}  A(#)   für   die 
Stelle  (z  =  a),  so  entspricht  jener  Stelle 

I.  ein  dreiblättriger  Verweigungspunkt,  wenn 

y  <  y    und  zugleich  B  =  3n  ±  1, 

II.  ein  zweiblättriger  Verzweigungspunkt  und  ein  regulärer  Punkt, 

wenn  a         3 

—  <  y    und  zugleich  a  ungerade, 

oder  wenn  fi 

—  =  y    und  zugleich  b  ungerade; 

III.  drei  reguläre  Punkte,  wenn 

Y  <  y    un^  zugle*ch  &  —  3», 
oder  wenn  fi 

Y  <  y    un^  zugleic^  a  gerade, 

oder  endlich  wenn 

^  =  | 

2  3 


und  zugleich  b  gerade 


ist. 
So  ist  z.  B.  für  die  kubische  Gleichung 

rf  _  3(*6__^  +  2 («»-*«)  -  0 
a'  —  7,  b'  =  11;  also  ergiebt  der  Nenner  des  Bruches  y  >  dafs  der  un- 
endlich ferne  Punkt  ein  dreiblättriger  Verzweigungspunkt  ist;  da  nun 
in  diesem  Falle  A  =  (z—  l)V9($  +  3)  ist,  so  wird 
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und  hieraus  in  Verbindung  mit  dem  auf  S.  199  bewiesenen  Satze  geht 
hervor,  dafe  die  Riemannsche  Fläche  an  den  beiden  Stellen  (z  =  0)  und 
(z  =»  —  3)  einen  zweiblättrigen,  an  den  Stellen  (e  =  1)  und  (*  =  <x>) 
einen  dreiblättrigen  Verzweigungspnnkt  besitzt. 

§5. 
Es  soll  jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  die  allgemeine  vierblättrige 
Riemannsche  Fläche  untersucht  werden,  welche  durch  eine  beliebige 
biquadratische   Gleichung  für  ij  definiert  ist.    Diese  möge  von  vorn- 
herein von  ihrem  zweiten  Gliede  befreit,  also  in  der  Form 
1)  rj*  +  ari*  +  bYi  +  c  =  0 

gegeben  sein.  Die  Gleichungen  (1),  (3)  und  (4)  des  §  2  genügen  auch 
hier,  um  die  vier  Determinantenteiler  explicite  anzugeben;  es  ist  nämlich: 

D(l)  =1^ 

D(l,rj)  =W,bT,cT)  =Et, 

wo  A  die  Diskriminante  der  Gleichung  für  rj  bedeutet.  Mau  braucht 
demnach  nur  noch  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  der  konjugierten 
Funktionen  ft{  .   zu  finden;  nach  dem  auf  S.  166  ausgesprochenen  Satze 


2) 


/  1       1      IN 

ist  derselbe  aber  gleich  VAq,  A*,  B8,  I"  /,  wenn  Aq,  A,  B,  V  die  elementaren 
symmetrischen  Funktionen  der  vier  konjugierten  Funktionen  ft,  .  be- 
deuten; und  da  man  durch  eine  leichte  Rechnung  erhält:  ^  x) 

A-2,7rokö--s2'fW/''W-i<2','+9l*-8"'!'' 

i,  k  r,m 


B  ~  2  r  m  r  (r>k)  r  m     ^2^^       * ' 


r i t_ 

f'(ih)f'int)f'(it)f'(i<)      a' 
so  ergiebt  sich  für  D(l,ij,  17*)  der  Wert 

.        D(l,  n,  tf  =  AT  (aT,  BT,  TT)  =  E,Et; 
also  ist  z   i      i      i\ 

1   _    E*E»    -  ( AT  HV   rT) 
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Diese  Ausdrücke  genügen,  um  die  Verzweigung  der  zugehörigen 

Riemannschen  Fläche  an  einer  beliebigen  Stelle  p(z  =  a)  vollständig  zu 

ergründen.    Sollen  nämlich  zunächst  in  p  alle  vier  oder  nur  drei  Blätter 

zusammenhängen;  so  müssen  die  Beste  der  in  EtlEl}E4i  enthaltenen 

'.  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  *  —  a  die  Sequenz  I  — J  bzw. 

—  \  bilden,  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  möglich,  wenn  z  —  a 

mindestens  in  einer  der  Funktionen  XL  und  r=-  in  einer  Potenz  entr- 
iß 

halten   ist,   deren  Nenner  in  der  reduzierten  Form   gleich  vier   oder 

/  i    i     i\ 
gleich  drei  ist   Da  aber  ein  solcher  Nenner  bei  den  Teilern  \a*,  68,  c  / 

/  i     1    £\ 
und  \A*,  B8,f    /  nur   in   der   dritten   bzw.   zweiten    von  jenen    drei 
Funktionen   auftreten   kann,   so   erhält   man  für   einen    vierblättrigen 
bzw.   für   einen   dreiblättrigen  Verzweigungspunkt   die   folgenden   Be- 
dingungen: 

I.  für  einen  vierblättrigen  Verzweigungspunkt: 

1)  (•W,c*)-e*  b{J*)>i, 

2)  (AT,BT,rT)-rT  Jj(r^)>i, 

II.  für  einen  dreiblättrigen  Verzweigungspunkt: 

1)  UT,  bJ,  cT)  -  bJ  *(&*)>  l, 

2)  (a*bV*)-B*  *(b^)>i, 
in  denen  die  beigefügten  Zusätze  besagen,  dafs  die  Exponenten  der  in 

c4  . . .  enthaltenen  Potenzen  von  z  —  a  in  der  reduzierten  Form  den 
Nenner  4  oder  3  haben  müssen,  und  wo  von  den  Bedingungen  1) 
und  2)  immer  nur  die  eine  erfüllt  zu  sein  braucht. 

Soll  dagegen  an  der  Stelle  p  gar  kein  Verzweigungspunkt  vor- 
handen sein,  so  müssen  die  in  Et)Ez,E49  also  auch  die  in  E%9  -g-> 
E2E^EA  enthaltenen  Potenzen  von  z  —  a  notwendig  sämtlich  ganz- 
zahlige Exponenten  haben.    Es  ergiebt  sich  also  die  Bedingung: 

III.  für  einen  regulären  Punkt: 

jb(o*  »t  c4")  - b(a^  b^  r*) - b(a*)  -  i. 

In  allen  übrigen  Fallen  hat  die  Riemannsche  Fläche  in  a  zweiblättrige 
Verzweigungspimkte,  und  zwar  zwei  übereinander  liegende  oder  nur 
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einen,  je  nachdem  in  den  Resten  der  Exponenten  von  E%}  2?8,  EA  die 
Sequenz  |—  J  zweimal  oder  einmal  vorkommt;   je   nachdem   also   das 


-2 
Produkt 


A*  =  E,EtE4 


eine  ganzzahlige  oder  eine  gebrochene  Potenz  von  e  —  a  enthalt.    Es 
ergiebt  sich  also  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung: 
IV.  für  einfache  Verzweigungspunkte: 

Von  den  Bedingungen  unter  I,  II,  III  darf  keine  einzige 
erfüllt  sein,  und  zwar  erhalt  man: 

1)  zwei  einfache  Verzweigungspunkte  für 

*U*)-i, 

2)  einen  einfachen  Yerzweignngspnnkt  für 


R 


tf)  >  L 
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Vierzehnte  Vorlesung. 

Die  Ideale  des  Körpers  K(z,  u)  und  ihre  einfachsten  Eigenschaften.  —  Die  Fun- 
damentalsysteme für  ein  Ideal.  —  Transformation  einer  beliebigen  Basis  in  ein 
Fundamentalsystem  für  das  Ideal  (I).  —  Folgerungen:  Die  einem  algebraischen 
Divisor  zugeordneten  Funktionen  des  Körpers.  —  Die  charakteristischen  Eigen- 
schaften des  Fundamentalsystems  für  ein  Ideal  und  die  Bestimmung  des  zu- 
gehörigen Divisors.  —  Die  Determinante  eines  Fundamentalsystems  für  ein  Ideal.  — 
Der  Verzweigungsteiler.   —  Die  ganzen  algebraischen  Funktionen  des  Körpers. 

Die  Fundamentalaufgabe  für  die  ganze  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  kann  jetzt  folgendermafsen  formuliert  werden: 

Es  sei  ,     ,  . 

B- ##•••#* 

ein  beliebiger  ganzer  oder  gebrochener  algebraischer  Divisor. 
I)  Es  sollen  alle  diejenigen  Funktionen  des  Körpers  R(z,  u)  ge- 

funden werden,  welche  durch  jQ  teilbar  sind;  oder,  was  das- 
selbe ist,  es  sollen  alle  Multipla  von  D  innerhalb  K{z,  u) 
angegeben  werden. 

Sind  *,  *,...* 

die  den  gleich  bezeichneten  Primteilern  von  Q  entsprechenden  Punkte 
der  Riemannschen  Kugelfläche  9t,  so  kann  unsere  Fundamentalaufgabe 
offenbar  auch  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Es  sollen  alle  Funktionen  des  Körpers  K{z,  u)  gefunden 
werden,  welche  in  h  beliebig  gegebenen  Punkten 

I)  der  Kugelfläche  9t  mindestens  die  Ordnungszahlen 

besitzen   und   sich   im   übrigen   auf   der    ganzen    Kugelfläche 

regulär  verhalten. 
Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  kann  ohne  Beeinträchtigung  der 
Allgemeinheit  vorläufig  angenommen  werden,  dafs  sich  weder  einer  der 
Basispunkte  $ßx,  $ß2, . . .  SßA,  noch   auch  einer  der  Verzweigungepunkte 
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Sa,  S?6, . . .  SSd  der  Riemannschen  Fläche  91  an  der  Stelle  (z  =  oo)  be- 
findet. Sollte  dies  nämlich  nicht  der  Fall  sein,  so  genügt  es  offenbar, 
von  vornherein  an  Stelle  von  z  die  Gröfee 


als  unabhängige  Variable  einzuführen,  so  dafe  der  Stelle  (z  =  a^)  die 
Stelle  (zf  =  oo)  entspricht,  und  dann  cc0  irgendwie  so  zu  wählen,  dafs 
an  der  Stelle  (^  =  a0)  keiner  jener  Punkte  %  und  SS  sich  befindet. 
Im  folgenden  kann  und  soll  daher  vorläufig  angenommen  werden,  dafs 
jene  Voraussetzung  bereits  für  die  Variable  z  erfüllt  ist. 

Das  Fundamentalproblem  (I)  kann  nun  leicht  auf  die  Lösung  der 
folgenden  einfacheren  Aufgabe  zurückgeführt  werden: 

Es  sollen  alle  Funktionen  des  Körpers  K(z,u)   gefunden 

werden,    welche   in  den  h  im  Endlichen   liegenden  Punkten 

^ßi>  ty*>  •  •  •  ^ß*  ^zw.  mindestens  die  gegebenen  Ordnungszahlen 

Ia)  Xi9  2,,  . . .  j*    besitzen    und    sonst    für    alle    im    Endlichen 

liegenden  Punkte  der  Kugelfläche  regulär  sind,  während  ihre 

Ordnungszahlen  für  die  n  unendlich  fernen  Punkte  beliebig 

sein  können. 

Alle  diese  Funktionen  bilden  dann  einen  Bereich  (7)  oder  J(D),  ein 

„Ideal"  in  der  Dedekindschen  Terminologie.    Dieser  Bereich  ist  durch 

den  zugehörigen  Divisor  D  vollständig  charakterisiert,  aufserdem  aber 

noch  durch  die  Stelle  (z  =  oo).     Schon  hieraus  geht  hervor,  dafe  der 

Begriff  des  Ideals  kein  dem  Körper  angehöriger  wesentlicher,  sondern 

nur  ein,  für  manche  Anwendungen  allerdings  wichtiger,  Hilfsbegriff  ist. 

Für  die  einem  Bereiche  i"(D)  angehörigen   Funktionen  bestehen 

offenbar  die  folgenden  Sätze: 

1.  Sind  %,  %, .. .  rir  irgendwelche  Funktionen  des  Bereiches  (J), 
so  gehört  auch  jede  Funktion 

n  —  «*!%  +  u%n%  H H  Wr 

demselben  Bereiche  an,  wenn  die  Koeffizienten  u1}  u^, . . .  ur  beliebige, 
aber  ganze  rationale  Funktionen  von  z  sind.  —  Da  nämlich  die 
ganzen  Funktionen  u{(z)  für  keine  im  Endlichen  liegende  Stelle  von 
negativer  Ordnung  sind,  so  ist  die  Funktion  t\  in  der  Umgebung  einer 
jeden  endlichen  Stelle  durch  den  Divisor  Q  teilbar,  wenn  dasselbe  für 
jede  der  r  Funktionen  rjlf  rjt, . . .  t\r  gilt. 

2.  Jede  Funktion  g  des  Körpers  K{z}  u) .  kann  mit  einer  solchen 
ganzen  Funktion  g(z)  multipliziert  werden,  dafe  das  Produkt  rj=g-£ 
zu  I(ö)  gehört.  —  Ist  dies  nämlich  nicht  schon  für  die  Funktion  £ 
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selbst  der  Fall,  so  ist  g  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  endlichen 
Stellen  nicht  endlich  bzw.  von  niedrigerer  als  der  verlangten  Ordnung, 
und  man  kann  daher  g(z)  stets  so  wählen,  dafs  das  Produkt  7]=g(e)-  £ 
dem  Bereiche  (I)  angehört. 

3.  Aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  dafs  man  stets  ein  System  von  n 
rational  unabhängigen  Funktionen  (tj^\  if&9 , . .  r^)  des  Körpers  KQf,  u)  so 
wählen  kann,  dafs  sie  sämtlich  zu  (J)  gehören. — Denn  ist  (fW  f <•>, . . .  £<*>) 
irgend  ein  solches  System,  etwa  das  einfachste  (1,  u,  «**,...  un—1), 
dessen  Elemente  nicht  sämtlich  zu  (I)  gehören,  so  kann  man  dasselbe 
durch  Multiplikation  seiner  Elemente  mit  ganzen  rationalen  Funktionen 
9v9%>"  -9*  von  *  in  ©in  anderes,  offenbar  ebenfalls  unabhängiges  System 

fac^*:»,  •  ••**«)  =  w\  *Ff  •  •  •  vln)) 

verwandeln,  dessen  Elemente  jenem  Bereiche  angehören.  Alsdann 
gehört  nach  dem  ersten  Satze  jede  Funktion 

rj  =  f^ijCi)  +  m^P)  -| 1-  unrfn) 

zu  (J),  wenn  die  Koeffizienten  t^,  tig, . . .  u»  beliebige  ganze  Funk- 
tionen von  e  sind.  Bilden  also  r^l\  rf%\  . . .  ijW  irgend  ein  rational 
unabhängiges  System,  dessen  Elemente  sämtlich  dem  Bereiche  (J)  an- 
gehören,  so  gehört  der  ganze  durch  (qW,  rfl\ . . .  ijW)  konstituierte 
Modul  («)  ebenfalls  zu  (I). 

Es  sei  nun  (ij<l>,  rf*\ . . .  ijW)  eine  beliebige  Basis,  deren  Elemente 
sämtlich  dem  Bereiche  (J)  angehören,  so  bildet  der  durch  sie  charak- 
terisierte Modul  (Ä)  einen  Teilbereich  des  Ideals  (J).  Im  allgemeinen 
fallen  jene  beiden  Bereiche  nicht  zusammen,  sondern  es  giebt  Funk- 
tionen von  (J),  welche  nicht  zu  (Ä)  gehören,  welche  also,  durch  die 
Basis  (ffü,  rf*\  . . .  ijW)  ausgedrückt,  in  gebrochener  Form  erscheinen. 
Man  kann  aber  aus  jener  Basis  stets  eine  andere  (£(1>,  £W, . . .  {<•>)  von 
der  Art  ableiten,  dafe  diese  eine  Basis  für  das  ganze  Ideal  bildet, 
dafs  also  der  durch  (£W,  £W,  . . .  £<*>)  repräsentierte  Modul  mit  dem 
Bereiche  (I)  identisch  ist;  eine  solche  Basis  soll  ein  Fundamental- 
System  für  (J)  genannt  werden. 

Zum  Beweise  dieser  Behauptung  untersuchen  wir  das  System 
(ffi\  rf*\  . . .  rfn^)  in  der  Umgebung  irgend  einer  endlichen  Stelle  £(*  =  «). 
Es  mögen  wieder  an  jener  Stelle  die  drei  Verzweigungspunkte  SS«,  %,  8C 
übereinander  liegen,  und  es  seien  p,  <y,  t  die  Ordnungszahlen,  welche  alle 
Funktionen  von  (J)  dort  mindestens  besitzen  müssen;  diese  Zahlen  sind 
dann  entweder  gewisse  unter  den  Zahlen  Xu  Aj, . . .  Xu  oder  aber  gleich 
Null,  je  nachdem  der  betreffende  Verzweigungspunkt  zu  5ß1;  Sß8, . . .  ?ßÄ 
gehört  oder  nicht. 
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Dann  kann  man,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  von  dem  beliebig 
gegebenen  Systeme  (^(1),  i?w, . . .  r/w))  ausgehend,  zu  einem  anderen 
(£(1)>  6W>  •  •  •  t w)  gelangen,  welches  als  ein  Fundamentalsystem 
für  (I)  in  Bezug  auf  die  Stelle  (*  =  «)  bezeichnet  werden  kann 
und  folgende  Eigenschaften  besitzt:  Es  zerfällt  entsprechend  den  drei 
zu  (m  —  a)  gehörigen  Yerzweigungspunkten  9Sa,  SS*,  9SÖ  in  drei  Partial- 
systeme:  ■ 

£i;---5a;      k+l>  •  •  •  Sa+ftJ      faM-ft+ly--  •(«• 

Betrachtet  man  das  erste,  zu  8$a  gehörige  Partialsystem 

£i>    £)>•••£■ 
für  sich,   so  beginnen   die  Entwickelungen  seiner  a  Elemente  in  der 
Umgebung  von  8$a  mit 

(,_B)-,  (,_«)•,...(,_«)  •  , 

besitzen  also  hier  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen 

Q>  p  +  1,...       Q  +  a  —  1, 

wahrend  in  der  Umgebung  der  anderen  Punkte  SS*  und  3SC  alle  ihre 
Glieder  bis  zu  einer  beliebig  hohen  Potenz  von  z  —  a  hin  fortfallen, 
so  dafs  man  in  diesem  Sinne  behaupten  kann,  dafs  ihnen  für  SS*  und 
3JC  die  Ordnungszahl  oo  zukommt.    Jenes  Fundamentalsystem 

besitzt  also  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen: 
für  SS«:  Q9  p  +1, .  • .  p  +  «  —  1;  oo,  oo,    . . .       oo       ;  oo,  oo,  . . .      oo; 
fürSS*:  oo,  oo,    ...       oo       ;    <7,  tf+1, . . .  ö  +  b—  1;  oo,  oo,  .. .      oo; 
furSSc:  oo,  oo,    ...       oo       ;  oo,  oo,    . . .       oo       ;  r,  r+1, ...r+c— 1. 

Ein  solches  System  z.  B.  von  a  Elementen  (#l>,  #•>,  . . .  £a>), 
welches  in  der  Umgebung  eines  Punktes  SS«  die  Ordnungszahlen 
p,  p  +  1, . . .  p  +  a  —  1,  aber  für  alle  darüber  bzw.  darunter  liegenden 
Punkte  der  Riemannschen  Flache  die  Ordnung  oo  besitzt,  soll  ein 
Partialsystem  von  der  Ordnung  p  für  den  Punkt  SS„  genannt 
werden.  Mit  Hilfe  dieser  Bezeichnung  kann  der  zu  beweisende  Satz 
folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Jede  zu  (I)  gehörige  Basis  (rfV,  i/*>, . . .  ??(w))  kann  in  eine 
andere  transformiert  werden,  welche  entsprechend  den  an  der 
betrachteten  Stelle  p  übereinander  liegenden  Punkten  SSa,  SS*,  SS0 
in  lauter  Partialsysteme  zerfällt,  deren  Ordnungen  p,  <y,  r 
gleich  denen  sind,  welche  die  zugehörigen  Punkte  in  dem 
Bereiche  (J)  besitzen. 
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Hierbei  ist  natürlich  z.  B.  q  —  0  anzunehmen,  wenn  der  Punkt  SB«  nicht 
zu  den  h  Punkten  Sß1; . . .  SßA  gehört. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  braucht  man  nur  zu  zeigen, 
dals  das  System  (yM,  i/*>,  . . .  i?(*>)  in  ein  anderes  (gW,  £<*>, . . .  gW)  trans- 
formiert werden  kann,  welches  nur  in  der  Umgebung  eines  jener  drei 
Verzweigungspunkte,  etwa  von  83c,  die  verlangten  Eigenschaften  besitzt, 
dals  nämlich  seine  ersten  a  +  b  Elemente  g1;  £,, . . .  &,+&  dort  die 
Ordnungszahl  oo  besitzen,  während  die  c  letzten,  k+a+i, ...£»,  der 
Reihe  nach  die  Ordnungszahlen  r,  r+1,  ...r  +  c— 1  haben.  Ist  dieser 
Beweis  nämlich  geführt,  so  kann,  man  das  ganze  System  successive  für 
3S0,  SS*,  93a  so  umformen,  dals  es  ein  Fundamentalsystem  für  (I)  in 
Bezug  auf  die  Stelle  (z  —  a)  wird. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  dals  die  Punkte  3Sa7  SS*,  83«  so  bezeichnet 
sind,  dals  —  ^~r  =  ~  *8*>  un^  denken  ^  ferner  das  System  von 
vornherein  so  gegeben,  dals  es  für  die  Stelle  p  normal  ist,  was  nach 
den  Resultaten  der  elften  Vorlesung  stets  möglich  ist.  Das  aus 
den  Anfangskoeffizienten  gebildete  dreizeilige  System  sei  wieder  das 
folgende: 


1,  1,  ...  1  5    0,  0,...0;    0,0,. 

..0' 

Cj,  «„...««;     1,  1,  ...1  ;    0,0,. 

..0 

,AiA>--Uii   JWs>--r»5   1>1>- 

.1 

/ 

Die  Exponenten 

— ,       -     ,  .  .  .  

C           C                     C 

der  zugehörigen  Teiler  der  letzten  c  Elemente 

vla+b+l)f      ^(a+t+i)f          n(.n)f 

auf  welche  es  im  folgenden  allein  ankommt,  bilden  dann  ein  voll- 
ständiges System  inkongruenter  Brüche  mit  dem  Nenner  c,  welche 
alle  gleich  oder  gröfser  als  —  sind  und  von  vornherein  so  geordnet 
vorausgesetzt  werden  können,  dals  sie  der  Reihe  nach  den  c  auf- 
einander folgenden  Brüchen 

X         x  +  1  x-\-c  —  1 

—  ,        7    •   '   *   

c  c  c 

kongruent  sind,  so  dafs  also  allgemein 

T  =  —  +  fc 

ist,  wo  hi  eine  ganze  nicht  negative  Zahl  bezeichnet.  Alsdann  bleibt 
z.  B.  das  zu  dem  Teiler 
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gehörige  Element  ^(a+*+1)  in  dem  Bereiche  (I),  wenn  man  dasselbe 
durch  die  ganzzahlige  Potenz  {z  —  a)*°  dividiert;  denn  alsdann  beginnt 
es  in  der  Umgebung  von  S50  genau  mit  der  —    ,  bei  fßb  und  83a  aber 

mit  einer  höheren  als  der  —      Potenz  von  z  —  a,  also   a  fortiori  mit 

c  ' 

einer  höheren  als  der  -r-      bzw.  —      Potenz,  während  sein  Verhalten 

b  a  9 

für  alle   anderen  endlichen  Stellen  durch  die  Division  mit  {z  —  «)*» 
offenbar  in  keiner  Weise  geändert  ist.    Genau  ebenso  kann  man  weiter 
erreichen,  dafe  für  diese  letzten  c  Elemente  die  Exponenten  der  be- 
züglichen   Teiler    der  Reihe    nach   die   Brüche  —  >  ^—y  ■  • «  t^c"' 
°  c         c  c 

sind,  während  sich  das  System  der  Anfangskoeffizienten  sonst  in  keiner 
Weise  geändert  hat. 

Jetzt  kann  man  endlich  bewirken,  dafs  die  a  +  b  ersten  Elemente 
in  der  Umgebung  von  9$„  sämtlich  die  Ordnungszahl  oo  besitzen.  In 
der  That,  sei  etwa  ^  die  Ordnungszahl  von  rf**,  also 

q««-«i(*-a)#  +  ••• 
die  Entwickelung  von  r/1*  in  SSC,  so  ist  —  gleich  oder  gröfser  als  — 

also  z.  B.  —  =  —£-  +  #,  und  ersetzt  man  ij(1)  durch  das  neue  Element 

qdr  _  ^(D  -  ^  (*  -  «)* .  ,<«+*+m-i>, 

so  erhält  man  eine  neue  Basis  (17W,  i/*>, . . .  r/*)),  wo  aber  ijW  in  S5C 

von  einer  mindestens  um  Eins  höheren  Ordnung  als  ijM  ist,  da  sich 

^. 

hier  das  Anfangsglied  ^(e  —  a)G  forthebt.  Geht  man  in  derselben 
Weise  fort,  so  kann  man  successive  beliebig  viele  Glieder  in  der  Ent- 
wickelung von  qW  in  der  Umgebung  von  fßc  zum  Verschwinden  bringen 
und  das  Gleiche  für  q(*>, . . .  ij(«+6)  erreichen;  so  erhält  man  schliefslich 
ein  neues  System,  dessen  a  +  b  erste  Elemente  in  SSC  in  der  That  von 
beliebig  hoher  Ordnung,  also  von  der  Ordnung  00  sind. 

Jetzt  forme  man  die  a  +  b  ersten  Elemente  lp-\  ~rj{i), . . .  !}*«+*>  des 
so  erhaltenen  äquivalenten  Systems  (^(1),  ijW, . . .  Tfi*))  so  um,  dafs  das- 
selbe in  der  Umgebung  der  beiden  ersten  Verzweigungspunkte  normal 
wird,  dafe  also  wieder  die  Kolonnenteiler  mit  den  Elementarteilern 
übereinstimmen.  Hierbei  bleiben  die  c  letzten  Elemente  unseres 
Systemes  ungeändert,  weil  seine  a  +  b  ersten  Elemente  vor  und  nach 

Heute  1  11.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  eto.  14 
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jener  Umformung  in  830  die  Ordnung  oo  haben.     Alsdann   reduziere 

man  genau  wie  vorher  die  Exponenten  -^-  >  -r  >  "  •  — r—  der  Teiler  von 

Va+i,  Va+t, .  - •  Va+b  der  Reihe  nach  auf  -?->  -$-> "**,"""  ;  und  bewirke 

dann  wieder,  dafs  sowohl  die  a  ersten  als  auch  die  c  letzten  Elemente 
die  Ordnung  oo  erhalten;  und  endlich  reduziere  man  in  gleicher 
Weise  die  Exponenten  der  Teiler  der  nunmehrigen  a  ersten  Elemente 
auf  —  f  ^—}  •  ■  •  a~~  und  die  Ordnungszahlen  der  b  +  c  folgenden 
Elemente  in  der  Umgebung  von  3Sa  auf  oo.  Man  erkennt  so,  dafs 
auf  diesem  Wege  das  ganze  System  in  der  verlangten  Weise  um- 
geformt wird,  da  bei  keiner  jener  Umformungen  das  Ergebnis  eines 
früheren  Schrittes  vernichtet  wird. 

§2. 

Das  im  vorigen  Abschnitte  gefundene  System 

*«,...$<•>;    £(*+!), . . .  £<«+»;    f  («+»+D,...  £(»> 

ist  zwar  noch  kein  absolutes  Fundamentalsystem  für  das  ganze  Ideal  ( J), 
dagegen  kann  es  als  ein  solches  für  diejenigen  Primfaktoren  bezeichnet 
werden,  welche  der  bisher  betrachteten  Stelle  (z  =  a)  zugehören.  Es 
seien  nämlich  5ßa,  5ßö,  5ß0  die  drei  Primfaktoren,  welche  den  hier  über- 
einander liegenden  Verzweigungspunkten  SSa,  33*,  8Jc  entsprechen,  und 
es  seien  Sß£,  5ß?,  SßJ  diejenigen  Potenzen  derselben,  welche  in  dem 
Divisor  D  enthalten  sind.    Dann  gilt  der  folgende  Satz: 

Eine  algebraische  Funktion  £  des  Körpers  K(ß,  u)  ent- 
halt dann  und  nur  dann  den  Divisor 

wenn  sie  in  der  Form 

e = ^ew  +  t^gw  +  — h 

mit  rationalen  Koeffizienten  t^,  tig, . . .  un  darstellbar  ist,  welche 
sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (*  =  a)  endlich  verhalten,  hier 
also  von  nicht  negativer  Ordnung  sind. 
Da  nämlich  dieses  System  £(1);  £(8>, . . .  J(w)  ein  rational  unabhängiges 
ist,  so  ist  zunächst  jede  Gröfse  des  Körpers  in  der  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  uu  t^, . . .  uH  darstellbar,  und  es  ist  nur 
noch  nachzuweisen,  dafs  £  dann  und  nur  dann  jenen  Divisor  SßJ  Sß*  Sße 
enthält,  wenn   die  Funktionen  Wj,  u^, . . .  un  für  (z  =  a)  endlich   sind. 
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Ist  dies  zunächst  der  Fall,  so  enthalt  £  sicher  den  genannten  Divisor; 
da  nämlich  z.  B.  in  Bezug  auf  Sß«  die  Elemente  JW,  £(*>, . . .  £<*>  die 
Ordnungszahlen  q,  q  +  1,  . . .  Q  +  a  —  1  haben,  alle  folgenden  aber  die 
Ordnung  oo,  so  kann  man  für  die  Umgebung  jener  Stelle 

setzen  und  diese  Summe  ist  mindestens  durch  SßJ  teilbar,  weil  alle 
Koeffizienten  t^,  tij, . . .  ua  nicht  negative  Ordnungszahlen  besitzen;  wört- 
lich ebenso  wird  der  Beweis  für  die  übrigen  Primfaktoren  *ß£,  $ßj  geführt. 
Wenn  aber  auch  nur  einer  jener  Koeffizienten  u,  in  Bezug  auf 
die  Stelle  (z  =  a)  von  negativer  Ordnung  ist,  d.  h.  wenn  auch  nur 
einer  von  ihnen  auch  nur  die  erste  Potenz  von  z  —  a  im  Nenner  ent- 
halt, so  kann  £  nicht  durch  ?ßS  $*  $o  teilbar  sein.  In  der  That  könnte 
man  dann  die  Koeffizienten  ufa)  alle  in  der  Form  schreiben: 

*  »  -  — ^ rrs  +  * « > 

wo  die  Konstanten  q,  c^, . . .  cn  nicht  samtlich  verschwinden  und  die 
rationalen  Funktionen  «*.•(*)  für  *  =  a  endlich  sind.    Dann  ist  also 

und  da  nach  dem  ersten  Teile  unseres  Beweises  das  zweite  Glied  auf 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  durch  SßSSßftSß*  teilbar  ist,  so 
mutete  auch  für  das  erste  Glied  dasselbe  gelten,  d.  h.  es  müiste 

cte<1>  +  ...  +  c<t£<»> 

*  —  a 

für  sich  jenen  Divisor  enthalten.  Nim  reduziert  sich  aber  die  Ent- 
wickelang dieses  Bruches  für  die  Stelle  85a  auf 

**«  +  ■••  +  •.:» 


*—  tt 


) 


und  dieser  Ausdruck  ist  nur  dann  durch  $ß£  teilbar,  wenn  alle  Koeffi- 
zienten Ci, ...  ca  Null  sind;  wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall  und 
etwa  Ci  der  erste  nicht  verschwindende  Koeffizient,  so  lautete  die 
Entwickelung: 

— — =  c4^-a)  +  ft+i(*— *;         +•••, 

und  das  Anfangsglied  hebt  sich  sicher  nicht  fort,  da  alle  folgenden 
Elemente  &+i , . . .  von  höherer  Ordnung  als  &  sind.  Jener  Bruch 
ist  also  genau  durch  (a_,+1) 

rra  } 
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aber  nicht  durch  SßJ  teilbar.  Damit  dies  letztere  also  der  Fall  sei,  müssen 
die  Koeffizienten  q, . . .  ca  alle  Null  sein.  Genau  ebenso  zeigt  man,  dals 
alle  folgenden  Koeffizienten  Ca+i,  - . .  cn  Null  sein  müssen,  damit  £ 
durch  $?  und  $ß*  teilbar  sei,  und  damit  ist  die  Behauptung  in  ihrem 
ganzen  Umfange  bewiesen. 

Wir  wollen   ein   System   (q(1),  i?w,  . . .  ijW)    ein    Fundamental- 
system für  (I)  in  Bezug  auf  die  Stelle  (0  =  a)  nennen,  wenn  alle 
und  nur  die  durch  $ß2$ß?$ßj  teilbaren  Funktionen  rj  in  der  Form 
ri  «=  n^W  +  w,qW  -] (-  unr)W 

dargestellt  werden  können,  wo  die  Koeffizienten  ul}  Uj,  . . .  un  für  diese 
Stelle  endlich  sind. 

Dann  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  unser  vorher  betrachtetes  System 

(g(1),  £(2),  •  •  •  £(n))  Q*31  solches  Fundamentalsystem  ist;  man  erkennt  aber 

auch  ohne  weiteres  die  Richtigkeit  des  folgenden  allgemeinen  Satzes: 

Jedes  Fundamentalsystem  (17W,  . . .  i^"))  in  Bezug  auf  die 

Stelle  (#=«)  geht  aus  einem  von  ihnen,  etwa  aus  dem  Fundamental- 

Systeme  (#*>,  &*\  . . .  £<">)  durch  eine  rationale  Substitution 

1)  i« -!**(*)£<*> 

hervor,  deren  Koeffizienten  o*  *(*)  für  die  Stelle  (z  =  «)  endlich 
sind,  und  deren  Determinante  durch  z  —  a  nicht  teilbar  ist. 
Soll  nämlich  jedes  Element  des  Systems  (rfx\  ijW, .  . .  qM)  durch 
^ßSSß*$ßc  teilbar  sein,  so  müssen  alle  Funktionen  qW  in  der  obigen 
Form  (1)  mit  regulären  Koeffizienten  durch  das  System  (fc(l>,  £<*>, . . .  f  W) 
darstellbar  sein,  und  ihre  Determinante  \aik\  darf  nicht  identisch  Null 
sein,  wenn  (17W,  . . .  i?(n))  rational  unabhängig  sein  sollen.  Dann  ergiebt 
sich  aber  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1): 

wo  die  Koeffizienten  (afki)  die  Elemente  des  zu  (aik)  reciproken  Systems 
sind,  und  da  die  Determinante  \aik(z)\  der  einzige  Nenner  jener 
Elemente  afki(z)  ist,  so  folgt  bekanntlich,  dafs  diese  dann  und  nur 
dann  ebenfalls  endlich  sind,  wenn  diese  Determinante  den  Linearfaktor 
z  —  cc  nicht  enthält 

Ist  nun  (£W,  fW, . . .  £<w))  ein  Fundamentalsystem  des  Ideals  (I) 
für  die  Stelle  (z  =  a),  und  ist  (#*>,  #8),  • . .  |(n))  ein  beliebiges  rational 
unabhängiges  System,  dessen  Elemente  ebenfalls  jenem  Ideale  an- 
gehören, so  sind,  wie  oben  dargelegt  wurde,  die  Elemente  |W  folgender- 
maßen darstellbar:  S(,)— !&<*(*)  £w 

wo  die  Substitutionskoeffizienten  ha  ganze  Funktionen  von  z  sind, 
deren  Determinante  |  biJt  |  dann  und  nur  dann  durch  z  —  a  nicht  teilbar* 
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ist,  wenn  auch  (£W,  £(*), . . .  {•(»))  ein  Fundamentalsystem  ist.  Da  aber 
die  zu  jenen  beiden  Systemen  (|W)  und  (gW)  gehörigen  Determinanten 
|6®|  und  |£W|  durch  die  Gleichung 

l^l-l^ll»«! 

verbunden  sind,  so  erkennt  man,  dafs  das  System  (|W)  dann  und  nur 
dann  kein  Fundamentalsystem  ist,  wenn  die  Ordnung  seiner  Deter- 
minante für  (0  =  0)  gröfser  ist  als  die  von  |£j*>|.  Man  kann  also  die 
charakteristische  Eigenschaft  eines  Fundamentalsystems  auch  so  aus- 
sprechen: 

Ein  System  (|W,  |«, . . .  £<">),   dessen  Elemente   samtlich 

dem  Ideal  (7)  angehören,  ist  für  eine  Stelle  (#  =  a)  dann  und 

nur  dann  ein  Fundamentalsystem,  wenn  seine  Determinante  |  (;<*>  | 

für  den  zugehörigen  Linearfaktor  »  —  a  von  möglichst  niedriger 

Ordnung  ist. 

Dieser  Satz  umfafst  offenbar  auch  den  Fall,  dafs  die  Determinante 

verschwindet,  dafs  also  (#l>,  g(»), . . .  £(*))  überhaupt  keine  Basis  für  den 

Körper   K(js,u)   bildet;   in   diesem   Falle   ist  eben  |g(*)|«=0,  also  für 

jede  Stelle  von  unendlich  hoher  Ordnung;  das  Gleiche  gilt  somit  auch 

für  die  spezielle  Stelle  (z  =  a). 

Welches  nun  jene  niedrigste  Ordnung  ist,  können  wir  jetzt  leicht 
bestimmen,  wenn  wir  das  vorher  betrachtete  spezielle  Fundamental- 
system {(!>,...  £(•>.     £<«+D;...  £(«+*);     £(«+>+!),...  £(»> 

zu  Grunde  legen. 

Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  die  n*  Elemente  von  |  gW  |  durch 
ihre  Entwicklungen  in  der  Umgebung  der  Stellen  SSa,  33Ä,  3$,..  Hierbei 
können  aber  alle  diejenigen  Elemente  einfach  durch  Null  ersetzt 
werden,  deren  Ordnung  an  diesen  Stellen  unendlich  grofs  ist.  Thun 
wir  dies,  so  erhalten  wir  für  jene  Determinante  die  folgende  einfache 
Darstellung: 

1)  |C«|-    0,    A,  0      -|D.||A||D. 


Da, 

o, 

0 

o, 

A, 

0 

o, 

o, 

Be 

Hier  bedeuten  D«,  Dby  De  einfach  die  algebraischen  Systeme  von  bzw. 
a*,  V,  <?  Elementen,  welche  den  drei  Partialsystemen 

C«,...CW;      $<«+D,  .  .  .  £(«+»);      gC+l+1),  .  .  .  t  (■> 

bzw.  in  der  Umgebung  von  85«,  SB»,  SSC  entsprechen.    So  ist  z.  B. 
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I-D-I 


ig»'  ü»  — «■> 


diejenige  Determinante  a***  Ordnung,  welche  ans  den  für  35«  konju- 
gierten Entwickelnngen  von  £(1),  £W, . . .  £(">  in  der  Umgebung  dieses 
Verzweigungspunktes  besteht. 

Nun  beginnen  aber  die  Entwickelnngen  von 

nebst  ihren  konjugierten  in  Beziehung  auf  den  Verzweigongspunkt  Sßa 
bzw.  mit  g  9+i  g+q-i 

Hieraus  folgt,  dafe  die  Entwickelung  von  |D«|  mit 


i.  +  £±l+...+ 


g+q— i 


(*-«) 


*+ 


«— l 


beginnt,  und  dieses  Anfangsglied  von  \Da\  hebt  sich  nicht  etwa  fort, 
denn  sein  Zahlenkoeffizient  ist  ja  die  aus  den  Anfangsgliedern  jener 
a2  Reihen  gebildete  Determinante: 


1 


<o9 


1 


„a-1  ^a-1 


a>( 


a-l 


deren  absoluter  Wert  gleich  a%  ist. 

Wir  nehmen  jetzt  allgemeiner  an,  dafs  an  der  Stelle  (*  =  a)  nicht 
blofs  drei,  sondern  beliebig  viele  Verzweignngspunkte  JBfl,  8Ä, . . .  ©d 
übereinander  liegen,  denen  die  Primteilerpotenzen  Sß*,  ?ß£,  . . .  SßJ  in 
dem  Divisor  D  von  (7)  entsprechen.  Dann  ergiebt  sich,  dafe  die  Deter- 
minante |  £,(*>)  genau  durch  die  Potenz 


*+ 


a— 1 


(*-a)'  =  TT(*-a)        *   =  (*  -  a) 


r(i+2=S) 


teilbar  ist,  wo  sich  das  Produkt  auf  alle  zu  (0  «=  a)  gehörigen  Prim- 
faktoren Sß  bezieht,  wo  ferner  X  den  Exponenten  von  Sß  in  D  und  a  —  1 
die  Ordnungszahl  des  betreffenden  Punktes  bezeichnet 
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§3. 

Mit  Hilfe  der  im  vorigen  Abschnitte  gefundenen  Resultate  ist  es 
nunmehr  leicht,  ein  Pundamentalsjstem  für  ein  Ideal  1(0,)  aufzustellen, 
welches  zu  einem  beliebigen  Divisor 

Q- ##..■*? 

gehört.  Es  sei  nämlich  (#l\  |W,  . . .  £<"))  ein  beliebiges  System  rational 
unabhängiger  Funktionen  des  Ideals  7(D).  Bilden  wir  dann  die  Deter- 
minante |6J*>|,  so  enthalt  dieselbe  einen  beliebigen  Linearfaktor  z  —  a 

in  einer  Potenz,  deren  Exponent  gleich  oder  gröfser  als  t  =*  I  ( X  +  ~§~) 

ist.  Nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  ist  aber  diese  Zahl  t 
von  Null  verschieden,  denn  ZA  ist  nur  für  diejenigen  Primfaktoren  ^  0, 

welche  in  dem  Divisor  D  vorkommen,  und  I— ^—  verschwindet  nur 
für  diejenigen  Stellen  nicht,  denen  Verzweigungspunkte  entsprechen. 
Da  ferner  die  Determinante  |  £<*)  |  ebenfalls  nur  für  eine  endliche  Anzahl 
von  Stellen  eine  von  Null  verschiedene  Ordnung  besitzt,  so  giebt  es 
auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen 

g  =  a,    e  =  a', . . .  e  =  «M, 
für  welche  die  Ordnungszahl  von  |  Qk)  |  gröfser  ist  als  die  bezügliche  Zahl 

für  welche  also  (Pl>,  £W, . . .  !<">)  noch  kein  Pundamentalsystem  für  (7)  ist. 
Wir  formen  dann  jenes  System  in  der  oben  auseinandergesetzten 
Weise  zunächst  in  ein  anderes  um,  welches  für  die  Stelle  (*  =  a)  ein 
Fundamentalsystem  für  (7)  ist  Dies  geschieht  allein  durch  Addition 
seiner  Elemente  und  Multiplikation  mit  ganzen  Funktionen  von  *,  und 
endlich  durch  Division  derselben  durch  Potenzen  des  Linearfaktors  e  —  a. 
Durch  alle  diese  Operationen  verlassen  wir  aber  den  Bereich  (7)  nicht, 
und  wir  erhalten  so  ein  neues  System  (#*>',  |W, . . .  £<*>'),  welches  jetzt 
in  Bezug  auf  (z  =  a)  ein  Fundamentalsystem  ist  und  dessen  Determinante 
jeden  Linearfaktor  aufter  (*  —  a)  genau  ebenso  oft  enthält,  als  die 
Determinante  des  ersten  Systems.  Formen  wir  nun  dieses  neue  System 
in  ein  Fundamentalsystem  in  Bezug  auf  die  Stelle  (z  =  a!)  um  und 
fahren  so  fort,  so  ergiebt  sich  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Trans- 
formationen zuletzt  ein  System 

0,«,  v»), ...,(-)), 

welches  in  Bezug  auf  jede  Stelle  ein  Fundamentalsystem  für  das 
Ideal  (7)  ist  Ist  also  17  irgend  eine  Funktion  des  Ideals  (7),  so  ist 
sie  durch  die  Basis  (rfx\  rf>*\  . . .  ijW)  in  der  Form 
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^  «  Uj  t}M  +  u^rf®  H h  u%vfn) 

mit  rationalen  Funktionen  von  z  als  Koeffizienten  darstellbar;  die 
Koeffizienten  U;  dürfen  jezt  aber  überhaupt  keinen  Nenner  haben,  sie 
müssen  ganze  Funktionen  sein,  denn  sie  müssen^ jeder  endlichen 
Stelle  (z  =  a)  endlich  sein,  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall, 
wenn  sie  ganze  Funktionen  von  z  sind. 

Wir  benutzen  das   soeben  gefundene  Resultat  zunächst  zur  Ab- 
leitung eines  für  das  Folgende  wichtigen  Hilfssatzes:  Ist 

(flu  •  •  ■  Va]   Va+l,  •  •  •  Va+b]   fla+d+1,  •  •  -  flu) 

wieder  ein  Fundamentalsystem  für  das  Ideal  (J),  welches  entsprechend 
den  bei  der  Stelle  (z  —  a)  übereinander  liegenden  Verzweigungspunkten 
SSa,  S3&,  SSc  in  die  drei  Partialsysteme  bzw.  von  den  Ordnungen  q,  <y,  t 
zerfällt,  so  ist 

V(")  —  Vi  +  Va+l  +  Va+b+l 

eine  Funktion  des  Ideals  (7),  welche  in  den  konjugierten  Punkten 
SS«,  SS*,  SS0  welche  zu  (z=a)  gehören,  genau  die  Ordnungszahlen  p,  a,  x 
besitzt,  welche  jenen  Punkten  in  dem  Divisor  ö  zukommen,  wobei 
wieder  z.  B.  q  =  0  zu  setzen  ist,  wenn  83a  gar  nicht  in  D  auftritt  u.  s.  w. 
So  kann  man  für  eine  jede  Stelle  (z  =  a)  der  unabhängigen  Variabein 
innerhalb  (I)  eine  solche  zugehörige  Funktion  r}(a)  berechnen. 
Es  seien  nun  allgemeiner 

(*-«),     (*  =  /}),. ..(*  =  y) 

alle  und  nur  die  Werte  der  unabhängigen  Variabein,  denen  überhaupt 
Primfaktoren  von  D  entsprechen,  und  es  bedeuten 

?(«)i      n(fl)>---     vir) 

Funktionen  von  (I),  welche  bzw.  den  Stellen  (er,  ß, . . .  y)  in  dem  eben 
angegebenen  Sinne  zugehören.     Es  sei  endlich 

das  Produkt  aller  zu  jenen  Stellen  gehörigen  Linearfaktoren. 
Bilden  wir  dann  die  Summe 

so  ist  1?D  ebenfalls  eine  Funktion  des  Ideals  (2),  welche  jeden  Prim- 
teiler Sß,  von  Q  genau  in  der  Ä;ten  Potenz  und  keiner  höheren  enthält. 
In  der  That,  gehört  z.  B.  Sßt  zu  der  Stelle  (z  =  a),  so  ist  nach  der  Vor- 
aussetzung 17  (a)  in  $ßx  genau  von  der  A/8*  Ordnung,  während  der  Koeffi- 
zient  .  _  '     hier  von  der  nullten  Ordnung  ist.    Während  also  der  erste 
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Summand  von  qQ  in  Sßj  genau  die  X^*  Ordnung  besitzt,  haben  alle 
folgenden  hier  mindestens  die  (X1  +  l)*6  Ordnung,  denn  die  Gröfse  17  (/5) 

des  Ideals  (I)  istfc  z.  B.  mindestens  durch  Sß*>,  -~-^  aber  durch  z  —  a, 

also    sicher    durch    5ßx    teilbar,    und    dasselbe    gilt    für    alle    übrigen 

Summanden. 

Eine  Funktion  i?c  des  Ideals  (J),  welche  genau  durch 
den  zugehörigen  Divisor  D  teilbar,  also  in  jedem  der  h  Punkte  Sß,- 
genau  von  der  Ven  Ordnung  ist,  soll  eine  zu  D  zugeordnete 
Funktion  genannt  werden.  Innerhalb  eines  beliebigen  Ideals  (I) 
kann  man  also  stets  solche  zugeordnete  Funktionen  finden. 
Aas   diesem   Satze   ziehen  wir  gleich  zwei  Folgerungen:    Es  sei 

(g  =  a)   eine  beliebige   endliche,   oder  aber  auch  die  unendlich  ferne 

Stelle  der  unabhängigen  Variabein,  und  es  mögen 

die  sämtlichen  zugehörigen  konjugierten  Punkte  der  Riemannschen 
Flache  sein,  welche  reguläre  oder  Verzweigungspunkte  sein  können. 
Wahlen  wir  dann  D  _  <p?Mj . . .  <p„ 

so  ist  die  zugeordnete  Funktion  iyD  so  beschaffen,  dafs  sie  in  5ßx  end- 
lich und  von  Null  verschieden  ist,  während  sie  in  allen  konjugierten 
Punkten  ?ßj, . . .  Sß,  verschwindet.    Wahlen  wir  ferner  einfach 

so  verschwindet  die  zugeordnete  Funktion  i?c,  in  $ß1;  und  zwar  ist  sie 
hier  genau  von  der  ersten  Ordnung.  Es  bestehen  also  die  beiden 
Sätze,  welche  im  folgenden  gebraucht  werden  sollen: 

Innerhalb   eines   Körpers  K(z,u)   existieren   stets   Funk- 
tionen,  welche   in   einem   beliebigen   Punkte  ?ßx  endlich   und 
von  Null  verschieden  sind,  während  sie  in  allen  konjugierten 
Punkten  verschwinden;  und  ebenso  giebt  es  stets  Funktionen, 
welche  in  einem  beliebigen  Punkte  ?ßj  von  der  ersten  und  von 
keiner  höheren  Ordnung  sind. 
Diese  letzte  Eigenschaft  besitzt,   falls  5ß2  kein  Verzweigungspunkt  ist, 
natürlich  schon  der  zugehörige  Linearfaktor  (*  —  a)  bzw.  — - ;  ist  da- 
gegen Sßj  ein  Verzweigungspunkt,  so  ist  es,  wie  schon  auf  S.  144  hervor- 
gehoben  wurde,   nicht   selbstverständlich,   dafs   unter  den  in  ?ßj  ver- 
schwindenden Funktionen  auch  eine  existiert,  deren  Entwickelung  in  der 

Umgebung  von  jJSj  genau  mit  der  ersten  Potenz  von  (*  —  a)a  beginnt. 
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Ebenso,  wie  durch  einen  Divisor  Q  das  zugehörige  Fundamental- 
system,  so  ist  auch  durch  ein  Fundamentalsystem  der  zugehörige 
Divisor  Q  eindeutig  bestimmt  In  der  That  ergiebt  sich  nämlich 
offenbar  aus  den  Resultaten  des  vorigen  Abschnittes  der  folgende 
wichtige  Satz: 

Ein  algebraisches  System  (yjM,  rf*\ . . .  rfn))  ist  dann  und 
nur  dann  überhaupt  ein  Fundamentalsystem  für  ein  Ideal  (J), 
wenn  es  für  jede  endliche  Stelle  (*  =  «)  einem  anderen  äqui- 
valent ißt,  welches  entsprechend  den  an  jener  Stelle  über- 
einander liegenden  Punkten  83„,  85^ . . .  SJC  der  Riemannschen 
Flache  in  lauter  Partialsysteme  zerfällt. 

Ist  ferner  für  einen  beliebigen  Punkt  Sß  das  zugehörige 
Partialsystem  von  der  Ordnung  A,  so  enthalt  der  zu  (J)  ge- 
hörige Divisor  D  genau  die  Ate  Potenz  von  Sß,  d.  h.  jener 
Divisor  ist  durch  die  Gleichung 

vollständig  bestimmt;  hier  braucht  das  Produkt  offenbar  nur 
über  diejenigen   in   endlicher  Anzahl  vorhandenen  Punkte  Sß 
erstreckt   zu   werden,   für  welche   die  Ordnungszahlen  X  von 
Null  verschieden  sind. 
Wir  wollen  jetzt  die  soeben  gefundenen  Eigenschaften  des  Fun- 
damentalsystems (t?(1),  . . .  qW)  für  einen  Divisor  D  dazu  benutzen,  um 
die  Determinante 

D(D)-|tf>,  tf>,...  i^>|  (,■-!,«,. ..») 

des  zugehörigen  algebraischen  Systems  zu  berechnen.  Da  ihr  Quadrat 
eyie  rationale  Funktion  von  z  allein  ist,  so  ist  diese  Aufgabe  gelöst, 
wenn  man  angeben  kann,  wie  oft  ein  beliebiger  Linearfaktor  z  —  a 
in  D(Ct)  enthalten  ist.  Nun  war  aber  nach  §  2  (1)  für  jede  endliche 
Stelle  »(*-«)  2>(D)HD0||A|...|Dc|, 

wenn  |Da|,  ...|Z)C|  die  Determinanten  der  zu  p  gehörigen  Partial- 
systeme bedeuten,  welche  den  jener  Stelle  zugeordneten  Punkten 
Sßa>  $b> . .  •  %  der  Flache  9t  entsprechen.    Ferner  war  aber  z.  B.  \Da\ 

genau  durch  {e  —  a)  teilbar,  wenn  der  zugehörige  Punkt  Sß  ein 

a-blattriger  Verzweigungspunkt  von  91,  und  der  ihm  entsprechende 
Primfaktor  ein  A-facher  Teiler  von  D  ist,  und  diese  Gleichung  bleibt 
auch  dann  richtig,  wenn  a— 1,  oder  wenn  k*=0  ist.  Also  folgt  für  D(D) 
die  einfache  und  elegante  Gleichung 
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2)0Q)-JT(*-«)l+ii" 

wo  das  Produkt  zunächst  auf  alle  endlichen  Punkte  der  Riemannschen 
Flache  9t  zu  erstrecken  ist.    Schreibt  man  aber  D*(Q)  in  der  Form 

i)  d»(D)-.d;.a, 

wo  die  beiden  rationalen  Funktionen  B^z)  und  -D8(*)  durch  die 
Gleichungen 

ia)  vtö-Jjk-df*,  Uto-TJi—r-1 

bestimmt  sind,  so  erkennt  man,  dafs  das  erste  Produkt  nur  auf  alle 
Primfaktoren  Sßj,  Sßg, . . .  *ßA  von  Q  erstreckt  zu  werden  braucht,  da  f&r 
diese  allein  X  von  Null  verschieden  ist;  das  Produkt  D8  braucht  da- 
gegen nur  auf  alle  Verzweigungspunkte  *ßa,  5ßÄ, . . .  bezogen  zu  werden, 
da  für  alle  übrigen  die  Verzweigungsordnung  (a  —  1)  gleich  Null  ist; 
der  erste  Faktor  hangt  also  nur  von  dem  Divisor  Ct,  der  zweite  nur 
von  der  Flache  8t  ab,  und  ist  für  jeden  Divisor  jQ  derselbe. 

Diese  wichtige  Gleichung  können  wir  in  sehr  eleganter  und  über- 
sichtlicher Form  schreiben,  wenn  wir  die  Funktion  D(Q)  als  Produkt 
ihrer   Primfaktoren   darstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  fuhren  wir  einen  ganzen  algebraischen  Divisor 
ein,  welcher  nur  von  der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche  8t  ab- 
hängt und  der  im  folgenden  eine  sehr  wichtige  Rolle  spielen  wird, 
unter  dem  Verzweigungsteiler  der  Flache  3t  verstehen  wir  nämlich 
den  Divisor 

2)  8-mpr4, 

in  welchen  jeder  Primfaktor  Sßa  so  oft  aufgenommen  wird,  als  seine 
Verzweigungsordnung  (a  —  1)  angiebt;  also  enthält  3  a^e  und  nur  die 
Teiler,  welchen  Verzweigungspunkte  entsprechen;  insbesondere  enthält  3 
bei  der  hier  gemachten  Voraussetzung  keinen  der  n  regulären  unendlich 
fernen  Punkte  von  8t.  Die  Ordnung 
2a)  w-Z(a-l) 

von  3;  ak°  d*6  Summe  aller  Verzweigungsordnungen  für  die  ganze 
Flache  nennen  wir  die  Verzweigungszahl  von  8t 

Schreiben  wir  nun  den  zu  einem  beliebigen  Primteiler  5ß  zugehörigen 
rationalen  Linearfaktor  (z  —  a)  in  der  Form: 

Pm  fco 
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und  beachten  dann  die  auf  S.  150  (2)  bewiesene  Fundamentaleigenschaft 
der  Funktion  Nm  (Q),  so  ergeben  sich  für  DL  (z)  und  Ds(*)  die  folgenden 
Darstellungen: 

ä)  A(.)-n»-°)"-n(^)"-Jf"(t,,i!i')-j!^!' 

wenn  q  =  'ZXi  die  Ordnung  deB  Divisors  D  bedeutet,  und: 

».)       A(,)_n(^)"-L^!r2_»=s.. 

XX  \      P»       /  p„  p,, 

(Va) 

Man  erhält  also  für  D*  (ö)  die  einfache  Gleichung: 


oder  durch  Wurzelausziehung 

4)  j>(Q),»^«l). 

Wir  spezialisieren  diese  für  jeden  Divisor  D  gütige  Gleichung  für 
den  Fall  £1=1,  wo  also  das  zugehörige  Ideal  2(1)  alle  und  nur  die 
ganzen  algebraischen  Funktionen  des  Körpers,  nämlich  diejenigen 
Funktionen  |  umfafet,  welche  im  Endlichen  gar  keinen  Pol  besitzen, 
sich  aber  für  (z  =  oo)  ganz  beliebig  verhalten  können.  Durch  An- 
wendung des  oben  beschriebenen  Verfahrens  kann  man  auch  für  dieses 
Ideal  ein  Fundamentalsystem  finden;  es  besteht  also  der  Satz: 

Alle  ganzen  algebraischen  Funktionen  £  des  Körpers  K(z,u) 
und  sie  allein  werden  durch  ein  rational  bestimmbares  Fun- 
damentalsystem 

in  der  Form 

S  =  wJ(1)  +  ^|w  +  ...  +  wn|w 

so  dargestellt,  dafs  die  Koeffizienten  Ui  beliebige  ganze  ratio- 
nale Funktionen  von  z  sind. 

Da  in  diesem  Falle  Nm  (D)  =  Nm  (1)  =  1  ist,  so  ist  für  das  Quadrat 
der  zugehörigen  Determinante 

4a)  D(l)»=  |tf»|»-JJ(* -«r1-  ^  =  AWf 
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wo  das  Produkt  nur  über  alle  Verzweigunggpunkte  erstreckt  zu  werden 
braucht.  Substituiert  man  endlich  diesen  Wert  von  D9(z)  in  (1)  und 
zieht  die  Wurzel  aus,  so  erhalt  man  die  elegante  Gleichung 

Zu  jedem  Divisor  ö,  welcher  keinen  von  den  n  Primfaktoren  $ß(co) 
enthalt,  gehört  ein  Ideal  X(D),  welches  aus  allen  in  dem  Sinne  durch 
D  teilbaren  Funktionen  von  K(z,u)  besteht,  dafe  ihr  Verhalten  für 
(z  =  oo)  ganz  beliebig  sein  kann.  Die  Theorie  der  Ideale  stimmt  voll- 
ständig mit  derjenigen  der  algebraischen  Divisoren  überein,  wenn  man 
dort  die  n  Primfaktoren  ^°\  $w),  . . .  ^T*  als  Einheiten  ansieht.  Unter 
der  Norm  eines  zu  einem  Divisor  D= SßJ1 . . .  SßJ*  gehörigen  Ideales  /(£}) 
verstehen  wir  die  rationale  Funktion  von  *,  welche  aus  jQ  hervorgeht, 
wenn  man  jeden  seiner  Primteiler  Sßf.  durch  den  zugehörigen  Linear- 
faktor *  —  cci  ersetzt,  so  dafs  also: 

Nm  [7(Q)]  -  (jr  -  atf*. . .  (j  -  «,)'* 

ist.    Da  andererseits  allgemein  z  —  <*,•  ■»  — -^-^  ist,    so   ergiebt  sich 

zwischen  der  Norm  des  Ideals  X(Q)  und  der  Norm  des  zugehörigen 
Divisors  IQ  die  einfache  Gleichung: 

Ä.[i(0)l-^M 

wenn  g  =  ZA*  die  Ordnung  von  IQ  ist.  Unter  Benutzung  dieser  Be- 
zeichnung kann  die  Fundamentalgleichung  (4)  auch  einfacher  so  ge- 
schrieben werden: 

6)  D(C)--Nm(/(£18T)) 

Wir  werden  dem  Begriff  der  Idealnorm  in  der  weiteren  Theorie  niemals 
begegnen,  dagegen  vereinfacht  sich  in  den  Anwendungen  derselben  auf 
die  Geometrie  die  Darstellung  betrachtlich,  wenn  man  ihn  hinzuzieht. 
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Aufsuchung  aller  linear  unabhängigen  Mnltipla  eines  gegebenen  Divisors.  — 
Folgerungen:  Die  Verzweigungszahl  einer  Riemannschen  Engelfläche  ist  stets  eine 
gerade  Zahl.  —  Die  komplementären  algebraischen  Systeme.  —  Ihre  Grand- 
eigenschaften. —  Die  Elementarteiler  komplementärer  Systeme.  —  Die  komplemen- 
tären Fnndamentalsysteme  und  die  zugehörigen  komplementären  Divisoren.   — 

Anwendungen. 

§i- 

Durch  die  Ergebnisse  des  vorigen  Abschnittes  ist  die  Aufgabe, 
alle  zu  einem  beliebigen  Ideale  I(D)  gehörigen  Funktionen  des  Körpers 
zu  finden,  vollständig  gelost.  Will  man  nun  alle  Funktionen  des 
Körpers  finden,  welche  Mnltipla  des  zu  (J)  gehörigen  Divisors  D  sind, 
so  hat  man  nur  noch  unter  den  Funktionen  von  /(O)  alle  diejenigen 
auszusuchen,  welche  im  Unendlichen  endlich  bleiben,  welche  also  dort 
mindestens  die  Ordnung  Null  besitzen.  Ist  nämlich  g  eine  solche 
Funktion,  so  enthalt  sie,  da  sie  dem  Ideal  J(Q)  angehört,  jeden 
Primfaktor  von  D  mindestens  so  oft  wie  D  selbst  und  ist  für  jede 
andere  endliche  Stelle  ebenfalls  endlich;  aber  sie  besitzt  auch  an  keiner 
der  n  unendlich  fernen  Stellen  einen  Pol,  da  sie  für  (0  —  00)  von  nicht 
negativer  Ordnung  ist. 

Diese  Mnltipla  eines  gegebenen  Divisors  sind  für  die  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  auftretenden  Fragen  allein  wesentlich, 
wahrend  die  Moduln  und  Ideale  nur  Hilfsbegriffe  sind.  Die  Richtig- 
keit der  letzteren  Bemerkung  erkennt  man  leicht  daraus,  dab  schon 

bei  einer  einfachen  gebrochenen  Substitution  *'  =  — —  für  die  un- 
abhängige Variable  sowohl  die  Moduln  als  auch  die  Ideale  sich  voll- 
standig  ändern.  Ist  nämlich  z.  B.  (z  =  a0)  eine  endliche  Stelle,  der 
keiner  der  Punkte  von  Q  entspricht,  so  entspricht  der  Stelle  (0  =  00) 
die  Stelle  (*'  =  0),  während  für  (*=cr0)  (^r  =  oo)  wird.  Bei  dieser  Sub- 
stitution werden  also  die  Funktionen  i\  des  Ideals  X(O)  algebraische 
Funktionen  von  *',  welche  sich  für  (#'  —  00)  endlich  verhalten,  während 
sie  für  (#'=0)  in  beliebiger  Ordnung  unendlich  werden  können.  Dagegen 
werden  wir  sehen,  daüs  der  Bereich  aller  Mnltipla  eines  Divisors  D 
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allein  von  diesem  abhängt  und  bei  jeder  umkehrbaren  Transformation 
beider  Variabein  derselbe  bleibt 

Es  sei  nun  ein  Fundamentalsystem  (£(1),  £<*>,  . . .  £<*))  für  das 
Ideal  J(D)  gegeben,  und  wir  denken  uns  dasselbe  von  vornherein  so 
umgeformt,  dafs  es  in  Bezug  auf  die  Stelle  (z  =  oo)  normal  ist;  dann 
stimmen  also  in  dem  zugehörigen  algebraischen  Systeme 


tf» 

ff. 

•  •  fei 

? 

ff. 

•  •  bs 

tf» 

ff. 

*(•) 
•  •  b» 

die  Kolonnenteiler  für  den  unendlich  fernen  Punkt  mit  den  Elementar- 
teilern überein.  Diese  Umformung  können  wir  nach  dem  auf  S.  169  aus- 
gesprochenen Satze  stets  durch  eine  umkehrbare  Transformation  mit 
ganzen  rationalen  Koeffizienten  erreichen;  das  umgeformte  System  bleibt 
also,  und  das  ist  für  die  Folge  sehr  wichtig,  ein  Fundamentalsystem  für 
das  Ideal  J(D).  Da  an  der  Stelle  (z  =  oo)  nach  der  Voraussetzung 
keine  Verzweigungspunkte  übereinander  liegen,  so  sind  die  Ordnungs- 
zahlen 

ri;    r8,    . .  rn 

jener  n  Kolonnenteiler  ganze  Zahlen,  welche  wieder  nach  ihrer  Gröfte 
so  geordnet  sein  mögen,  dals  rx  ^>  r2  ^  ■  •  •  j>  rH  ist.  Ist  dann  r,  die 
letzte  nicht  negative  unter  diesen  Zahlen,  so  sind  von  jenen  n  Ele- 
menten £W, . . .  gW,  £('+1)> . . .  f W  nur  die  s  ersten  Multipla  von  D,  die 
n  —  5  letzten  aber  nicht  mehr,  da  diese  für  (z  =  oo)  von  negativer 
Ordnungszahl,  also  nicht  für  alle  n  unendlich  fernen  Punkte  endlich 
sind.  Aus  der  Grundeigenschaft  der  normalen  Systeme  folgt  aber 
weiter  der  allgemeine  Satz,  durch  welchen  jetzt  auch  die  Haupt- 
frage (I)  a.  S.  204  in  voller  Allgemeinheit  gelöst  wird: 

Alle  Multipla  des  Divisors  jQ  und  nur  sie  sind  in  der  Form 

t-*tw  +  *t» +  •••+**» 
enthalten,    in    welcher    die    Koeffizienten   ul} . . .  us   beliebige 
ganze  Funktionen  der  unabhängigen  Variable  z  bzw.  von  den 
Graden  r19  r„  . . .  r,  sind. 
In  der  That  sind  ja  alle  jene  Funktionen  offenbar  Vielfache  von  C, 
da  sie  einmal  Funktionen  von  1(0)  sind  und  da  andererseits  ihre  Ordnung 
für  die  Stelle  (z  =  oo)  gleich  oder  gröfser  als  Null  ist;  ist  nämlich 
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eine  beliebige  ganze  Funktion  vom  r^ton  oder  von  niedrigerem  Grade 
in  z,  so  ist  ihre  Ordnungszahl  für  (z  =  oo)  gleich  —  r<  oder  gröiser; 
also  ist  in  der  That  die  Ordnung  eines  jeden  Produktes  U&®  gleich 
oder  gröfser  als  Null.  Wäre  aber  auch  nur  einer  jener  Koeffi- 
zienten, etwa  ut-j  von  höherem  als  dem  angegebenen  Grade,  oder  wäre 
auch  nur  einer  der  folgenden  Koeffizienten  w,+i, . . .  un  von  Null  ver- 
schieden, so  wäre  das  bezügliche  Glied  U&,  also  auch  £  selbst,  für 
(#  =  c»)  von  negativer  Ordnung,  £  wäre  also  sicher  kein  Vielfaches 
von  D. 

Bezeichnet  man  also  die 

'  JVr=(r1  +  l)  +  (ra  +  l)  +  ...  +  (r,+  l) 

algebraischen  Funktionen 

£(,),      *&%      *2£<V..*r,'$(0  (i-l,2,...5) 

in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 

Xu     X},  . . .  xs} 

so  bilden  diese  in  der  Weise  ein  vollständiges  System  linear  un- 
abhängiger Multipla  von  jQ,  dafs  alle  anderen  Multipla  x  eindeutig  in 

der  Form 

x^c1xl  +  clx%-\ +  cIixN 

mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar  sind. 

Das  hier  erlangte  Resultat  ist  von  der  bisher  gemachten  Voraus- 
setzung, dafs  sich  an  der  Stelle  (z  =  oo)  keiner  der  Basispunkte  Sßj, . . .  SßA 
und  auch  kein  Verzweigungspunkt  befindet,  vollkommen  unabhängig. 
Ist  diese  Voraussetzung  nämlich  nicht  erfüllt,  so  braucht  man  ja  nur 
in  der  Gleichung  f(u,  z)  =  0  an  Stelle  von  z  die  unabhängige  Variable 

*' — l- 


einzuführen,  wenn  (z  —  or0)  irgend  eine  Stelle  ist,  für  die  jene  beiden 
Voraussetzungen  erfüllt  sind.  Dann  entspricht  wieder  der  Stelle  (z  =  a^) 
die  Stelle  (z1  =  oo).  Bildet  man  dann  für  diese  Variable  z1  ein  Fun- 
damentalsystem (g«,  £<*), . . .  £(»))  des  Ideals  I(£l),  welches  für  die  Stelle 
(z1  =  oo)  oder  (z  =  cc0)  normal  ist  und  dessen  Ordnungszahlen  hier 
gleich  rlf . . .  r„  . . .  rn  sind,  so  erhält  man  in  den  N  Elementen 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  £t  für  z1 
als  unabhängige  Variable;  ersetzt  man  jetzt  also  wieder  umgekehrt  z1 
durch >  so  erhält  man  in  den  N  Elementen 
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ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  D  für  die 
unabhängige  Variable  *,  und  jene  Aufgabe  ist  somit  ohne  jede  be- 
schrankende Voraussetzung  vollständig  gelöst. 

Wir  stellen  uns  endlich  die  allgemeinere  Aufgabe,  alle  Multipla 
von  D  aufzusuchen,  welche  in  den  n  zu  der  regulären  Stelle  (z  =  a0) 
gehörigen  Punkten  der  Biemannschen  Flache  mindestens  von  der 
Ordnung  X  sind,  wo  X  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bedeutet,  während  man  für  X  =  0  den  soeben  betrachteten  Fall  wieder- 
erhält:  ist  z  —  <rft=  *i^,   wo  also  der  Zähler  j,_ffo  aus  den  n  von- 

0  Um 

einander  verschiedenen  Primfektoren  ^ß^,  $ß^ao), . . .  ffi*  besteht,  welche 
an  der  regulären  Stelle  (z  =  a0)  untereinander  liegen,  so  ist  diese  Auf- 
gabe identisch  mit  der  folgenden: 

Es  sollen  alle  Multipla  des  Divisors  Qjf_ffo  gefunden 
werden. 
Sind  nun  in  dem  vorher  betrachteten  Systeme  (gW, . . .  &a\  . . .  £W) 
die  6  ersten  Elemente  £(1), . . .  g(0>  diejenigen,  deren  Ordnungszahlen 
rlf . . .  *v  für  die  Stelle  (*  =  ccQ)  gleich  oder  gröfser  als  X  sind,  so  zeigt 
man  genau  ebenso  wie  früher,  dafs  die 

Ä-(fi-A+l)  +  -"  +  (r,-A  +  l) 
Elemente  ,}  ,0 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  &J,_ao 
repräsentieren. 

§2. 

Wir  wollen  aus  dem  erlangten  wichtigen  Resultate  zunächst  einige 
Folgerungen  ziehen. 

Ißt  (£(1)>  £w>  •  •  •  S(w))  Q*31  Fundamentalsystem  ftlr  einen  beliebigen 
Divisor  £t,  dessen  Ordnung  gleich  q  sein  möge,  und  welcher  keinen  der 
Primfaktoren  Sß(oo)  enthält,  und  wird  der  Einfachheit  wegen  wieder  die 
Stelle  (z  =  <x>)  als  regulär  vorausgesetzt,  so  besitzt  nach  (4)  a.  S.  220 
die  Determinante 

in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Punkt  p^  der  einblättrigen  Kugel- 
fläche die   Ordnungszahl  —  (g+y),    wenn    te;  —  Z(a—  1)   die   Ver- 

Heniel  u.  Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  15 
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zweigungszfthl  der  Riemannschen  Fläche  bedeutet;  dieselbe  Ordnungs- 
zahl hat  also  die  algebraische  Funktion  |  %  W  |  in  jedem  der  n  zu  ^ 
gehörigen  konjugierten  Punkte  Sßi**, . . .  ^ß^  der  Biemannschen  Flache 
9l;  und  diese  Zahl  mufs,  da  jene  Punkte  alle  regulär  sind,  also  jede 
Entwickelung  nach  ganzen  Potenzen  von  —  fortschreitet,  notwendig 
selbst  ganz  sein.  Da  nun  q  ebenfalls  ganz  ist,  so  ergiebt  sich  dasselbe 
auch  für  y'  es  folgt  a^so  d*8  wichtige  Theorem: 
Die  Verzweigungszahl 

einer  jeden  Biemannschen  Kugelfläche  ist   stets   eine  gerade 

Zahl. 
Dieser  Satz  ist  selbstverständlich  unabhängig  davon,  dafs  die  Stelle 
(z  =  <x>)  regulär  ist.  Ein  spezieller  Fall  dieses  Theoremes  ist  der 
auf  S.  197  bewiesene  Satz,  daJb  die  Anzahl  der  Verzweigungspunkte 
jeder  zweiblättrigen  Biemannschen  Fläche  stets  gerade  ist.  Es  bleibe 
dem  Leser  überlassen,  denselben  Satz  direkt  mit  den  im  §  4  und  §  5 
der  dreizehnten  Vorlesung  gegebenen  Hilfsmitteln  für  die  drei-  und 
vierblättrigen  Flächen,  sowie  auch  für  diejenigen  Kugelflächen  zu  be- 
weisen, welche  den  binomischen  Gleichungen  entsprechen. 

Es  sei  das  System  (£<l>, . . .  £M)   wieder  normal  in  Bezug  auf  die 
unendlich  ferne  Stelle,  und  es  mögen 

ru    r2, . . .  rn 
die   Ordnungszahlen   seiner  Kolonnenteiler  für  jene  Stelle  sein;  dann 
sind  dieselben  ganze  Zahlen,   und  ihre  Summe  ist    n.  S.  167    gleich 
der   Ordnungszahl  von  -D(&)  für  jene  Stelle,  also  gleich  —  (?  + y)' 
hieraus  erhalten  wir  also  die  elegante  Gleichung 

1)  -  y  -  2  +  *i  +  rt  +  -  •  •  +  r. , 

welche  wir  später  benutzen  werden. 

§3. 
Zu  jedem  Systeme  von  n'  Elementen  mit  nicht  verschwindender 


vil)  nP  •  •  •  vP 


Determinante, 

(*)■ 

gehört,  wie  bereits  auf  S.  133  ausgeführt  wurde,  ein  anderes,  das  so- 
genannte komplementäre  System 
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00  = 


«»  ^ 


»<«) 


welches  aus  dem  zu  (ij)  reciproken  Systeme  (ij')  einfach  durch  Ver- 
tauschung der  Horizontal-  und  Vertikalreihen  hervorging.  Für  dieses 
komplementäre  System  ist  also  z.  B. 


1) 


se>-  ^  - 


w> 


#• 


.#> 


<). 


.,» 


und  allgemein 
la) 


^ 


tf 


»M. 


■i£° 


tP« 


H<*> 


wo  H  die  Determinante  des  Systems  (17)  und  H<*>  diejenige  Unter- 
determinante Ton  H  bezeichnet,  welche  aus  H  dnrch  Weglassung  der 
tton  Zeile  und  &ten  Kolonne  entsteht.  Aus  dieser  Definition  ergeben  sich 
sofort  die  folgenden  Fundamentaleigenschaften  der  komplementären 
Systeme: 

I.  Ist  (rj),  wie  bisher  angenommen  wurde,  ein  algebrai- 
sches System  von  e  und  u,  dessen  n  Zeilen  also  aus  seiner 
ersten  durch  Vertauschung  von  t^  mit  t^, . . .  un  hervorgehen, 
so  gilt  dasselbe  von  dem  komplementären  Systeme. 

In  der  That  folgt  zunächst  aus  der  Gleichung  (1),  dafa  rfp 
z.B.   eine  rationale   Funktion  von  u^u^, . . .  un  ist,   welche   aber  in 

fi,, un  symmetrisch  ist,  mithin  rational  durch  uL  allein  dargestellt 

werden  kann.  Vertauscht  man  hier  nämlich  etwa  w„_i  mit  w»,  so  ver- 
tauschen sich  sowohl  in  HW  als  auch  in  H  die  beiden  letzten  Horizontal- 
reilien;  also  bleibt  rjp  bei  dieser  und  ebenso  auch  bei  jeder  anderen 
Transposition  von  W|, . . .  un  ungeändert,  d.  h.  es  ist  symmetrisch  in 
t*j,  ti8, . . .  Un,  ist  also  wirklich  rational  von  ux  allein  abhängig. 

Vertauscht  man  aber  etwa  ux  mit  t^,  so  vertauschen  sich  in  dem 
ursprünglichen  Systeme  (rj),  also  auch  in  dem  komplementären 
Systeme  (rj),  nur  die  zweite  und  die  erste  Zeile,  es  geht  also  bei  dieser 
Vertauschung  z.B.  rjM  in  rj^  über  u.  s.w.;  unsere  Behauptung  ist  daher 
in  allen  ihren  Teilen  bewiesen. 

Ist  also  (rfl\  rf*)} . . .  17W)  irgend  ein  rational  unabhängiges  System 
des  Körpers  K(z9u)7  so  existiert  ein  zu  ihm  komplementäres  System 
(ip>,  rf%\  . . .  igt"))  desselben  Körpers,  welches  auf  dem  soeben  angegebenen 


15* 
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Wege  stets  gefunden  werden  kann.  Sind  \rj\  und  \ij\  die  Deter- 
minanten komplementärer  Systeme,  so  war 

ebenso  leicht  erkannten  wir;  dafs,  wenn  (^)  komplementär  zu  (rj)  ist, 
auch  umgekehrt  (rj)  das  komplementäre  System  zu  (jj)  ist. 

Geht  das  System  (r/1*, . . .  ijW)  durch  die  Substitution  (o«)  von 
nicht  verschwindender  Determinante  in  das  System  (g^, .  . .  gW)  über, 
so  besteht  zwischen  den  zugehörigen  algebraischen  Matrizen  die  Gleichung 

W)  (<»,•) -WO- 

Durch  Übergang  zu  den  komplementären  Systemen  ergiebt  sich  aber 
nach  dem  auf  S.  133  bewiesenen  Satze  (4)  aus  dieser  Gleichung  die 
folgende: 

2)  WÄO-OT, 

d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

II.  Geht  das  System  (rfx\  rf*\  . .  .  rfrt)  durch  eine  beliebige 
Transformation  (o«)  von  nicht  verschwindender  Determinante 
in  ein  anderes  (g(1>,  g(2), . . .  £(">)  über,  so  geht  das  komplemen- 
täre System  (rj^\  . . .  iJM)  durch  die  komplementäre  Trans- 
formation (ä/jt)  in  das  komplementäre  (g(1), . . .  g(n))  über. 

Ist  also  speziell  (rj)  äquivalent  (g),  so  gilt  das  Gleiche  von  (fj)  und  (g). 

III.  Ist  das  System  (ip>,  yW, . . .  ij<n>)  für  irgend  eine  Stelle, 
z.  B.  für  (z  —  a),  normal,  so  gilt  dasselbe  von  dem  komplemen- 
tären (ip>,  rf*\  . . .  ijW).  Sind  dann  ferner  rt,  r3, . . .  rn  die 
Exponenten  der  Kolonnenteiler  von  (qW)  für  diese  Stelle,  so 
sind  die  entsprechenden  Exponenten  für  das  komplementäre 
System  bzw.  gleich  —  r1}  —  rif . . .  —  rn. 

Ersetzt  man  nämlich  z.  B.  in  dem  Ausdrucke  (1)  von  ift1)  die  n* 

Elemente  1^  durch  ihre  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  e  —  a,  und 

beachtet  dabei,  dafs  alle  Elemente  1$,  q$\  . . .  rf£  einer  und  derselben 

Kolonne    in   der   Form  (0  — a)r*'6r($|a)   geschrieben    werden    können, 

weil   rffi  nach   der  Voraussetzung    für   die   Stelle  (e  —  a)  den  Teiler 

(0  —  a)ri  besitzt,  so  erkennt  man,  dafs  die  Determinante  H^1)  im  Zähler 

von  ift1*  mindestens  die  (rt  +  rs-\ h  rn)te  Potenz  von  z  —  a  enthalt, 

während  die  Determinante  H  im  Nenner  genau  die  (rx  +  rt~\ hr*)t0 

Potenz   enthält,    weil    das    System   (17W)   für   jene   Stelle  normal   ist. 

H(D  *  _ 

Also  beginnt   der   Quotient  rjM  —  -q-  mindestens  mit  (#  —  a)    ri,  und 

das    Entsprechende    beweist    man    von    den    konjugierten    Elementen 

V^\  •  •  •  Vn  *?   es  zeig*  sick  a^soi  dafs  die  Teiler  von  ?p>,  5p>, . . .  rjW  für 
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jene  Stelle  mindestens  die  Exponenten  —  r19  —  r2, . . .  —  rn  haben.  Die 
Ordnungszahl  der  Determinante  \rj\  des  komplementären  Systems  ist 
demnach  mindestens  gleich 

und  konnte  nur  dann  gröfser  als  diese  Zahl  sein,  wenn  wenigstens  eines 
der  Elemente  iJW  eine  höhere  Potenz  als  (#  —  a)~~ri  als  Teiler  enthielte. 
Da  aber  \i}\  =  -. — r  ist,  so  ist  \rj\  genau  von  der  —  (rx  +  r2  H \-  r«)ten 

und  nicht  von  höherer  Ordnung;  unsere  Behauptung  ist  daher  voll- 
ständig bewiesen. 

Denkt  man  sich  in  dem  normalen  Systeme  (rfü,  rp\  . . .  r{*>)  die 
Elemente  so  geordnet,  dafe  in  den  Kolonnenteilern  (z  —  a)r\  . . .  (z  — a)r* 
die  Exponenten  eine  aufsteigende  Reihe  bilden,  so  sind  sie  der  Reihe 
nach  der  erste,  zweite,  . . .  wte  Elementarteiler  der  Matrix  (ijj*>)  für 
jene  Stelle.     Dann  bilden  aber  in  den  Kolonnenteilern 

(#-a)"%  (#-«)-*,...  (#-«)-• 

des  komplementären  Systems  die  Exponenten  eine  absteigende  Reihe; 
also  sind  die  Potenzen 

(*-<*)""■«,  o-a)-r«-1, . . .  (*-<*rri 

bzw.  der  erste,  zweite,  . . .  nt0  Elementarteiler  des  komplementären 
Systems.  Da  dasselbe  aber  für  jede  endliche  und  die  unendlich  ferne 
Stelle  der  Fall  ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

IHa.  Sind  _         _  _ 

JLl}       JL27     ...  JLn 

der  erste,  zweite,  .  .  .  n*6  Elementarteiler  eines  beliebigen 
algebraischen  Systems,  so  sind 

l  l  _i_ 

JEn         J^n— 1  Ei 

die  Elementarteiler  des  komplementären  Systems.  Dieselben 
sind  also  die  reciproken  Elementarteiler  des  ursprünglichen 
Systems  in  umgekehrter  Reihenfolge. 

Natürlich  gilt  derselbe  Satz  für  die  Elementarteiler  reciproker  Systeme, 
da  bei  der  Vertauschung  der  Zeilen  und  Kolonnen  diese  Teiler  nicht 
geändert  werden. 

IV.  Ist  das  System  (rf)  so  beschaffen,  dafs  es  für  eine 
Stelle  (z  =  a)  entsprechend  den  dort  vorhandenen  Verzweigungs- 
punkten $Ba,  93*, . . .  93c  in  Partialsysteme  zerfällt,  so  gilt  das 
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Gleiche  auch  von  dem  komplementären  Systeme.  Ist  feiner 
z.  B.  das  zu  JBa  gehörende  Partialsystem  von  (rj)  von  der 
Ordnung  q,  so  besitzt  das  komplementäre  Partialsystem  die 
Ordnung  q  —  —  (#  +  a  —  1),  d.  h.  es  besteht  die  Gleichung 

3)  Q  +  Q~-(a-l). 

Der. erste  Teil  unserer  Behauptung  folgt  aus  dem  auf  S.  132  be- 
wiesenen Satze  der  Determinantentheorie,  dafs,  wenn  eine  Matrix  von 
n*  Elementen  z.  B.  in  drei  Partialsysteme  bzw.  von  a2,  62,  c*  Elementen 
zerfällt,  wenn  es  also  die  Form  hat: 

[A,    0,    0} 
0,     B,    0 
0,     0,    C 

dann  die  reciproke  und  somit  auch  die  komplementäre  Matrix  in 
gleicher  Weise  zerfällt,  und  zwar  so,  daüs  jedes  Partialsystem  derselben 
einfach  zu  dem  entsprechenden  Partialsysteme  der  ersten  Matrix 
reciprok  bzw.  komplementär  ist. 

Zweitens  ist  aber  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung  das 
System  für  die  Stelle  (*  —  a)  normal,  und  die  Exponenten  rlfr2,...rM 
der  Teiler  seiner  Elemente 


V1),^),...^;    v{a+1\ ij(a+2), . . 

.  q(Ä+*>;     i?("+*+1),  i/«+*+  *),...  q<«> 

sind  der  Reihe  nach 

a'      a    '    "        a        '     b'       b    > 

ff  +  ft-l.       T         T  +  l               T-f-C-1 

b       '     c7       c    '             e       * 

Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  III  ist  also  auch  das  komplemen- 
täre System 

normal,  und  die  Exponenten  der  Teiler  seiner  Elemente  sind  bzw. 
A^  Q         *  +  *  Q  +  a-l.  *         a+l  a  +  b-1. 

T  *  +  l  T  +  C— 1 

c  c     '  c 

Daher  besitzen  die  drei  Partialsysteme  von  (rj)  bzw.  die  Ordnungs- 
zahlen —  (p  +  a—  1),  —  (<y  +  6 —  1),  —  (r  +  c  —  1),  da  diese  aus  der 
Reihe  (4a)  der  Exponenten  die  kleinsten  sind;  der  obige  Satz  ist 
also  vollständig  bewiesen. 
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Um  nun  endlich  den  Fundamentalsatz  über  die  komplementären 
Systeme  einfach  aussprechen  zn  können,  führen  wir  den  schon  auf 
S.  219  benutzten  Verzweigungsteiler 

ein,  in  welchem  jeder  Divisor  5ß  so  oft  vorkommt,  als  seine  Ver- 
zweigungsordnung a  —  1  angiebt,  und  welcher  also  alle  und  nur  die 
Divisoren  enthält,  welche  Verzweigungspunkten  der  zugehörigen 
Riemannschen  Fläche  entsprechen.  Da  die  Stelle  (z  =  <x>)  als  regulär 
vorausgesetzt  wird,  so  enthalt  3  ^er  nur  solche  Divisoren,  welche 
endlichen  Stellen  entsprechen.  Wir  können  nun  jenen  Satz  folgender- 
maßen aussprechen: 

V.  Ist  (gW,  £<*>, . . .  £W)  ein  Pundamentalsystem  für  einen 
beliebigen  Divisor  D,  so  ist  das  komplementäre  System 

ein   Fundamentalsystem   für    denjenigen    Divisor   El,    welcher 
mit  El  durch  die  Gleichung 

verbunden     ist.      Zwei    solche    Divisoren     sollen     ebenfalls 
komplementäre  Teiler  genannt  werden, 
Unserer  Voraussetzung  zufolge  ist  nämlich  das  System 

für  jede  endliche  Stelle  {e  =  a)  einem  anderen  äquivalent,  welches  ent- 
sprechend den  dort  übereinander  liegenden  Punkten  der  Riemannschen 
Fläche  in  Partialsysteme  zerfällt.  Das  Gleiche  gilt  also  nach  den 
Sätzen  II  und  IV  für  das  komplementäre  System  (g(1),  f(2), . . .  f(fl));  nach 
dem  auf  S.  248  bewiesenen  Theoreme  ist  also  auch  dieses  ein 
Fundamentalsystem  für  einen  anderen  Divisor  Ö.     Sind  ferner 

die  zn  (£)  und  (£)  gehörigen  Divisoren,  so  ergiebt  sich  unter  Berück- 
sichtigung der  Gleichung  (3)  für  ihr  Produkt  die  Relation 

4)  dB  -  ny +*  -  n^r*"-1*  -  j, 

und  damit  der  vollständige  Beweis  unserer  Behauptung.*) 

*)  Ist  die  Stelle  (*  =  oo)  nicht  regulär,  so  besteht  offenbar  zwischen  zwei 
komplementären  Divisoren  O  und  O  ebenfalls  die  Gleichung  (4)  mit  der  Malsgabe, 
da&  auf  ihrer  rechten  Seite  diejenigen  Primteiler  aus  g  fortzulassen  sind,  welche 
den  unendlich  fernen  Verzweigungspunkten  entsprechen. 
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Ist  z.  B.  Q  =  1,  so  bildet  das  zugehörige  System  (£W,  £  W, . . .  £(*>) 
ein  Fundamentalsystem  für  alle  und  mir  die  ganzen  algebraischen 
Funktionen  des  Körpers  K(e,  u).    Dann  ist  also 

8 


D 


d.  h.  das  komplementäre  System  ist  ein  Fundamentalsystem  für  alle 
und  nur  die  algebraischen  Funktionen,  welche  in  jedem  im  Endlichen 
liegenden  a- blättrigen  Verzweigungspunkte  mindestens  von  der 
—  (a  —  l)ton  Ordnung  sind,  wahrend  sie  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
beliebige  positive  oder  negative  Ordnungszahlen  besitzen  können. 

§4. 
Man  kann  die  Beziehung  zwischen  zwei  komplementären  algebrai- 
schen Basen 


(rfU,  rf%\  •  •  •  Vin))     ™d     OPW 


W. 


jjW) 


in  einer  für  die  Anwendungen  sehr  bequemen  Weise  darstellen.  Sind 
jene  Basen  nämlich  komplementär,  so  ergiebt  die  Komposition  der 
beiden  zugehörigen  algebraischen  Systeme  die  Gleichung 


i) 


5ff>^>. 

..*»■ 

•#,?).. 

.,<•>< 

WW. 

•  •  *» 

##-. 

■W 

iP  W  ■ 

■■«♦. 

.«>•• 

•  e\ 

=  (1), 


denn  das  System  (rjW)  entsteht  ja  aus  dem  reciproken  zu  (i?(*))  durch 
Vertauschung  der  Zeilen  und  Kolonnen.  Also  können  die  w^Bedingungs- 
gleichungen  zwischen  den  Elementen  komplementärer  Systeme  unter 
Benutzung  der  auf  S.  117  gegebenen  Bezeichnung  der  Spur  so  geschrieben 
werden: 

2)  bw^-tPW +  *&%*  +  ■''  +  *?%!>-*»  (*"7°1^*)' 

Führen  wir  also  die  beiden  Linearformen 

w  =  v1  ijCO  +  v%  rp)  +  •  •  •  +  vnrfn) 
'  w  =  t;  1 7JM  +  v,  5J(*>  +  •  •  •  +  v»*?(w) 

mit  unbestimmten  Koeffizienten  viy  vk  ein,  so  können  wir  jene  n*  Glei- 
chungen (2)  in  eine  zusammenfassen:  Multipliziert  man  nämlich  jede  der- 
selben mit  dem  zugehörigen  Produkte  v{vk  und  addiert  sie  dann  alle, 
so  ergiebt  sich 

S(u>w)  -  S[(I^(0)  (I  J^C*))]  -  «^  +  v%vt  +  •  •  •  +  t>Ä, 
und  besteht  umgekehrt  zwischen  den  beiden  Linearformen  w  und  «i 
diese  Gleichung,  so  sind  die  beiden  Systeme  (ijW)  und  (ip)  komplementär, 
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denn  aus  jener  Gleichung  ergeben  sich  durch  Koeffizientenvergleichung 

die  n*  Relationen  (2). 

Zwei  Systeme  (V1*,  rjW, . . .  1?<*))  und  ffi),  ip>,  . . .  ij«)  sind 
also  dann  und  nur  dann  komplementär,  wenn  zwischen  den 
zugehörigen  Linearformen  w  und  w  die  Gleichung 

n 
4)  S  (WW)  —  ^  Vj  t>; 

besteht. 
"Wir  benutzen   diese   Definition,   um   zu   dem   auf  S.  188  flg.  be- 
trachteten einfachsten  Basissysteme 

5)  1,    ,,    ij»...ij— » 

das  komplementäre  zu  berechnen,  wenn  17  irgend  eine  Gröfse  des 
Körpers  K{ss,u)  ist,  welche  durch  die  irreduktible  Gleichung 

6)  9(n,*)  =  yn  +  K-in*-1  +•••  +  hv  +  h  -  o 

definiert  ist.    Es  seien 

Vi)     Vi)  •  •  •  Vn 

die  n  konjugierten  Wurzeln  dieser  Gleichung,  und 

»O  =  %  +  «k*  +  V  + '  *  •  +  «— 1*— * 
eine  beliebige   ganze  Funktion   des   (n  —  l)ten  Grades  von  t  mit  un- 
bestimmten  Koeffizienten,   so   besteht  nach   der  Lagrangeschen  Inter- 
polationsformel für  ein  variables  t  die  Identität 

oder  kürzer  geschrieben  M        * 

7.)  ^o.s^w^L^). 

Denkt  man  sich  in  dem  Quotienten 

-,*  (f-ril)g,(ril)  t-rii  9'(Vi) 

die  Divisionen  ausgeführt  und  die  sich  ergebende  ganze  Funktion  des 
(»  —  l)*611  Grades  von  t  nach  Potenzen  von  t  geordnet,  so  möge  sich 
ergeben: 

8)  <F§7@"  °  **  +  ^  +  • ' ' +  ^_1)  *""* ' 

wenn  r\  eine  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  bedeutet.  Substituiert 
man  diesen  Wert  in  die  Identität  (7a),  so  kann  sie  folgendermaßen 
geschrieben  werden: 
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8[Qjm  +  vll)t  +  ■■■+ n{n~ 1}  <"-x)  («o + w  +  •  •  •  +  «.-i  fl"-1)] 
-  *>0+ V  +  «,*»+•••  +  «„-i*—1, 

und  ans  dieser  Gleichung  folgt  mit  Hilfe  von  (4),  dals  die  beiden 
Systeme 

9)  (1,  ,,,»,...  r/-i)     (^o),^),...^-«) 
komplementär  sind. 

Führt  man  in  (7  b)  die  Division  aus,  so  ergeben  sich  die  folgenden 
einfachen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Elemente  rfi°\  *?**,•••  ^(""",): 

^(ij)ip>     «  ,«-■  +  6Ä-H2*-3  +  •  ■  ■  +  h 

10)  </(ij)ip>     -  ^-Ä  +  --  +  6, 

Als  eine  einfache  Anwendung  dieser  Betrachtungen  zeigen  wir 
jetzt,  wie  unter  Benutzung  der  komplementären  Systeme  die  direkte 
Bestimmung  der  Verzweigung  von  91  aus  den  Elementarteilern 

Bi(i),    JB;(f),...JLW 
des  algebraischen  Systems 

11)  (1,  %>  v\,  •  •  -  VIT1)  (*  =  1,  2,  . .  .  w) 
wesentlich  vereinfacht  werden  kann. 

Nach  dem  auf  S.  229  bewiesenen  Theoreme  lila  sind  nämlich  die 
Elementarteiler  des  komplementären  Systems 

IIa)  OSf,  ?w,  %»>'•'$;-") 

in  (9)  der  Reihe  nach  bzw.  gleich 

1  l  l     . 

wir  können  daher  zur  Bestimmung  jener  Elementarteiler  nach  Belieben 
das  System  (11)  selbst  oder  das  komplementäre  System  (IIa)  be- 
nutzen. Multipliziert  man  aber  alle  Elemente  rjW  des  komplementären 
Systems  mit  ^(ij),  ersetzt  sie  dann  durch  ihre  Ausdrücke  in  (10)  und 
schreibt  sie  in  umgekehrter  Reihenfolge,  so  erkennt  man  ohne  weiteres, 
dafs  das  so  sich  ergebende  System 

(1,  V  +  K-i,  i?'+&*-ii? +  &*-*,...  fl-^  +  J— ifl— ■  +  —  +  &i) 
dem  ursprünglichen  Systeme 

(1,  71,  rf, . . .  q«-i) 
äquivalent  ist,  falls  nur  die  Koeffizienten  la-\,  bn—t}  •  •  •  &i  &n  der  be- 
trachteten Stelle  von  nicht  negativer  Ordnung  sind,  ein  Fall,  auf  den 
der  allgemeine  ja  leicht  reduziert  werden  konnte. 
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Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  Elementarteiler  des  Systems 

(  1         v        v%  v^zl\ 

sind  den  reciproken  Elementarteilern  des  Systems 

(1,  y,  vf, . . .  17*-1) 
in  umgekehrter  Reihenfolge  gleich. 
Die  Determinantenteiler  und  damit  auch  die  Elementarteiler  dieses 
Systems  kann  man  aber  ebenso  einfach  wie  die  des  Systems 

(1,  ^...if-1) 
bestimmen;  es  besteht  nämlich  auch  hier  der  Satz  (s.  S.  190): 

Der  grölste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten  einer 
beliebigen  Aton  Ordnung  des  vollen  Systems  ( :xpv  >  ztjt  >  •  •  •  ^73) 

von  n  Elementen  stimmt  überein  mit  dem  Determinantenteiler 
gleicher  Ordnung  des  Systems 

12)  W)'  Tfo)'  ■"'7tt>), 

welcher   aus  jenem   durch  Weglassung   seiner    n  —  X    letzten 

Elemente  entsteht. 
In  der  That  ist  ja  jede  seiner  Determinanten  Ver  Ordnung;  etwa  die 
folgende: 


v?      #  v? 


•  WO*)        •  (*) 
offenbar  durch  die  erste  unter  ihnen 


(•-1,1,  ...i), 


«1—1 


^Oh)  -  -  - p'Cii)  I  *»  ^«'  -  •  •  ^  'I 


teilbar,  welche  dem  obigen  Partialsysteme  (12)  angehört 

So   ergeben  sich  z.  B.  für  die  letzten  Elementarteiler  die  folgen- 
den Darstellungen: 

Dl  \7U)  "  ^W  "  \7M'  7fä' ' ' '  Jtij) 
*W    ffW       &W  Ä-i«       VW'  /Ol)/ 

u.  s.  w.,  und  so  können  für  algebraische  Körper  höherer   Ordnung  die 
letzten  Elementarteiler  verhältnismäfeig  einfach  gefunden  werden. 
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Die  eindeutige  Transformation  des  Körpers  K{zy  u)  in  einen  anderen  K(x,  y)  bei 
beliebiger  Annahme  der  unabhängigen  Variabein.  —  Die  einer  Variabein  x  zu- 
gehörige Biemannsche  Kugelfläche  Ül*  und  ihr  Verzweigungsteiler  3*.  —  Die 
Punkte  der  Flächen  flfc»  und  fftz  nebat  ihren  Umgebungen  entsprechen  sich  ein- 
deutig. —  Invariante  Definition  der  Punkte  %  ihrer  Umgebung  und  der  Ordnungs- 
zahlen. —  Alle  Kugelflächen  %c  des  Körpers  K  sind  zusammenhängend,  die  zu- 
gehörigen Gleichungen  also  irreduktibel. 

§  1. 
Wir  haben  bisher  den  Körper  K(z,  u)  immer  als  die  Gesamtheit 
aller  rationalen  Funktionen  von  z  und  u  angesehen  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  u  eine  algebraische  Funktion  der  unabhängigen  Variabein  z, 
also  mit  dieser  durch  die  Gleichung  wten  Grades 

verbunden  ist.  Wir  sahen  dann,  dafs  jede  andere  Gröfse  ?;  jenes 
Körpers  ebenfalls  einer  Gleichung  nten  Grades  genügt,  deren  linke  Seite 
entweder  selbst  irreduktibel  oder  die  Potenz  einer  irreduktibeln  Funk- 
tion von  z  und  r\  ist,  und  dafo  die  Werte  aller  dieser  Gröfsen  auf  der 
w- blättrigen  Biemannschen  Kugelfläche  8t  genau  ebenso  eindeutig  aus- 
gebreitet waren,  wie  die  rationalen  Funktionen  von  z  allein  auf  der  ein- 
blättrigen Kugelfläche  Ä. 

In  dieser  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  z  liegt  aber  eine  Be- 
schränkung, eine  Willkürlichkeit,  welche  uns  die  weiteren  Unter- 
suchungen wesentlich  erschweren  würde.  Wollten  wir  gerade  diese 
unabhängige  Variable  immer  beibehalten,  so  wäre  dies  ähnlich,  wie 
wenn  wir  in  der  analytischen  Geometrie  alle  Untersuchungen  unter 
Zugrundelegung  eines  und  desselben  Koordinatensystems  durchführen 
wollten.  Die  dort  gerade  betrachtete  Kurve  oder  Fläche  kann  nämlich 
eine  besondere  Lage  zu  jenem  Koordinatensysteme  haben,  durch  welche 
die  Betrachtung  in  willkürlicher  Weise  erschwert  würde,  und  bei  Ver- 
änderung des  Koordinatensystems  würden  alle  diese  gewissermafsen 
selbstgeschaffenen  Schwierigkeiten  mit  einem  Male  fortfallen.  Daher 
ist  es  in  der  elementaren  analytischen  Geometrie  eine  unerlafsliche 
Bedingung,  dafs  man  imstande  sei,   das   Koordinatensystem   in  jedem 
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einzelnen  Falle  geeignet  zn  wählen,  es  dem  Probleme  möglichst  eng 
anzupassen.  Genau  ebenso  mufs  man  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  imstande  sein,  jede  Grolse  des  Bereiches  K(z,u)  als  unab- 
hängige Variable  zu  wählen.  Während  man  dort  an  Stelle  der 
Koordinaten  (£,  ij)  eines  Punktes  der  Ebene  die  Koordinaten  (£',  rf) 
desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein  neues  Koordinatensystem  einführt, 
handelt  es  sich  hier  darum,  anstatt  der  beiden  Gröfsen  z  und  u  des 
Korpers  K(z,  u)  in  der  allgemeinsten  Weise  zwei  andere  Gröfsen  x 
und  y  desselben  Körpers  so  einzuführen,  dafs  jede  Grolse  g  von  K 
sowohl  durch  z  und  u  als  auch  durch  x  und  y  rational  ausdrückbar 
sei,  und  umgekehrt,  dafs  also  die  Körper  K(z,  u)  und  K(x,  y)  ein- 
ander gleich  sind. 

Wir  hatten  bereits  früher  zwei  spezielle  Fälle  dieser  Aufgabe  be- 
handelt; einmal  führten  wir  auf  S.  205  an  Stelle  der  unabhängigen 
Variabein  *  die  andere  t 

*'  = 


ein;  dann  tritt  an  die  Stelle  des  Körpers  K(z,  u)  der  mit  ihm  überein- 
stimmende K(z\  u)y  und  statt  der  Riemannschen  Fläche  <StM  erhalten 
wir  die  ihr  Punkt  für  Punkt  eindeutig  entsprechende  ebenfalls 
n- blättrige  Flache  9t^,.  Zweitens  hatten  wir  im  §  5  der  neunten  Vor- 
lesung an  Stelle  der  algebraischen  Funktion  u  eine  beliebige  andere 
Grolse  U  des  Körpers  K(z,  u)  eingeführt  und  fanden,  dafs  dann  und 
nur  dann  K(z,  u)  =  K(z,  ü)  ist,  wenn  U  ebenfalls  Wurzel  einer 
irreduktibeln  Gleichung  nten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  in 
z  ist,  während  andernfalls  K(z,  TT)  ein  Unterkörper  oder  ein  Divisor 
von  K(z,  u)  ist.  In  diesem  Falle  kann  man  also  die  Gröfse  U  inner- 
halb des  Körpers  K(z,  u)  zwar  nicht  ganz  willkürlich,  wohl  aber  auf 
unendlich  viele  Arten  so  auswählen,  daüs  beide  Körper  identisch  werden. 
Ist  K(z,  U)  =  K(z,  u),  so  sind  die  zugehörigen  Riemannschen  Flächen 
identisch. 

Wir  wollen  diese  Aufgabe  jetzt  in  ihrem  weitesten  Umfange  lösen; 

wir  beweisen  nämlich  die  Richtigkeit  des  folgenden  wichtigen  Satzes: 

Ist  x  eine  beliebige  nicht  konstante  Gröfse  des  Körpers 

K(z,  u),   so  kann  man  stets   eine  andere  Gröfse  y  desselben 

Körpers  so  auswählen,  dais 

Wählt  man  x  beliebig,  aber  ein  für  allemal  fest,  und  ist  zunächst 
y  eine  beliebige  andere  Gröfse  von  K(z,  u),  so  bestehen  infolge  der  Zu- 
gehörigkeit von  x  und  y  zu  K{z,u)  zwei  Gleichungen 

x-fp(z,u),    T=1>(e,u), 

Digitized  by  VjOOQIC 


238  Sechzehnte  Vorlegung. 

wo  g>  und  tj>  rationale  Funktionen  ihrer  Argumehte  sind.  Ist  daher 
Y—  <!>(#,  y)  irgend  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y,  also  irgend 
eine  Gröfse  des  Körpers  K(x,y)t  so  ist 

T-  <&[>(*,  u),  ♦  (*,  *)]  -  X(*,  u) 

auch  rational  durch  z  und  u  ausdrückbar;  also  gehören  alle  Elemente  T 
des  Körpers  K{x,  y)  auch  zu  K(z,  u),  oder  der  Körper  K(x,  y)  ist 
ein  Teiler  des  Körpers  K  (z,  u).  Es  kommt  also  jetzt  nur  noch  darauf 
an,  an  Stelle  von  y  ein  solches  Element  y  von  K(z,u)  zu  wählen, 
dafs  auch  umgekehrt  nicht  nur  jedes  Element  von  K(x,  y)  zu  K(z,  u), 
sondern  auch  jedes  Element  von  K(z,  u)  zu  K(x,  y)  gehört,  dafs  also 
nicht  blofs  der  letzte  Körper  ein  Teiler  des  ersten,  sondern  auch  der 
erste  ein  Teiler  des  letzten  ist. 

Offenbar  wird  dieser  Bedingung  dann  und  nur  dann  genügt,  wenn 
x  und  y  innerhalb  K(z,  u)  so  angenommen  werden,  dafs  die  beiden  Ele- 
mente *  und  u  zu  K(x,  y)  gehören.  Denn  sind  *  und  u  rational 
durch  x  und  y  ausdrückbar,  so  gilt  dasselbe  von  jeder  rationalen 
Funktion  von  z  und  w,  d.  h.  von  jeder  Gröfse  des  Körpers  K(z,  w). 

Wir  beweisen  nun  den  folgenden  Satz: 

Ist  x  eine  beliebige  Gröfse  von  K(z,  u),  so  kann  man  in 
der  linearen  Funktion 

y  —  ßz  +  bu 

die  Koeffizienten  a  und  b  auf  unendlich  viele  Arten  so  be- 
stimmen, dafs  K(x,  y)  =-  K(z,  u)  ist. 
Es  sei  x  ein  beliebiges  Element  von  K(z,u)]  dann  genügt  x  als 
Funktion  von  z  einer  irreduktibeln  Gleichung,  deren  Grad  in  x  gleich  n 
oder  gleich  einem  Teiler  von  n  ist  Denken  wir  uns  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  nicht  nach  Potenzen  von  x,  sondern  nach  Potenzen 
von  *  geordnet,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung 

1)  *  +  &,-iOr>— *  +  •••+  b0(x)  -  0, 

aus  welcher  sich  ergiebt,  dals  auch  umgekehrt  z  ab  Funktion  von  z 
einer  irreduktibeln  Gleichung  eines  bestimmten  e*n  Grades  genügt, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind,  und  die  wir  genau 
ebenso  behandeln  können  wie  früher  die  ursprüngliche  Gleichung 
f(u,  z)  — » 0.  Thun  wir  dies,  so  ergiebt  sich  genau  wie  früher  folgen- 
des Resultat: 

Die  Gleichung  (1)  besitzt  stets  e  Wurzeln 

z1}    z%} . . .  z€} 
welche   in  der  Umgebung  jeder  endlichen  Stelle  (x  —  ß)  oder 
der  unendlich  fernen    Stelle   (#  =  oo)   in   Reihen   entwickelt 
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werden  können;  dieselben  schreiten  im  allgemeinen  nach  ganzen 
Potenzen  und  nur  för  eine  endliche  Anzahl  von  Verzweigungs- 
stellen  nach  gebrochenen  Potenzen  des  bezüglichen  Linear- 
faktors x  —  ß  bzw.  —  fort  und  sind  sämtlich  voneinander 
verschieden.  Eine  rationale  Funktion  von  0lf  e%} . . .  *„  welche 
bei  jedem  Umlaufe  der  unabhängigen  Variabein  x  ungeändert 
bleibt,  speziell  also  jede  symmetrische  Funktion  S(jsu0^, . . .  ze) 
dieser  e  Wurzeln,  ist  eine  rationale  Funktion  von  x. 
Wir  betrachten  nun  neben  dieser  unabhängigen  Variabein  x  die 
neue  Gröfse  des  Körpers  K(js,u), 

w=~  Xs  +  pu, 
wo  X  und  fi  zunächst  noch   unbestimmte   Parameter  bedeuten   sollen, 
deren  spätere  geeignete  Bestimmung  wir  uns  vorbehalten.     Dann  ge- 
nügt  u?  als    Element    des   Körpers  K{e}  u)    nebst    den    konjugierten 
Gröfsen  einer  Gleichung  n*6*  Grades 
2)  <b(tv,s)-ur+An-1(0)ur-1+.--+  J0W  =  0; 

deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  z  sind  und  aufser  e 
natürlich  auch  die  Parameter  X  und  p  rational  enthalten;  außerdem 
ist  diese  Gleichung  offenbar  für  unbestimmte  X  und  fi  irreduktibel, 
denn  zerfiele  sie  in  zwei  Faktoren,  so  müfste  dasselbe  auch  z.B.  für 
X  «  0,  /*  —  1  der  Fall  sein,  was  unmöglich  ist,  da  ja  dann  w  in  u 
übergeht. 

Betrachtet  man  nun  diese  Gleichung  in  der  Umgebung  irgend 
einer  Stelle  (x  =  ß)  der  neuen  unabhängigen  Variabein  x,  ersetzt  dann 
in  <P(wf0)  8  nacheinander  durch  die  e  Reihen 

git    &%}•••  *o 
welche  jener  Stelle  zugehören,  und  multipliziert  die  so  m  sich  ergebenden 
e  Gleichungen 

4>(t0,  Si)  —  UJ*  +  An-tfa)«)*-1  +  • .  .  +  4)00  -  0      (t-  1,  2, .  .  .e) 

miteinander,   so  ergiebt  sich  für  w  eine  Gleichung  des  ne***  Grades 

¥(«;,  x)  -  0(w,  *,)  -  <t>(to,  *,)...  <t>(w,  *,) 
'  -  W»  +  B^x)*?"-1  +  •  •  ■  +  Bne(x)  -  0, 

deren  Koeffizienten  nun  offenbar  rationale  Funktionen  von  x  sind,  da 
ja  Y(fi,  x)  eine  symmetrische  Funktion  von  sxy  z%, . . .  z$  ist. 

Also  ist  w  eine  algebraische  Funktion  von  x,  und  einem  jeden 
Werte  x  —  ß  entsprechen  die  ne  Entwickelungen,  welche  sich  aus  den 
e  einzelnen  Gleichungen 

*(»**) -°  (t  =  l,2,. .e) 

ergeben  würden. 
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In    der   Umgebung    irgend    einer   Stelle   (x  —  ß)   der  neuen   un- 
abhängigen   Variabein    erhält    man    durch    die    früher    angewandten 

Methoden  ne  Reihen 

w19    wa, . . .  wnB, 

welche  nach  ganzen  oder  nach  gebrochenen  Potenzen  von  x  —  ß  fort- 
schreiten und  in  einer  endlichen  Umgebung  jener  Stelle  die  ne  Wurzeln 
darstellen.  Diese  Wurzeln  brauchen  nicht  alle  voneinander  verschieden 
zu  sein:  es  seien 

diejenigen  unter  jenen  ne  Reihen,  welche  voneinander  verschieden  sind. 
Dann  zeigt  man  leicht,  dafs  jede  symmetrische  Funktion  dieser 
v  Wurzeln  rational  von  x  abhängt.  Lässt  man  nämlich  die  unabhängige 
Variable  x  einen  beliebigen  Umlauf  s  machen,  und  sind  w[}  w'%, . . .  w\ 
die  so  sich  ergebenden  Reihen,  so  sind  diese  ebenfalls  Wurzeln  der 
Gleichung  y¥(w7  x)  =»  0,  denn  bei  jenem  Umlaufe  ändern  sich  die 
Koeffizienten  Bt(x)  der  Gleichung  ^(w,  x)  —  0  gar  nicht;  ferner  sind 
aber  jene  neuen  Reihen  ebenfalls  alle  voneinander  verschieden,  denn 
wäre  etwa  w[  —  w'2,  so  bliebe  diese  Gleichung  auch  bei  dem  inversen 
Umlaufe  s*1  bestehen,  es  wäre  also  entgegen  der  obigen  Annahme 
auch  wx*=  wv  Also  ändern  die  v  Reihen  wu  .  ..t0„  bei  jedem  Um- 
laufe nur  ihre  Reihenfolge;  irgend  eine  symmetrische  Funktion  der- 
selben ist  also  eine  rationale  Funktion  von  x,  da  sie  bei  jedem  Um- 
laufe dieser  Variabein  ungeändert  bleibt.  Also  genügen  diese  v  Wurzeln 
für  sich  einer  algebraischen  Gleichung 

1>(w,x)  —  (w  — t^)  . . .  (10  — 10,)  — ftf"4-  Cy-iföw*-1  H h  C0(x)  —  0 

des  i/ten  Grades  mit  rationalen  Funktionen  von  x  als  Koeffizienten, 
deren  linke  Seite  ein  Teiler  der  vorher  gefundenen  Funktion  ^{WyX)  ist. 
Man  kann  aber  diese  Gleichung  aus  der  in  (3)  gefundenen  ^{w,  x)  —  0 
auch  ohne  Kenntnis  ihrer  ne  Wurzeln  ableiten.  Die  letztere  besitzt  näm- 
lich dann  und  nur  dann  lauter  verschiedene  Wurzeln,  wenn  ihre 
Gleichungsdiskriminante 

■2  CO  -  TT(t*i-«fc)  (t,  Je  - 1,  2,  . .  .  ne) 

nicht  identisch  verschwindet.  Ist  aber  DQV)  =  0,  so  hat  Vftv,  x) 
mit  ihrer  nach  w  genommenen  Ableitung  Y(w,x)  einen  gemeinsamen 
Teiler,  den  wir  durch  das  Euklidische  Verfahren  bestimmen  und  dann 
durch  einfache  Division  beseitigen  können.  Die  so  sich  ergebende 
Funktion  4>(w,x)  ist  dann  die  linke  Seite  der  gesuchten  Gleichung 
i>(u?fx)  —  0,  deren  v  Wurzeln 

Wi  —  l*i  +  (lUi  (t  -1,2,...») 

nun  sämtlich  voneinander  verschieden  sind. 
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Für  jede  dieser  v  Wurzeln  wt  ist  die  Gleichung  tl>  (tc,  x)  —  0 
identisch,  d.  h.  für  jedes  A,  p  erfüllt;  ersetzt  man  nämlich  Wi  durch 
XZi  +  jiUi  und  entwickelt  die  linke  Seite  nach  Produkten  von  Potenzen 
von  X  und  /i,  so  mufs  der  Koeffizient  eines  jeden  solchen  Gliedes  A'/** 
für  sich  identisch  Null  sein.  Also  bleibt  jene  Gleichung  auch  richtig, 
wenn  sie  beliebig  oft  nach  X  oder  p  differentiiert  wird.  Differentiiert 
man  aber  jene  Gleichung 

ty(w,  x)  =  Q  (u>*=Xe  +  tm) 

das  eine  Mal  nach  X,  das  andere  Mal  nach  p,  und  bedenkt  dabei,  dafc 

dw  dw 

ist,  so  ergeben  sich  die  beiden  neuen  Gleichungen 

»-  2-  'Ott  +  S -«•)'  +  n' 

o-g- *.)£  +  £-♦'«.  + fr 

in  ihnen  ist  der  Koeffizient 

#'O0  —  (w<  —  «0  (w<  —  w8)  . . .  (t0<—  uy) 

von  8  und  w  für  jede  der  v  Wurzeln  der  Gleichung  ty{w)  —  0  sicher 
von  Null  verschieden;  man  kann  sie  also  nach  z  und  u  auflösen  und 
erhält  so  unmittelbar  die  folgende  Darstellung  für  z  und  u: 

drff  dip 

a\  dl  dfi 

*>  * — W¥)}    u  —  ¥w' 

d.h.  es  stellen  sich  die  beiden  Elemente  z  und  u  des  Korpers  K(z,u) 
rational  durch  x  und  w  =  Xz  +  pu  dar,  und  hieraus  folgt,  dafs  auch 
jede  Größe  £  von  K(z,  u)  eine  rationale  Funktion  von  x  und  w  ist. 

Diese  Darstellung  ist  immer  giltig,  welche  Werte  man  auch  den 
Unbestimmten  X  und  ft  geben  mag;  nur  müssen  diese  so  gewählt 
werden,  dafs  die  beiden  Quotienten  (4)  nicht  in  unbestimmter  Form 
erscheinen.  Dieser  Bedingung  wird  stets  genügt,  wenn  nur  der  ge- 
meinsame Nenner  #'(«?),  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Diskriminante 
D(w)  -  T\(Wi  -  wk)  -  Tl[l(*i -  zk)  +  (i(Ui -  u*)] 

nicht  identisch  verschwindet.  Diese  Diskriminante  D(w)  —  D(x,  X}  fi) 
ist  aber  eine  rationale  Funktion  von  x>  deren  Koeffizienten  von  X 
und  p  rational  abhängen  und  welche,  da  wx, . . .  w9  für  unbestimmte 
X,  (A  voneinander  verschieden  sind,  nicht  identisch  verschwindet.  Wählt 
man  also  X  —  a,  (i  —  b  irgendwie  so,  dafs  -D(w>  a,  6)  weder  Null  noch 
unendlich  wird',  so  sind 

x    und    y  =*  az  +  bu 

Heneel  u.  Lftndsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  16 
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sicher  zwei  solche  Gröfsen  des  Körpers  K{*}  u),  dals  nicht  nur 

x  =  B(js,  u),    y  —  S(z,  u)~~az  +  bu, 
sondern  anch  umgekehrt 

a=B(x,y),     u-S(x,y), 
dafs  also  in  der  That 

ist;  und  zwar  braucht  man  a  und  b  nur  so  zu  bestimmen,  dafs  von 
den  v  Entwicklungen  nach  Potenzen  von  (x  —  ß) 

y,  —  azi  +  but 

in  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  (x  —  ß)  nicht  zwei  zufälligerweise 
identisch  ausfallen,  was  stets  auf  unendlich  viele  Arten,  z.  B.  auch  so 
geschehen  kann,  dafs  man  für  a  und  b  geeignete  ganzzahlige  Werte 
setzt 


Es  sei  nun  y  *=*  ag  +  bu  irgendwie  dieser  Anforderung  gemafe 
bestimmt  und 

1)  9(y>  z)-tf  +  a^x)?-1  +  •  •  •  +  a0(x)  -  0 

diejenige  Gleichung,  welcher  y  als  Funktion  von  x  genügt  Behandeln 
wir  dann  die  algebraische  Funktion  y  von  x  genau  ebenso  wie  früher 
die  Funktion  u  von  z  und  übertragen  wir  alle  vorher  gefundenen 
Resultate  auf  diese  neuen  Variabein,  so  ergeben  sich  genau  ebenso  die 
folgenden  Sätze: 

Zu  jeder  nicht  konstanten  Gröljse  x  des  Körpers  K  gehört  eine 
ganz  bestimmte  Riemannsche  Kugelfläche  von  v  Blättern,  auf  welcher 
alle  GröJDsen  des  Körpers  K(x,y)  eindeutig  ausgebreitet  sind  und  deren 
v  Blätter  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Verzweigungspunkten  mit- 
einander zusammenhängen.  Wir  wollen  im  folgenden  die  zu  einer 
solchen  Gröfse  x  gehörige  Riemannsche  Kugelfläche  durch  8t«  be- 
zeichnen, so  dafs  also  der  bis  jetzt  stets  betrachteten  n- blättrigen 
Kugelfläche  die  Bezeichnung  8t,  zu  geben  wäre.  Ist  TT  ein  beliebiger 
Punkt  von  8t«,  welcher  der  Stelle  (x  «=  ß)  entsprechen  möge  und  in 
dem  etwa  b  Blätter  dieser  Fläche  zusammenhängen,  so  ist  jede  Funk- 
tion g  des  Körpers  in  der  Umgebung  jener  Stelle  in  eine  konvergente 

Reihe  entwickelbar,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (x  —  ß) ö  fort- 
schreitet 

Wir  zeigen  nun  zunächst,  dals  die  Punkte  der  Riemannschen 
Flächen  8t,  und  Stx  einander  eindeutig  entsprechen,  und  zweitens,  dafs 
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auch  die  Definition  der  Ordnungszahlen  einer  Funktion  in  einem 
solchen  Punkte  von  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  vollständig 
unabhängig  ist. 

Eine  Stelle  5ß  der  Riemannschen  Fläche  9t,  kann  dadurch  ein- 
deutig und  unabhängig  von  der  zu  Grunde  gelegten  Variabein  * 
definiert  werden,  dafs  jede  Funktion  £  des  Körpers  K  dort  einen  ganz 
bestimmten  konstanten  Wert  |0  erhalt,  der  auch  Null  oder  unendlich 
grols  sein  kann,  und  der  sich  aus  der  Entwickelung  von  £  in  der 
Umgebung  von  5ß  för  (*  =  a)  ergiebt.  Andererseits  erkennt  man  jetzt 
aber  leicht,  dafs  durch  die  so  sich  ergebenden  Gleichungen  6  —  ^  auch 
eine  einzige  Stelle  Sß  der  Riemannschen  Fläche  bestimmt  ist  Gäbe 
es  nämlich  z.  B.  auf  9t,  zwei  Stellen,  5ß  und  ?ß',  in  denen  jede  Funk- 
tion g  denselben  Wert  ^  annähme,  so  müfste  ja  zunächst  z  selbst  in  Sß 
und  ?ß'  denselben  Wert  a  erhalten,  d.  h.  5ß  und  $'  müfsten  zwei  von 
den  bei  (z  =  a)  übereinander  liegenden  konjugierten  Punkten  Sß1;  Sß,, . . . 
der  Fläche  9t,  sein.  Nun  folgt  aber  aus  dem  auf  S.  217  bewiesenen 
Satze,  dais  man  stets  eine  Funktion  £  finden  kann,  welche  in  einem 
jener  konjugierten  Punkte,  etwa  in  Sßj,  den  Wert  1,  in  allen  anderen 
aber  den  Wert  0  annimmt;  es  existieren  also  sicher  nicht  zwei  unter  diesen 
Punkten,  Sßt  und  ?ß2,  wo  die  Werte  aller  Funktionen  von  K  identisch 
sind.  Durch  die  Gleichungen  6  —  |q  für  alle  Elemente  von  K(zy  u)  ist  also 
der  Punkt  5ß  sowohl  auf  9t,  als  auch  auf  91«  bestimmt,  und  da  alle 
Funktionen  £  des  Körpers  K(e}  u)  «  K(x,  y)  sowohl  auf  91,  als  auch 
auf  9t*  eindeutig  ausgebreitet  sind,  so  folgt,  dafs  die  einzelnen  Punkte 
beider  Flächen  einander  eindeutig  entsprechen,  also  auch  auf  beiden 
Flächen  gleich  bezeichnet  werden  können. 

Ist  nun  ?ß  ein  beliebiger  Punkt  der  Eugelfiäche  9t,  oder  9t,,  so 
haben  wir  die  Ordnungszahlen  der  Funktionen  des  Körpers  K  in  5ß 
folgendermaßen  ebenfalls  unabhängig  von  der  Wahl  der  unabhängigen 
Variabein  definiert:  Unter  allen  in  Sß  verschwindenden  Funktionen 
von  K  greifen  wir  feine  solche  it  heraus,  welche  in  Sß  von  möglichst 
niedriger  Ordnung,  d.  h.  so  verschwindet,  dais  der  Quotient  —  in  Sß 
endlich  bleibt,  wenn  g  irgend  eine  ebenfalls  in  Sß  verschwindende 
Funktion  von  K  ist.  Dais  eine  solche  Funktion  %  stets  vorhanden  ist 
und  auf  rationalem  Wege  gefunden  werden  kann,  hat  der  soeben  erwähnte 
Satz  auf  S.  217  gelehrt.  Diese  Funktion  nun  wählten  wir  als  Mafsstab 
und  sagten  allgemein:  Eine  Funktion  g  besitzt  in  5ß  die  Ordnungs- 
zahl q,  wenn  q  derjenige  Exponent  von  %  ist,  für  welchen  der 
Quotient  -~  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Aus  den  Resultaten 
des  vorigen  Abschnittes  folgt  dann,  dais  dieser  Exponent  q  für  jede 

16* 
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Gröfse  g  von  K  einen  bestimmten  ganzzahligen  Wert  hat,  der  positiv, 
negativ  oder  Null  sein  kann  und  der  vollständig  unabhängig  von  der 
zu  Grunde  gelegten  Variabein  x  oder  *,  d.  h.  von  der  Kugelfläche  9tx 
oder  9tM  ist,  denn  als  Mafsstab  wird  ja  hier  nicht  mehr  eine  gebrochene 

Potenz  (x  —  ß)b  oder  (*  —  a)a  des  betreffenden  Linearfaktors  gewählt, 
sondern  die  durch  eine  nur  dem  Körper  zukommende  Eigenschaft 
charakterisierte  Funktion  %  des  Korpers  K. 

Wir  zeigen  endlich,  dafs  sich  auch  die  unendlich  kleinen  Um- 
gebungen eines  Punktes  Sß  auf  den  beiden  Biemannschen  Flächen  ein- 
deutig entsprechen,  und  definieren  zunächst  auch  die  Umgebung  eines 
Punktes  Sß  so,  dafs  sie  von  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  z 
nicht  mehr  abhängt  Gehen  wir  zunächst  von  der  Biemannschen 
Fläche  8t,  aus;  ist  Sß  irgend  ein  Punkt  derselben,  Sß'  ein  auf  9ft,  un- 
endlich nahe  liegender  Punkt  und  U  ein  beliebiges  Element  von  K{ß>  u), 
welches  in  Sß  endlich  ist,  so  unterscheidet  sich  wegen  der  Stetigkeit 
von  U  der  Wert  ?7($ß')  von  Uffi)  um  eine  unendlich  kleine  Gröfse, 
d.  h.  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

ist  beliebig  klein,  wenn  Sß'  genügend  nahe  an  ?ß  gewählt  wird,  und 
das  Gleiche  gilt  für  jede  Gröfse  Fvon  K(js,  w),  welche  in  Sß  endlich  ist. 
Dasselbe  gilt  aber  auch  umgekehrt:  Ist  Sß'  ein  solcher  Punkt,  dafs  für 
jede  in  $  endliche  Funktion  U  des  Körpers  die  Differenz  |  ET(5ß')  -üöß)  | 
unendlich  klein  ist,  so  liegt  5ßr  in  einer  unendlich  kleinen  Umgebung 
von  Sß.    Wählt  man  nämlich  zuerst  für  U  die  unabhängige  Variable  *, 
so  mufs  der  Wert,  den  g  in  5ß'  annimmt,  dem  Werte  von  z  in  Sß  be- 
nachbart sein,  d.  h.  der  Punkt  Sß'  mufs  entweder  wirklich  zu  ?ß  oder 
zu   einem  der  zu  Sß  konjugierten  benachbart  sein,  welchen   derselbe 
Wert  von  *  entspricht    Wahlen  wir  jetzt  zweitens  für  U  eine  Funk- 
tion des  Körpers,  welche  in  Sß  gleich  Eins  wird,  aber  in  allen  kon- 
jugierten   Punkten   verschwindet,   so    unterscheidet    sich  C($ß')   nach 
dem  vorher  Gesagten  um  sehr  wenig  von  ?7(5ß)  =  1,  also  um  eine  end- 
liche Gröljse  von  dem  gemeinsamen  Werte  Null,  welchen  U  in  allen 
konjugierten  Punkten  annimmt.    Also  kann  Sß'  nicht  einem  der  zu  Sß 
konjugierten   Punkte  benachbart   sein,  mufs   also  wirklich  notwendig 
zur  Umgebung  von  Sß  gehören.    Es  ergiebt  sich  also  der  wichtige  Satz: 
Ein  Punkt  Sß'  gehört   dann  und   nur  dann  zu  einer  un- 
endlich kleinen  Umgebung  eines  anderen   Punktes  Sß,    wenn 
für  eine  jede   in  5ß  endliche  Grölse  des  Körpers  K(z,  u)  der 
absolute  Betrag  der  Differenz  |  J7($f)  -  U($)  |  unterhalb  einer 
beliebig  kleinen  Gröfse  liegt 
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Diese  Definition  enthalt  gar  keine  Beziehung  auf  die  unabhängige 
Variable  oder  auf  die  zugehörige  Biemannsche  Flache*)  Ist  also  Sßf 
zu  Sß  auf  St,  benachbart,  so  gilt  das  Gleiche  für  die  Flache  9t*,  es 
besteht  also  der  Satz: 

Die  unendlich  kleinen  Umgebungen  zweier  entsprechenden 

Punkte    auf   den    Kugelflächen   8t,   und  St*   entsprechen  sich 

Punkt  für  Punkt  eindeutig. 
Hierbei  kann  natürlich  der  Fall  eintreten,  dafs  von  den  beiden  ent- 
sprechenden Punkten  der  eine  ein  regulärer,  der  andere  ein  Ver- 
zweigungspunkt ist,  so  dafs  die  Umgebung  des  ersten  eine  kleine 
Kreisfläche,  die  des  anderen  eine  kleine  Schraubenfläche  ist;  aber  auch 
in  diesem  Falle  wird  die  eine  kleine  Flache  auf  der  anderen  eindeutig, 
d.  h.  Punkt  für  Punkt  abgebildet. 

Beschreibt  man  auf  9t,  eine  beliebige  kontinuierliche  Kurve 

so  entspricht  ihr  auf  9tÄ  Punkt  für  Punkt  eine  kontinuierliche  Kurve, 
welche  die  entsprechenden  benachbarten  Punkte 

verbindet.  Ist  die  erste  Kurve  geschlossen,  d.  h.  kehrt  sie  nach  *ß0 
zurück,  so  gilt  dasselbe  von  der  entsprechenden  Kurve  auf  9t,.  Jeder 
Kurve  auf  9t,  entspricht  also  eindeutig  eine  andere  Kurve  auf  9t«  und 
jedem  Umlaufe  ein  Umlauf. 

Nun  ist  aber  die  Fläche  9t,  zusammenhängend,  weil  die  Grund- 
gleichung f(u,  z)  —  0  irreduktibel  ist;  man  kann  also  von  jedem 
Punkte  Sß0  zu  jedem  anderen  5ß  auf  einer  ganz  innerhalb  9t,  ver- 
laufenden Kurve  s  gelangen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  man  auch  auf 
der  Fläche  9t*  von  jedem  Punkte  Sß0  nach  jedem  anderen  Sß  innerhalb 
von  9tx  gelangen  kann,  d.  h.  auch  die  Biemannsche  Fläche  9t»  ist  zu- 
sammenhängend, oder  die  Grundgleichung  (1)  ist  ebenfalls  notwendig 
irreduktibel. 

§3. 

Da  die  Punkte  5ß  und  die  Ordnungszahlen  der  Funktionen  des 
Körpers  unabhängig  von  der  gewählten  Variabein  z  und  der  Kugel- 

*)  Ans  den  soeben  gegebenen  Beweisen  ergiebt  sich,  dafs  man  zur  voll- 
ständigen Bestimmung  eines  Punktes  $  und  seiner  Umgebung  nicht  alle  Grölsen  ü 
des  Körpers,  sondern  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ihnen  wirklich  zu  untersuchen 
braucht. 
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flache  SR,  definiert  worden  sind,  so  gilt  das  Gleiche  von  den  jenen  Punkten 
zugeordneten  Primteilern  Sß  und  den  ans  ihnen  gebildeten  Divisoren 

Nun  war  der  Grad  der  unabhängigen  Variabein  st,  welche  wir  in  der 
Form  . 

schreiben  wollen,  gleich  n,  <L  h.  gleich  dem  Grade  des  Körpers  K(e,  u) 
in  Bezug  auf  e,  denn  die  Blatterzahl  der  zugehörigen  Kugelfläche  9t, 
war  ja  gleich  dem  Grade  der  irreduktibeln  Gleichung  für  w,  und  somit 
besitzen  der  Zähler  und  der  Nenner  von  z  genau  so  viele  gleiche  oder 
verschiedene  Primfaktoren,  wie  der  Grad  des  Korpers  angiebt. 

Ersetzt  man  nun  z  durch  die  unabhängige  Variable  x=>  ~*  so 
sind  auch  hier  im  Zahler  und  Nenner  soviele  Primfaktoren  enthalten, 
wie  der  Grad  v  des  Körpers  in  Bezug  auf  x  angiebt. 

Wir  wollen  im  folgenden  den  bisher  gleich  v  gesetzten  Grad 
einer  Variabein  x  von  K(z,  u),  d.  h.  die  Anzahl  der  Primfaktoren, 
aus  denen  ihr  Zähler  und  ihr  Nenner  besteht,  durch  nx  bezeichnen,  so 
daljB  also  der  früher  n  genannte  Grad  von  0  nun  die  Bezeichnung  n, 
erhalten  würde.    Dann  können  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wählt  man  irgend  eine  Grö&e  x  von  K  vom  Grade  nx 
als  unabhängige  Variable,  so  wird  der  Grad  des  Körpers  K 
in  Bezug  auf  sie  gleich  n*;  alle  Elemente  derselben  sind  also 
auf  der  zugehörigen  nx-  blättrigen  zusammenhängenden  Kugel- 
fläche 8t*   eindeutig  und  im   allgemeinen   stetig  ausgebreitet 
Jede  Gröfse  des  Körpers  genügt  einer  irreduktibeln  Gleichung, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind  und  deren 
Grad  nx  oder  ein  Teiler  von  nx  ist.    In  dieser  Form  könnte  unser 
Satz  auch  auf  die  Konstanten  x  ausgedehnt  werden,  für  die 
der  Grad  nx  gleich  Null  ist;  dann  wird  eben  die  Gleichung  für 
alle  Gröfsen  y  vom  nullten  Grade,  also  von  y  unabhängig. 
Statt  der  vorher  gewählten  speziellen  Gröfse  y  —  ais  +  hu  kann  man, 
wie   auf  S.  137  nachgewiesen   wurde,   als   abhängige  Variable   irgend 
eine  andere  Gröfse  y  des  Körpers  K  wählen,  welche  nur  dem  Körper 
K(x,  y)  selbst  und  nicht  etwa  einem  Unterkörper  desselben  angehört, 
für   welche   also   der   Grad    der   zugehörigen    irreduktibeln   Gleichung 
gleich  nx  und  nicht  etwa  gleich  einem  Teiler  von  nx  ist 

Im  folgenden  wollen  wir  uns  für  y  allgemeiner  irgend  eine  GröJjje 
des  Körpers  K(z,  u)  gewählt  denken;  ihr  Grad  sei  n9  und  es  sei 

F(**)-0 
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die  irreduktible  Gleichung,  der  sie  als  Funktion  von  x  genügt  Dann 
ist  ihr  Grad  in  Bezng  auf  y  gleich  w*  oder  einem  Teiler  von  nX}  je 
nachdem  K  (x,  y)  gleich  K(z}  wyoder  gleich  einem  Divisor  von  K(z,  u) 
ist.  Sehen  wir  aber  umgekehrt  y  als  unabhängige,  x  als  abhangige 
Variable  an,  so  folgt  genau  ebenso,  dafs  der  Grad  von  F(jf}  x)  in 
Bezug  auf  x  gleich  wy  oder  gleich  einem  Teiler  dieser  Zahl  ist,  je 
nachdem  K(x,y)  gleich  K(z7u)  oder  gleich  einem  Teiler  dieses 
Körpers  ist.    Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Zwischen  zwei  beliebigen  Elementen  x  und  y  des  Korpers 
K(js,u)  besteht  stets  eine  irreduktible  Gleichung 

deren  Grade  in  x  und  y  bzw.  gleich  nv  und  nx  oder  Teiler 

dieser  Zahlen  sind.     Der  aus  ihnen  entstehende  algebraische 

Körper  K(x,  y)  ist  dann  und  nur  dann  gleich  K(z,  u),  wenn 

jene  beiden  Gradzahlen  ihren  gröfsten  Wert  haben. 

Man   sieht   so,   dafa   man   einen  und  denselben  Körper  K  durch 

algebraische   Gleichungen   von   ganz   verschiedenem  Grade   vollständig 

definieren  kann,  und  man  kann  leicht  die  Gleichung  niedrigsten  Grades 

für  denselben  auffinden.    Ist  nämlich 

eine  nicht  konstante  Gröfse  des  Körpers,  deren  Grad  n-  =  v  möglichst 
klein  ist,  so  kann  man  eine  andere  Gröfse  desselben  Körpers  so  finden, 
dafis  nti  durch  eine  irreduktible  Gleichung  vUu  Grades 

F(y,  0  -  v"  +  ftr-ift) tf*-1  +  -  +  WO  -  o 

als  Punktion  von  %  definiert  wird;  dann  ist  von  selbst  K{z}u)  «  JT(5,ij), 
und  dieses  ist  die  Gleichung  des  niedrigsten  Grades,  welche  zur  Be- 
stimmung des  Körpers  hinreicht;  alsdann  sind  alle  Gröfsen  des  Körpers 
auf  der  v  -blättrigen  Kugelfläche  9tc  eindeutig  ausgebreitet 

Ist  speziell  v  =  1,  giebt  es  also  eine  Funktion  des  Körpers,  welche 
nur  eine  Nullstelle  und  nur  einen  Pol  auf  SR,  besitzt,  und  wählt  man 
sie  als  unabhängige  Variable,  so  genügt  jede  Gröfse  von  K  einer 
Gleichung  ersten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  in  |,  <L  h.  sie  ist 
eine  rationale  Funktion  von  |  allein;  der  algebraische  Körper  K(z,  u) 
ist  also  in  diesem,  aber  auch  nur  in  diesem  Falle  mit  dem  Körper 
2T(£)  aller  rationalen  Funktionen  von  %  identisch.  In  diesem  Falle 
labt  sich  also  die  n-blättrige  Kugelfläche  9t,  auf  die  einfache  Kugel- 
fläche SR^  abbilden. 
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Ist  ferner  v  =  2,  giebt  es  also  in  K(js,  u)  eine  Gröfse  |,  welche 
zwei  Nullstellen  und  zwei  Pole  hat,  so  kann  man  eine  Gröfse  rj  inner- 
halb K  finden,  welche  mit  £  durch  eine  irreduktible  quadratische 
GUeichnng  ,.  +  2a(|),  +  6(g)  =  0 

zusammenhängt,  so  dafs  also 

n  -  -  «(6)  ±  V<*-b 
ist     Setzt  man  also 

g  =  i,  +  a(S),    a»(|)-6(S)  =  A(|), 
so  ist  die  Gröfse  £  von  K(/s,  u)  durch  die  reine  Gleichung 

bestimmt,  und  jede  Gröfse  rj  von  K(g,u)  ist  rational  durch  £  und  £, 
also  in  der  Form  . 

darstellbar.  In  diesem  und  nur  in  diesem  Falle  ist  also  der  Körper 
K{zyu)  gleich  dem  quadratischen  Körper  Ä"(g,yA(g)). 

Man  erkennt  so,  von  welcher  Bedeutung  die  Lösung  der  Aufgabe 
ist,  innerhalb  eines  Körpers  K  ein  Element  von  möglichst  niedriger 
Ordnung  zu  bestimmen. 

Ist  ß  eine  beliebige  endliche  Konstante  und  zerlegt  man  den 
Linearfaktor  x  —  ß  in  seine  Primfaktoren,  so  folgt  aus  der  auf  S.  156 
durchgeführten  Überlegung,  dafs  dieser  denselben  Nenner  nx  wie  x 
selbst  besitzt,  dafis  also  x  —  ß  ebenfalls  von  der  Ordnung  nx  ist    Ist  also 

so  besteht  der  Zähler  ix—p  ans  allen  und  nur  den  Primfaktoren  % 
welche  den  zu  (x  —  ß)  gehörenden  Punkten  von  St,  entsprechen,  der 
Nenner  aus  allen  denen,  welche  den  zu  (x  =  oo)  gehörenden  Stellen 
zugeordnet  sind,  mit  der  Mafsgabe,  dafs  ein  solcher  Primfaktor  in  der 
6ten  Potenz  im  Zahler  oder  Nenner  auftritt,  wenn  der  korrespondierende 
Punkt  Sß  eiA  6 -blättriger  Verzweigungspunkt  der  Fläche  8t*  ist,  wenn 
also  seine  Verzweigungsordnung  6  —  1  ist. 

So  erhält  mau  also  auch  hier  eine  endliche  Ansnlil  von  Ver- 
zweigungsfaktoren, und  man  erkennt,  dafs  zu  jeder  Kugelfläche  9tx  ein 
Verzweigungsteiler 

gehört,  wo  das  Produkt  auch  hier  wieder  nur  auf  die  Verzweigungs- 
punkte erstreckt  zu  werden  braucht,  da  ja.  für   alle  übrigen  die  Ver- 
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zweigungsordnung  b  —  1  von  selbst  verschwindet.  Also  gehört  auch 
zu  jeder  Gröfse  x  des  Körpers  K  ein  bestimmter  Verzweigungsteiler, 
welcher  sich  im  allgemeinen  beim  Übergange  zn  einer  neuen  un- 
abhängigen Variabein  ändert.     Ist  aber  speziell 

x  ~"y*  +  * 
eine    lineare   Funktion    von  x,    so    wird   Q^  =  3x,    wie    man    leicht 
erkennt. 

Die  Fundamentalaufgabe,  alle  linear  unabhängigen  Multipla  eines 
beliebigen  Divisors  D  in  dem  Körper  K  zu  bestimmen,  ist  im  §  1  der 
fünfzehnten  Vorlesung  zwar  unter  Zugrundelegung  einer  bestimmten 
Variabein  e  gelöst  worden,  aber  unsere  Überlegungen  lehren,  dals  sie 
von  dieser  vollständig  unabhängig  ist.  In  der  That  können  wir  mit 
Hilfe  der  in  der  vierzehnten  Vorlesung  auseinandergesetzten  Methoden 
auch  für  die  unabhängige  Variable  x  eine  Basis 

für  das  zu  Q  gehörige  Ideal  I(O)  finden,  für  welche  aber  jetzt  natürlich 
die  Elementenanzahl  gleich  nx,  d.  h.  gleich  dem  Grade  von  x  ist. 
Zugleich  können  wir  diese  Basis  so  gewählt  voraussetzen,  dafs  ihre  Ele- 
mente für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (x  =  ß0)  normal  sind.    Sind  dann 

die  Ordnungszahlen  jener  Elemente  für  diese  Stelle,  und  ist  <y,  die 
letzte  nicht  negative  unter  ihnen,  so  bilden  die 

Funktionen  des  Körpers  K 

6(0   ,  («.  =  0,1,...  *,) 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  O,  und 
diese  Zahl  N  ist  vollständig  unabhängig  von  der  Wahl  der  Variabein  x 
innerhalb  K. 

Ist  endlich  (|(1),  gw;  . . .  |(Wa?))  das  zu  dem  oben  gefundenen 
komplementäre  System,  so  ist  dasselbe  ein  Fundamentalsystem  für  den 
komplementären  Divisor  O,  welcher  mit  O  durch  die  Gleichung 

Dfi-i  . 

verbunden  ist.  Man  erkennt  also,  dals  sich  der  zu  Et  komplementäre 
Divisor  mit  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  ändert,  weil  der 
Verzweigungsteiler  ein  anderer  wird. 
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Siebzehnte  Vorlesung. 

Die  Divisorenklassen.  —  Die  Haupt-  oder  Einheitsklasse.  —  Die  Komposition  der 
Klassen.  —  Der  Integritätsbereich  einer  Klasse.  —  Lineare  Darstellung  aller  ganzen 
Divisoren  einer  Klasse  durch  ein  linear  unabhängiges  System.  —  Anwendung: 
Reduktion  des  Körpers  K(z,  u)  auf  eine  möglichst  niedrige  Ordnung.  —  Das  Ge- 
schlecht des  Körpers.  —  Bestimmung  aller  Multipla  eines  Divisors  G  innerhalb 
einer    beliebigen    Divisorenklasse  B.   —   Die  Klassen    vom    Teiler  2)    und   die 

primitiven  Klassen. 

§  i. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  den  großen  Bereich  der  algebraischen 
Divisoren  in  Klassen  einzuteilen  und  dann  die  gemeinsamen  Eigen- 
schaften aller  Divisoren  einer  und  derselben  Klasse  zu  untersuchen. 

Die  einfachsten  Divisoren  sind  diejenigen  D$,  welche  einer 
algebraischen  Funktion  g  des  Körpers  zugeordnet  sind,  für  welche  also 

ist;  für  sie  giebt  es  also  ein  und  nur  ein  Element  £  von  K9  dessen  Null- 
stellen durch  j_.  und  dessen  Pole  durch  n*  auch  ihrer  Ordnungszahl 
nach  vollständig  bestimmt  sind.  Der  multiplikative  konstante  Faktor  e 
bestimmt  sich  nach  der  auf  S.  153  gegebenen  Festsetzung  als  der  erste 
Entwickelungskoeffizient  von  |  in  der  Umgebung  eines  ein  für  alle- 
mal fest  angenommenen  Punktes  ^°).  Alle  diese  Divisoren  wollen 
wir  in  eine  und  dieselbe  Klasse  rechnen,  die  wir  die  Haupt-  oder 
Einheitsklasse  nennen  und  durch  E  oder,  wo  kein  Mifsverstandnis 
zu  befürchten  ist,  mitunter  auch  durch  (1)  bezeichnen.  Wir  stellen 
also  die  Definition  auf: 

Alle  und  nur  die  Divisoren  Df,  welche  irgend  einer 
algebraischen  Funktion  des  Körpers  gleich  sind,  gehören  in 
eine  Divisorenklasse,  die  sogenannte  Einheitsklasse  E.  Diese 
Klasse  besitzt  mithin  genau  so  viele  Divisoren  Et«,  als  der 
Körper  K(z9  u)  Elemente  £  hat. 
Durchlauft  also  £  alle  Funktionen  von  K,  ab  Divisoren  betrachtet, 
so  kann  man  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung  schreiben: 
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Da  alle  Funktionen  g  die  Ordnung  Null  haben,  so  folgt,  dafs  alle 
Divisoren  der  Klasse  E  ebenfalls  die  Ordnung  Null  haben,  dafs  also 
ihr  Zahler  von  demselben  Grade  ist  wie  ihr  Nenner.  Aber  damit  ist 
im  allgemeinen  keineswegs  gesagt,  dafs  auch  umgekehrt  jeder  Divisor  D 
von  der  Ordnung  Null  der  Hauptklasse  angehört,  also  einer  Funktion 
des  Körpers  gleich  ist  Es  wurde  bereits  auf  S.  155  hervorgehoben, 
dafs  dies  zwar  für  den  Korper  K(z)  der  rationalen  Funktionen  von  z 
allein,  aber  im  allgemeinen  nicht  für  einen  algebraischen  Korper  K(e,u) 
der  Fall  ist,  da  z.  B.  schon  ein  Divisor  Q  =  -^  im  allgemeinen  nicht 
der  Hauptklasse  angehört,  weil  keine  Gröfse  g  existiert,  welche  nur 
eine  einzige  Nullstelle  und  einen  Pol  besitzt.  Dies  ist  (nach  der  Be- 
merkung auf  S.  247  unten)  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  der 
algebraische  Körper  K{z,  u)  einem  rationalen  Körper  2T(g)  gleich  ist. 

Wir  wollen  nun  allgemeiner  zwei  Divisoren  O  und  O'  äqui- 
valent nennen  und  sie  in  eine  Blasse  Q  rechnen,  wenn  ihr  Quotient 
l=y  eine  Gröfse  des  Körpers  K(ßf,  u)  ist.  Zwei  Divisoren  gehören  also 
dann  und  nur  dann  in  eine  Klasse,  wenn 

ß'       5 

ist,  wo  g  irgend  eine  algebraische  Funktion  des  Körpers  K  bedeutet. 
Ist  also  D0  irgend  ein  Divisor,  und  durchlauft  g  alle  Elemente  des 
Körpers  K,  so  sind  alle  Produkte  gQ^,  als  Divisoren  betrachtet,  zu  C^ 
äquivalent.    Denn  ist 

0  =  gDo, 
so  ist  wirklich 

Umgekehrt  sind  aber  in  dem  Bereiche  (|D0)  auch  alle  zu  D0  äqui- 
Talenten  Divisoren  enthalten.  Denn  ist  O  ~  Dq,  so  ist  ja  jr-  =  g, 
wo  g  eine  Gröfse  von  K  bedeutet,  d.  h.  es  ist  in  der  That  £1  =  gC^. 
Die  Divisoren  einer  Klasse  bilden  also  einen  Bereich  von  unendlich 
vielen  Elementen,  welche  aber  den  Divisoren  der  Hauptklasse  eindeutig 
zugeordnet  sind,  denn  man  erhält  ja  alle  Divisoren  desselben  und  jeden 
nur  einmal,  wenn  man  alle  Elemente  g  oder  Q$  der  Hauptklasse  mit 
einem  beliebig  gewählten  Divisor  ELq  dieser  Klasse  Q  multipliziert.  Man 
kann  also  hier  in  ähnlicher  Bezeichnung  wie  oben  schreiben: 

(«-(0,©, 

wenn  £Lq  irgend  ein  beliebig,  aber  fest  ausgewählter  Divisor  der  Klasse  Q 
ist  und  g  alle  Elemente  der  Hauptklasse  durchläuft. 
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Wir  wollen  diesen  Divisor  C^,  durch  welchen  die  Elemente  der 
Hauptklasse  (E)  in  die  entsprechenden  Elemente  der  Klasse  (Q)  ver- 
wandelt werden,  den  zur  Klasse  Q  gehörigen  Multiplikator 
nennen. 

Ist  speziell  E^  irgend  eine  Funktion  des  Korpers,  etwa  gleich 
Eins,  so  enthalt  (Q)  ==(£^1)  =  (£)  alle  und  nur  diejenigen  Divisoren, 
welche  Gröfsen  des  Körpers  K  gleich  sind;  die  vorher  definierte  Haupt- 
klasse der  Divisoren  ist  also  in  der  That  auch  nach  dieser  Definition 
eine  Divisorenklasse. 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  dafs  die  angegebene  Definition  der 
Äquivalenz  den  Bedingungen  genügt,  welche  man  an  eine  solche  stellen 
mute.    Es  bestehen  nämlich  die  Sätze: 

1.  Jeder  Divisor  O  ist  sich  selbst  äquivalent,  da  -g-  =  1  ist  and 
die  Zahl  1  der  Hauptklasse  angehört. 

2.  Sind  zwei  Divisoren  einem  dritten  äquivalent,  so  sind  sie  unter- 
einander äquivalent.    Sind  nämlich  O  und  Or  zu  O0  äquivalent  und  ist 

so  ist  ^  =|->  gehört  also  der  Hauptklasse  an. 

Alle  Divisoren  derselben  Klasse  haben  dieselbe  Ordnung,  da  jeder 
Divisor  C^l  die  Ordnung  q  von  Dq  besitzt.  Es  soll  q  daher  die 
Ordnung  der  Klasse  (Q)  genannt  werden. 

Es  ergiebt  sich  so,  dafs  die  Elemente  O  einer  beliebigen  Divi- 
sorenklasse (Q)  =  (D0£),  abgesehen  von  dem  gemeinsamen  Faktor  O^ 
mit  den  Elementen  des  Körpers  K  übereinstimmen.  Jeder  Funktion  £ 
des  Körpers  K  entspricht  dann  eindeutig  ein  Divisor  O  =  0^1 
der  Klasse  Q,  welcher  aus  £  durch  Multiplikation  mit  dem  festen  Mul- 
tiplikator O0  hervorgeht.  Umgekehrt  erhält  man  aus  O  die  zugeordnete 
Funktion  £,  wenn  man  O  durch  den  Multiplikator  C^  dividiert 

Welchen  Divisor  der  Klasse  Q  man  hier  als  den  gemeinsamen 
Multiplikator  wählt,  ist  vollkommen  gleichgültig.  Ist  nämlich  D|>  ein 
anderer  Divisor  der  Klasse,  ist  also 

iV  —  t 

so   entspricht  jetzt   dem   vorher  betrachteten   Divisor  D  eine   andere 
Funktion  £  des  Körpers,  denn  es  ist 

D  -  CS  -  Dig- 1  -  Oi(l«i)  -  Bfc  «-«« 

Wählt  man  also  statt  des  Multiplikators  ELq  einen  anderen  Divisor  DJ, 
so   findet   man   die   den   einzelnen  Divisoren  D,  DI, . . .   zugeordneten 
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Elemente  £,£',...  der  Hauptklasse,  indem  man  die  diesen  vorher  zugeord- 
neten Elemente  (j,  £',...  alle  mit  derselben  Gröfse  |0=^-  multipliziert. 

Man  kann  den  Multiplikator  C^  innerhalb  der  Klasse  Q  stets  so 
wählen,  data  er  einen  oder  mehrere  gegebene  Primteiler  Sß,  $ß', . . .  Sß(r> 
gar  nicht,  weder  im  Zähler  noch  im  Nenner  enthält.  Sollte  das  nämlich 
für  den  ursprünglich  gewählten  Multiplikator  nicht  der  Fall  sein,  so 
kann  mau  statt  seiner  einen  anderen  äquivalenten 

nehmen  und  die  Funktion  %  im  Körper  K  nach  S.  217  so  wählen, 
dafs  der  Quotient 

die  Primfaktoren  $,  $', . . .  $<r>  garnicht  enthält. 

Hat  man  den  Multiplikator  D!0  so  gewählt,  so  sind  irgend  zwei 
zugeordnete  Elemente  j;  und  0=|Oq  der  Hauptklasse  E  und  der  Klasse  Q 
stete  von  derselben  Ordnung  in  Bezug  auf  diese  gegebenen  Prim- 
faktoren %  5ß', . . .  ?ß(r>,  weil  ja  ihr  Quotient  -*-  =  €JQ  gerade  diese  Divisoren 
nach  dem  vorher  Gesagten  nicht  enthält. 

Es  seien  jetzt 

*i>       £*;  •  •  •     §j* 

p  beliebige  Funktionen  des  Korpers,  und 

D&>    Dfe,  •  •  •  D^ 

die  ihnen  eindeutig  entsprechenden,  auch  der  multiplikativen  Konstante 
nach  bestimmten  Divisoren  der  Hauptklasse  E,  so  dafs  allgemein 

ist;  dann  stellt  jede  homogene  lineare  Funktion 

mit  konstanten  Koeffizienten  für  jedes  Wertsystem  cti . . .  cß  ein  Element 
des  Körpers  dar,  welches  durch  jene  Konstanten  eindeutig  bestimmt 
ist     Ist 
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der  zu  g  gehörige  Divisor  der  Hauptklasse,  und  ersetzt  man  in  (1)  die 
Elemente  des  Körpers  K  durch  die  ihnen  gleichen  Divisoren,  so  ist  Q$ 
ebenfalls  durch  die  Gleichung 

la)  Ge  =  <iD*1  +  ^  +  --.+  c,% 

eindeutig  bestimmt  und  kann  leicht  mit  Hilfe  der  folgenden  Über- 
legung gefunden  werden:  %i 

138861  *)  =  (£*>,  ^•••Zk,) 

der  gröfste  gemeinsame  Teiler  der  (i  Divisoren  Qff,  d.  h.  derjenige 
Divisor,  welcher  jeden  einzelnen  Primfaktor  Sß  so  oft  enthalt,  als  er 
mindestens  in  allen  fi  Divisoren  Q^  auftritt;  dann  ist  D  im  allgemeinen 
ein  gebrochener  Divisor,  und  es  bestehen  die  (i  Gleichungen 

wo  jetzt  (©!, . . .  ®p)  ganze  Divisoren  bedeuten,  welche  keinen  Prim- 
faktor gemeinsam  haben. 

Dann  zeigt  man  leicht,  dafs  auch  Et*  durch  den  gröJsten  gemein- 
samen Teiler  2)  teilbar  ist,  dafe  also,  wie  auch  die  Koeffizienten  d 
beschaffen  sein  mögen,  stets  die  Gleichung  besteht: 

wo  ©  einen  von  den  4  abhangigen  ganzen  Divisor  bedeutet 

Ist  nämlich  Sß  ein  beliebiger  Primteiler  und  5ßd  diejenige  Potenz 
desselben,  welche  in  2)  enthalten  ist,  so  sind  alle  p  Divisoren  O^.  oder 
also  alle  p  Funktionen  {<  mindestens  durch  Sß*  teilbar.  Ist  also  der 
zu  ?ß  gehörige  Punkt  Sß  von  91«  etwa  ein  a-blättriger  Verzweigungs- 
punkt,  so  bestehen  in  seiner  Umgebung  für  $0  •  •  -  ^  ^e  Entwicke- 
lungen 


fe.=e„(*-a)°+---, 

wo  miadeatenß  einer  der  p.  Anfangskoeffizienten  c,,  c,, . . .  e^  Ton  Null 
verschieden  ist.  Also  ergiebt  sieh  für  £  oder  Df  in  der  Umgebung 
desselben  Punktes  die  Entwickelnng 
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wo  der  Anfangskoeffizient  e  durch  die  Gleichung 
2)  e  =  cle1  +  c8^  +  .--  +  c/46M 

bestimmt  ist  Also  ist  £  in  der  Umgebimg  einer  jeden  Stelle  Sß  min- 
destens von  derselben  Ordnung  wie  der  Divisor  3)  von  (&>  -  -  •  1^), 
d.  h.  es  ist  in  der  That  D  =  S)@,  was  zn  beweisen  war. 

Ans  der  Form  (2)  des  Anfangskoeffizienten  e  in  der  Entwickelang 
von  |  folgen  aber  weiter  unmittelbar  die  Sätze: 

1.  Man  kann  die  Eonstanten  t^,  Cj, . . .  Cp  auf  unendlich 
viele  Arten  so  bestimmen,  dafs  in  der  Funktion  |  =  S)©  der 
ganze  Divisor  ©  beliebig  viele  gegebene  Primteiler 

W>    W\  •  •  •  Wv) 
nicht  enthalt; 

denn  hierzu  sind  ja  die  Eonstanten  d  nur  so  zu  wählen,  dafs  die  zu 
SßW, . . .  SßW  gehörigen  Anfangskoeffizienten  (2)  von  Null  verschieden  sind. 

2.  Man  kann  die  Eonstanten  c^  • . .  fy  stets  so  bestimmen, 
dais  der  Divisor  ©  einen  gegebenen  Primteiler  Sß  enthält; 

denn  zu  diesem  Zwecke  brauchen  ja  die  c,  nur  so  gewählt  zu  werden, 
dafs  der  zu  Sß  gehörige  Anfangskoeffizient  (2)  verschwindet. 

Da  sich  die  Divisoren  einer  und  derselben  Klasse  Q  von  den 
zugeordneten  Divisoren  der  Hauptklasse  E  nur  um  einen  und  den- 
selben Multiplikator  O0  unterscheiden,  so  gelten  die  soeben  gefundenen 
Sätze  ohne  weiteres  auch  für  die  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse, 
wenn  wir  festsetzen, 

dafs  jede  Gleichung  zwischen   beliebigen  Gröfsen  £,  |x, . . .  |^ 
des  Körpers  K  oder  zwischen  beliebigen  Divisoren 

der  Hauptklasse  E  giltig  bleibt,  wenn  man   sie   mit   einem 
beliebigen  von  Null  verschiedenen  Divisor  multipliziert,  und 
dafe  umgekehrt  eine  solche  Gleichung  innerhalb  der  Klasse  Q 
besteht,  wenn  aus  ihr  durch  Division  mit  dem  Multiplikator  E^ 
eine  richtige  Gleichung  innerhalb  der  Hauptklasse  E  folgt. 
Diese  Festsetzung  stimmt  mit  dem  bekannten  Satze  überein,  dafs  eine 
Gleichung    richtig   bleibt,    wenn   man   sie   mit   einer    von  Null  ver- 
schiedenen Gröfse  multipliziert. 

Es  sei  Do  der  Multiplikator  für  die  Klasse  Q,  und  es  mögen 

die  den  Divisoren  der  Hauptklasse 

Qe>   ®*i>   ®h>  •  •  •  Q^ 
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oder,  was  dasselbe  ist,  die  den  Elementen 

i)     *19     5*>  •  •  •  *f* 
von  K  zugeordneten  Divisoren  der  Klasse  Q  sein,   so   dafs   also   all- 
gemein Di—  D^Qo^  6iDo  ist    Multipliziert  man  nun  die  Gleichung  (1) 
mit  Do  und  ersetzt  die  dann  sich  ergebenden  Produkte  D^.Dq  durch  die 
ihnen  gleichen  Divisoren  D*,  so  erhalt  man  die  Gleichung 
3)  D^^Di  +  ^Dj+'-.+  ^D^ 

durch  welche  jetzt  für  jedes  Wertsystem  der  (d)  ein  Divisor  D  der 
Klasse  Q  eindeutig  bestimmt  ist,  nämlich  derjenige,  welcher  dem 
durch  (1)  gegebenen  Divisor  Dg  der  Hauptklasse  zugeordnet  ist 

Diese  Gleichung  (3)  zwischen  den  (p  +  1)  Divisoren  der  Klasse  (Q) 
besagt  nur,  dafs  zwischen  den  zugeordneten  Elementen  |,  £t, . . .  ^  der 
Hauptklasse  die  entsprechende  Gleichung  (1) 
3a)  |  =  cjl  +  Cgi,  +  ■  ■  •  +  CpXp 

besteht,  in  welche  diese  durch  Division  mit  dem  gewählten  Multi- 
plikator Dq  übergeht,  wenn  man  allgemein 

4)  £-*,,  £ -i 

setzt.  Geht  man  dagegen  umgekehrt  von  der  Gleichung  (3)  aus,  dividiert 
sie  aber  durch  einen  anderen  Multiplikator  D!0,  so  erhält  man  aller- 
dings eine  von  (3a)  verschiedene  Gleichung  des  Körpers,  welche  aber 
eine  notwendige  Folge  von  dieser  ißt.    Setzt  man  nämlich 

4a)  c?ö  -  &     ÖT.  ~  *' 

so  geht  aus  (3)  durch  Division  mit  0£  die  Gleichung 

3b)  P-*6l +  *£  +  •"+*& 

hervor,  aber  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (4  a)  folgt,  dafs 

ist;  also  geht  die  zweite  Gleichung  (3  b)  aus  der  ersten  (3  a)  durch 
Multiplikation  mit  dem  Faktor  ^  hervor,  die  eine  ist  also  dann  und 
nur  dann  erfüllt,  wenn  auch  die  andere  besteht. 

Geht  man  umgekehrt  von  der  ebenfalls  richtigen  Gleichung  (3b) 
der  Hauptklasse  aus  und  multipliziert  sie  mit  dem  neuen  Multi- 
plikator Dq,  so  gelangt  man  wegen  (4a)  zu  genau  derselben  Glei- 
chung (3)  wie  vorher;  diese  Beziehung  zwischen  den  Divisoren 

D,    Dx, . . .  D„ 

von  Q  ist  also  von  der  Wahl  des  Multiplikators  Dq  ganz  unabhängig. 
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Jeder  homogenen  linearen  Gleichung  zwischen  beliebigen  Elementen 
des  Körpers,  d.  h.  zwischen  Divisoren  der  Hauptklasse  entspricht  also 
dieselbe  Gleichung  zwischen  den  zugeordneten  Divisoren  einer  beliebigen 
Klasse  Q,  und  zwar  für  einen  ganz  beliebig  anzunehmenden  Multi- 
plikator E^.    Durch  diese  Gleichung  (3)  ist  also  für  jedes  Wertsystem 

Ci7Ci, C/t   ein  Divisor  D  der  Klasse  Q  eindeutig   bestimmt.     Wir 

können  das  Verhalten  von  D  in  Bezug  auf  jeden  Primteiler  Sß  leicht 
feststellen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  den  Multiplikator  C^  ein- 
fach so,  dafis  er  Sß  weder  im  Zahler  noch  im  Nenner  enthalt,  was 
nach  der  auf  S.  253  gemachten  Bemerkung  stets  möglich  ist.  Dann  ent- 
halten nach  Division  mit  £Lq  in  der  zugehörigen  Gleichung 

8  — <ili +■••+<*!&• 
die  zugeordneten  Funktionen  g,  2^, . . .  |p  den  Primteiler  Sß  genau  so 
oft,  wie  vorher  die  Divisoren  D,  jQj, . . .  D^;  es  gelten  daher  fär  diesen, 
also   auch  für  jeden  Primfaktor  genau  die  oben  für  die  Divisoren  der 
Hauptklasse  gefundenen  Sätze.    Ist  also  wieder 

®-(Qi,Di,--.EV) 

der  grölßte  gemeinsame  Teiler  von  C^,  SD,, . . .  Dp,  ist  also  allgemein 

Q,  =  5D©,, 

wo  die  ganzen  Divisoren  (&19  ©*,, . . .  ©^)  den  gröfsten  gemeinsamen 
Teiler  Eins  haben,  so  ist  auch 

D-S)®, 

und  man  kann  die  Konstanten  Cj,  %, . . .  fy  stets  so  bestimmen,  dafs  © 
entweder  beliebig  gegebene  Primteiler  nicht  enthalt,  oder  daJb  ®  einen 
gegebenen  Primfaktor  ?ß  als  Teiler  besitzt;  sind  also  speziell 

&i,    ®2,  ...©/» 
ganze  Divißoren,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  Divisor 

für  beliebige  Werte  der  p  Konstanten  Cj. 

Wir  wollen  v  Divisoren  E^,  Q,, . . .  Or  linear  unabhängig 
nennen,  wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare  homogene  Relation 

5)  C^  +  Cj  D,  +  •  •  •  +  c,Or  —  0 

mit  konstanten  Koeffizienten  besteht,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die 
v  zugeordneten  Funktionen  der  Hauptklasse  |1;  gg, . . .  gr  linear  un- 
abhängig sind;  denn  aus  einer  Gleichung 

5a)  ^5i  +  Cgla  + ' ' '  +  c*t*  =  ° 

würde  ja  durch  Multiplikation  mit  £Lq  die  entsprechende  Gleichung  (5) 

hervorgehen. 

Henael  u.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  17 
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Ganz  ebenso,  wie  wir  hier  lineare  homogene  Funktionen  von 
/i  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse  Q  untersucht  haben,  können  wir 
auch  homogene  Funktionen  höheren  Grades  in  den  Kreis  unserer  Be- 
trachtungen ziehen,  doch  soll  hierauf  an  dieser  Stelle  nicht  naher  ein- 
gegangen werden;  wir  werden  später  sehen,  dafs  dieses  allgemeinere 
Problem   unmittelbar  auf  das  hier  betrachtete  zurückgeführt  werden 

lrn.Tvn. 

§3. 

Sind 

irgend  zwei  Paare  äquivalenter  Divisoren,  ist  also 

o  _       _»  _  * 

Qf  —  V*     W  —  *' 
wo  r\  und  £  zu  K(z,u)  gehören,  so  ist  auch 

D3t~D'3t',    %-%> 

denn  es  ist 

D         D 

Sind  also  (Q)  und  (22)  zwei  beliebige  Divisorenklassen,  so  bilden  alle 

Produkte  D9t  je  zweier  Divisoren  von  (Q)  und  (22)  eine  neue  Klasse, 

welche  durch  (QR)  bezeichnet  werden  solL     Ganz  ebenso  bilden  alle 

Quotienten  ™>  deren  Zähler  der  Klasse   (Q)  und  deren  Nenner   der 

Klasse  (22)  angehören,  eine  neue  Klasse,  welche  durch  (-^)  bezeichnet 

werden  soll 

Sind  q  und  r  die  Ordnungszahlen  der  Klassen  Q  und  22, 

so  besitzen  QR  und  ^  offenbar  die  Ordnungszahlen  q  +  r 
und  q  —  r.  Die  Hauptklasse  E  ist  die  einzige,  durch  deren 
Multiplikation  oder  Division  eine  beliebige  Klasse  Q  nicht  ge- 
ändert wird,  denn  es  ist  ja 

QE-Q,    |  =  e, 

weil  nur  durch  Multiplikation  bzw.  Division  mit  einer  Gröfse 

des  Körpers,  d.  h.  einem  Divisor  der  Hauptklasse,  ein  Divisor 

von  Q  in  einen  äquivalenten  Teiler  übergeht. 

Ist  ferner  %  irgend  ein  Divisor  der  Klasse  (QR),  so  kann  %,  und 

zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  in  ein  Produkt  von  zwei  Faktoren  QSR 

zerlegt  werden,  welche  bzw.  zu  (Q)  und  zu  (22)  gehören.     Sind  näm- 
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lieh  O  und  91  irgend  zwei  Divisoren  von  (Q)  und  (B),  so  gehört  ja 
das  Produkt  D9t  ebenfalls  zu  der  Klasse  (QB),  es  ist  also 

iL  es  ist  __ 

wo  £  der  Hauptklasse  angehört.    Also  ist 

d.  h.  gleich  einem  Produkte  der  beiden  Faktoren 

D-35,   3t  =  »s, 

welche  bzw.  zu  (Q)  und  zu  (JB)  gehören,  und  zwar  kann  einer  der- 
selben, etwa  £1  =  0,  innerhalb  der  Klasse  (Q)  ganz  beliebig  an- 
genommen werden;  der  zweite  ist  dann  innerhalb  (jß)  eindeutig  be- 
stimmt.    Genau   ebenso   beweist  man,    daJfe    auch   jeder    Divisor    der 

Klasse  (~)  auf  unendlich  viele  Arten  ab  ein  Quotient  ^  dargestellt 

werden  kann,  dessen  Zahler  zu  (Q)  und  dessen  Nenner  zu  (iJ)  gehört. 
Sind  also  O  und  9t  zwei  spezielle  Divisoren  der  beiden  Klassen  Q 
und  jß,   durchlaufen  ferner  £  und  rj  alle  Divisoren  der  Hauptklasse, 
sind  also  m    und    (R,) 

alle  Divisoren  der  Klassen  (Q)  und  (iJ),  so  sind  alle  Divisoren  der 
Klassen  {QIC)  und  l^j  und  nur  sie  in  der  Form 

(DH©     und     (g^) 

enthalten,  wo  auch  £,  ijT  wie  stets  im  folgenden  alle  Divisoren  der 
Hauptklasse  durchlaufen. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt,  dafs  man  mit  den  Divisorenklassen  genau 
ebenso  rechnen  kann  wie  mit  gewöhnlichen  Zahlen,  solange  es  nur 
auf  Multiplikationen  und  Divisionen  ankommt.  Speziell  folgt  aus  der 
Gleichung  (Q)(B)  =  (T) 

durch  Auflösung 

Sind  ferner  (Q),  (B)  und  (M)  beliebige  Divisorenklassen,  so  folgt  aus 
der  Gleichung  iQ)(M)  =  (B)(M) 

ohne  weiteres  die  andere: 

17* 
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denn  sind  D,  9t,  SR  irgendwelche  Divisoren  jener  drei  Klassen,  so  ist  ja 

D2R~SR2R, 
also  gehört  der  Quotient 

D3K  _  O 

9taR  ~~  91 

der  HauptklasBe  an,  es  ist  also  in  der  That  Et  ~  5ft,  mithin  Q  =  R 

§4. 

Unter  den  Divisoren  einer  Klasse  (#)  sind  diejenigen  besonders 
wichtig,  welche  ganz  sind,  also  keinen  Nenner  haben.  Sie  bilden  einen 
Teilbereich  jener  Klasse,  welcher  ihr  Integritätsbereich  genannt 
und  durch  [Q]  bezeichnet  werden  soll. 

Ist  &  irgend  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  Q,  £  das  zugeordnete 
Element  der  Hauptklasse  und  Dq  der  Multiplikator,  so  ist 

ein  ganzer  Divisor,  also  folgt 

d.  h.  der  Divisor  ®  ist  dann  und  nur  dann  ganz,  wenn  die  zugeordnete 
Funktion  £  des  Körpers  ein  ganzes  Vielfaches  von  g-  ist. 

©i,     ©2, . . .  %p 

irgend  welche  ganze  Divisoren  der  Klasse  (Q),   so   ist,   wie   oben  be- 
wiesen, jede  homogene  lineare  Funktion 

ebenfalls  ein  ganzer  Divisor  von  (Q). 

Wir  zeigen  nun,  dafs  man  stets  alle  ganzen  Divisoren  einer  be- 
liebigen Klasse  (Q)  homogen  und  linear  durch  eine  Anzahl  linear  un- 
abhängiger ganzer  Divisoren  darstellen  kann,  und  zwar  durch  ein 
endliches  ganz  bestimmtes  Verfahren. 

Die  Divisoren  Q}lf  ©2, . . .  ®M  bilden  dann  und  nur  dann  ein  linear 
unabhängiges  System  ganzer  Divisoren  der  Klasse  (Q),  wenn  die  zu- 
geordneten Funktionen  fi,  £*,...  &*  der  Hauptklasse  ebenfalls  linear 
unabhängig  und  sämtlich  Multipla  des  Divisors 

sind.    Ist  umgekehrt  tlf  &, . . .  &  ein  vollständiges  System  linear 
unabhängiger  Multipla  von  _-;  so   bilden  die  zugeordneten  Divisoren 
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ein  vollständiges  System  (@lf  ®2, . . .  ®n)  von  linear  unabhängigen 
ganzen  Divisoren  der  Klasse  (Q),  denn  es  ist  ja  erstens 

also  ganz;  ferner  sind  jene  N  Divisoren  ®,  auch  linear  unabhängig; 
da  die  zugeordneten  Funktionen  £,-  unabhängig  sind;  und  endlich  bilden 
sie  auch  ein  vollständiges  System  unabhängiger  ganzer  Divisoren, 
denn  wäre  etwa  ein  ganzer  Divisor  ©0  von  (Q)  nicht  durch  ©i,...©^ 
darstellbar,  so  wäre  die  zugeordnete  Funktion  £q  ein  Multiplum 
von  j=r->  aber  nicht  durch  £i>  •  •  •  £tf  darstellbar,  und  dies  verstofst  gegen 
die  gemachte  Annahme,  dab  £1; . . .  fo  ein  vollständiges  System  linear 
unabhängiger  Multipla  von  ^-  bilden. 

Mit  Hilfe  der  im  §  1  der  fünfzehnten  Vorlesung  abgeleiteten 
Resultate  sind  wir  aber  imstande,  ein  vollständiges  System  linear  un- 
abhängiger Multipla  des  Divisors  =-  =  Oq  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke   brauchen  wir  nur  ein  Fundamentalsystem 

für  den  Körper  K(z,  u)  und  den  Divisor  O0  zu  bilden,  welches  in 
Bezug  auf  eine  reguläre  Stelle  (z  ■=  a0)  normal  ist.     Sind  dann  wieder 

rt>     r%)  •  •  •  rn 

die  Ordnungszahlen  jener  Funktionen  in  Bezug  auf  die  Stelle  {z  =  a0), 

und  sind  rlf...r§  diejenigen  unter  ihnen,   welche   positiv   oder  Null 

sind,  so  bilden  die 

tf-(r»  +  l)  +  ---+(r.+  l) 
Fraktionen 

i)  I»,    -£-,      •£*■_£-      «-i.i,...* 

'  *   >     z-cc0       (*-«0)*  (z-a0)ri  K  ' 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  für  g-?  und 
unsere  Aufgabe  ist  damit  vollständig  gelöst. 

Diese  Bestimmung  ist  natürlich  ganz  unabhängig  davon,  welcher 
Multiplikator  D0  zur  Zuordnung  benutzt  wird.  Wählen  wir  D!0  statt  CIq, 
und  ist  -, 

W0    fc 

so  erhalten  wir  aus  dem  vorigen  Systeme  (1)  ein  Fundamentalsystem 
für  alle  Multipla  von  ^->  indem  wir  einfach  alle  seine  N  Funktionen 
mit  ^  multiplizieren,  denn  während  die  ersteren  alle  in  der  Form 

o/    o/ ""  Oo 
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darstellbar  waren,  sind  die  anderen  in  der  Form 

enthalten,  die  Zahler  sind  also  ungeändert  geblieben. 

Wir  wollen  die  Anzahl  N  der  linear  unabhängigen  ganzen  Divi- 
soren der  Klasse  (Q)  die  Dimension  von  (Q)  nennen  und  durch  [Q] 
bezeichnen;  sind  also  ru  r2, . . .  r,  die  Exponenten  derjenigen  Elementar- 
teiler des  algebraischen  Systems  ($J*>)  für  die  Stelle  {z  =  «q),  welche 
nicht  negativ  sind,  so  ist  die  Dimension  der  Klasse  (Q)  durch  die 
Gleichung  gegeben: 

2)  W)-(r1  +  l)  +  -+(r.+  l). 

Ist  die  Ordnung  g  der  Klasse  Q  speziell  kleiner  als  n,  so  kann 
keine  einzige  unter  den  n  Ordnungszahlen  rt  positiv  sein;  denn  wäre 
auch  nur  rt  =  1,  so  wären  nach  (1)  ^  und  jj^-  Multipla  von  g-* 
es  bestünden  also  die  beiden  Gleichungen 

wo  ©  und  ©'  ganze  Divisoren  gter  Ordnung  sind;  also  ergäbe  sich 
durch  Division  ~ 

wo  der  rechts  stehende  Quotient  vom  Grade  q  oder  von  niedrigerem 
Grade  ist,  je  nachdem  die  Divisoren  ®  und  ®r  einen  gemeinsamen 
Teiler  haben  oder  nicht.  Da  aber  0  —  cr0  vom  n*6*  Grade  ist,  so  muß; 
in  diesem  Falle  sicher  ql>n  sein. 

Ist  also  q  <  n,  so  sind  die  Ordnungszahlen  der  Elemente 

(!<V..!W) 

für  die  Stelle  (0«=  or0)  alle  Null  oder  negativ;  in  diesem  Falle  ist  also 
die  Dimension  der  Klasse  Q  durch  die  einfachere  Gleichung  gegeben: 

wenn  £W  das  letzte  Element  nullter  Ordnung  in  (0  =  a0)  ist.  Ist  also 
der  Grad  einer  Klasse  kleiner  als  n,  so  kann  ihre  Dimension  höchstens 
gleich  n  sein. 

Ist  jetzt  wieder  Q  eine  beliebige  Klasse  algebraischer  Divisoren 
von  der  Ordnung  q,  in  welcher  q  nur  so  groß  angenommen  ist, 
dafs  ihre  Dimension  N  sicher  größer  als  Eins  ist,  und  sind  wieder 
(rjM,  rj(*\  . . .  ^<*>)  ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla 


(t-i,2,...2\r), 


O0,  so  dafe 

«. 

,W  =  öi 
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ist,  so  ist  der  Quotient 


X  =a 


r/*) 


für  jedes  Wertsystem  ^, . . .  C/y_-i  eine  Gröfse  des  Körpers,  deren  Grad 
gleich  oder  kleiner  als  g  ist,  je  nachdem  die  N  ganzen  Divisoren 
@1} . . .  ®n  teilerfremd  sind  oder  einen  gemeinsamen  Teiler  2)  besitzen, 
denn  nur  dieser  Teiler  hebt  sich  für  unbestimmte  d  fort.  Wegen  der 
Unabhängigkeit  der  N  Gröfsen  rfQ  kann  x  für  keine  Wahl  der  Koeffi- 
zienten Ci  eine  Konstante  werden,  da  aus  der  Gleichung  x  =  c  die 
Relation  ^ ^  +  _  +  ^^ ^_1}  _  ^w  =  Q 

folgen  würde.  Wir  können  nun  die  N—  1  im  Zähler  von  x  homogen 
auftretenden  Konstanten  cl9 . . .  c^-i  nach  S.  255  Nr.  2  stets  so  be- 
stimmen, dals  der  Zähler  von  x  mindestens  N  —  2  Primfaktoren  mit 
dem  Nenner  gemeinsam  hat,  welche  sich  also  fortheben.  Auf  diese 
Weise  ergiebt  sich  für  x  eine  nicht  konstante  Gröfse  des  Körpers, 
deren  Grad  gleich 

q-N+2 

oder  noch  kleiner  wird.     Es  ergiebt  sich  also  der  allgemeine  Satz: 

Ist  Q  eine  Divisorenklasse,  deren  Dimension  mindestens 
gleich  zwei  ist,  so  kann  man  auf  rationalem  Wege  eine  nicht 
konstante  Ghrölse  x  des  Körpers  finden,  deren  Ghrad 
3)  nx£q-{Q}  +  2 

ist;  legt  man  diese  als  unabhängige  Variable  zu  Grunde,  so 
geht  K{z9  u)  in  einen  Körper  von  derselben  Ordnung  über.    • 

Da   der   Grad  nx  immer    mindestens  gleich   Eins    bleibt,    so    ergiebt 

sich  die  Ungleichung 

welche  gilt,  sobald  die  Dimension  {Q}  mindestens  gleich  zwei  ist.  Wir 
werden  sehr  bald  in  dem  Riemann-Rochschen  Satze  den  allgemeinsten 
Ausdruck  für  diese  Beziehung  kennen  lernen. 

Ist  endlich  q  <  n  und  s  die  Anzahl  der  Elemente  £W, . . .  |W, 
welche  sich  im  Punkte  (z  ==  aQ)  regulär  verhalten,  so  kann  man  auf 
dem  hier  angegebenen  Wege  den  Grad  des  Körpers  mindestens  auf  die 
Zahl  q  —  s  +  2  erniedrigen. 

Aus  der  genauen  Gleichung  (2)  leiten  wir  endlich  noch  eine  ungenaue 
ab,  welche  mitunter  mit  Nutzen  angewendet  wird.  Da  alle  auf  r, 
folgenden  Ordnungszahlen  r,+i, . . .  ru  negativ  sind,  also  höchstens  den 
Wert  —  1  haben,  so  ist 
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{«}-(»■»+!) +-+(r.  +  l)^(r1  +  l)+-+(r.  +  l)+-+(r.  +  l) 

n 

und  da  die  Summe  ^  r«   der  Ordnungszahlen  der  Elemente  £, , . .  -5« 

nach  dem  auf  S.  226  bewiesenen   Satze   gleich  ""  (ff  +  y)   *&,   wenn 

q  =  —  q  die  Ordnung  von   0^,  =*  g-  ist,  so  folgt  aus  (5)  die  elegante 

Ungleichheit 

5a)  lQ)>q-  (t-»)' 

Wir  wollen  die  von  der  Wahl  des  Divisors  D  unabhängige  ganze 
Zahl 

nach  Biemann  durch  p  bezeichnen  und  sie  das  Geschlecht  des 
Körpers  JBl(*,  u)  nennen.  Wir  werden  sehr  bald  den  wichtigen  Nach- 
weis füliren;  dafs  diese  Zahl  nur  scheinbar  von  der  Wahl  der  Variabein  e 
oder  der  zugehörigen  Riemannschen  Flache  8t,  abhängt,  dafs  vielmehr 
für  jede  Variable  x  des  Körpers  K(z,  u) 

ist    Diese  Zahl  ist  also  eine  und  zwar  die  wichtigste  Invariante  des 

Körpers  K.    Führen  wir  sie  schon  hier  in  die  Gleichung  (5a)  ein,  so 
geht  sie  über  in 
5h)  {Qfeq-P  +  1- 

• 

Auch  diese  Ungleichung  wird  später  in  dem  Biemann  -Rochschen  Satze 
durch  eine  fundamentale  Gleichung  ersetzt  werden. 

Ersetzen  wir  endlich  in  der  Ungleichung  (3)  ebenfalls  {Q}  durch  den 

soeben  gefundenen  nicht  größeren  Wert  ff— jp  +  1,  so  geht  die  dort 

gefundene  obere  Grenze  für  nx  in  p  +  1  über,  und  man  erhält  den  Satz: 

Man  kann  den  Grad  des  Körpers  K(t}  u)  stets  mindestens 

auf  p  + 1  erniedrigen,   wenn  p  das   Geschlecht  desselben  ist 

Wir  schliefsen  hier  noch  zwei  für  die  Folge  wichtige  Bemerkungen 

an.    Für  eine   beliebige   Klasse  (Q),   deren   Ordnung  q  eine  negative 

Zahl  ist,  wird  .~.       - 

{<?}  — °5 

denn  jeder  ganze  Divisor  von  (Q)  müJste  ja  die  negative  Ordnungs- 
zahl q  haben,  was  unmöglich  ist. 

Dasselbe   ist    für  jede  Klasse   von   der   Ordnung  Null   der  Fall, 
welche  nicht  die  Einheitsklasse  ist,  denn  ein  ganzer  Divisor  kann  nur 
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dann   die   Ordnung  Null  haben,   wenn   er  gleich  Eins  ist;  in  diesem 

Falle  ist  aber  Q  =  E,  weil  allein  diese  Klasse  die  Eonstanten  enthält 

Also  ist  endlich  ,  _.      H 

{ JBJ  —  1, 

denn  in  der  Hanptklasse  sind  die  Eonstanten  die  einzigen  linear  un- 
abhängigen ganzen  Elemente. 

§5. 

Wir  verallgemeinern  jetzt  das  im  vorigen  Paragraphen  gefundene 
Resultat,  indem  wir  unB  folgende  Aufgabe  stellen: 

Es  sollen  alle  Multipla  eines  Divisors  Et  innerhalb  einer 
beliebigen  Klasse  (jß)  gefunden  werden. 

Ist  speziell  (R)  die  Hauptklasse  (U),  so  ist  diese  Aufgabe  bereits 
in  der  fünfzehnten  Vorlesung  gelost  und  als  das  Hauptproblem  in  der 
ganzen  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  bezeichnet  worden.  Wir 
weisen  jetzt  nach,  dals  die  hier  vorgelegte  Aufgabe  unmittelbar  auf 
jene  zurückgeführt  werden  kann. 

Alle  Divisoren  St  der  zu  untersuchenden  Klasse  B  können  in  der 
Form  __ 

dargestellt  werden,  wo  D  den  gegebenen  Divisor  bedeutet  und  D  der 
Reihe  nach  alle  Divisoren  der  Klasse  (q)  durchläuft.  Soll  also  91  ein 
ganzes  Multiplum  von  jQ  sein,  so  ist  dies  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  D  —  ©  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  (q\  ist  Bilden 
umgekehrt  ^ 

i)  ©„  ©„...©„ 

ein  vollständiges  System  von  linear  unabhängigen  ganzen  Divisoren 
der  Klasse  (q),  so  bilden  die  ji  Produkte 

2)  D©,,     ^©„...D©^ 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  jQ  innerhalb 
der  Klasse  (jß);  denn  einmal  sind  die  Divisoren  (2)  linear  unabhängig, 
weil   es  die  Divisoren  (1)  sind,   zweitens  gehören  sie  der  Klasse  (jß) 

an,   weil   die  Divisoren  (1)   der  Blasse   (q\  angehören,   und  drittens 

kann  es  innerhalb  der  Klasse  (Q)  kein  Vielfaches  D@0  geben,  welches 
durch  die  Elemente  (2)  nicht  homogen  und  linear  darstellbar  wäre, 
weil  ja  sonst  auch  der  ganze  Divisor  ©0  der  Klasse  (^  j  nicht  durch 
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das  System  (1)  dargestellt  werden  könnte,  welches  dann  also  nicht 
vollständig  wäre. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  der  wichtige  Satz: 

Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Multipla  eines  be- 
liebigen Divisors  D  innerhalb  einer  Divisorenklasse  (22)  ist  gleich 

{!)' 

also   gleich   der    Dimension   der  Klasse  (q),   wenn   (Q)   die 

Klasse   des    betrachteten  Divisors   ist;    sie    ist   also   von   der 
speziellen  Wahl  von   D  innerhalb   der  Klasse  (Q)   ganz  un- 
abhängig. 
Ist  speziell  (R)  die  Hauptklasse  (E),  so  ist  die  Anzahl  der  linear 

unabhängigen  algebraischen  Funktionen,  welche  Multipla  eines  Divisors  Q 

sind,  gleich  der  Dimension  {     . 

der  durch  den  Divisor  -=  bestimmten  Klasse;  man  erkennt  also  auch 
hier,  dafs  jene  Anzahl  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  von  D  inner- 
halb der  Klasse  (Q)  ist. 

Ist  (Q)  von  höherer  oder  gleicher  Ordnung  wie  (R),  so  ist  nach 
der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung 


{!}-' 


weil  die  Ordnungszahl  r  —  q  der  Klasse  lg)  Null  oder  negativ  ist 
Nur  in  dem  Falle,  dafs  Q  =  R  ist,  ist 

Im  ersten  Falle  enthält  also  die  Klasse  (R)  kein  einziges  Multiplum 
irgend  eines  Divisors  D  der  Klasse  (Q).  Ist  dagegen  R  =  Q,  so  ist 
eben  D^  selber  das  einzige  Multiplum  von  D0  innerhalb  der  Klasse  Q. 

§6. 

Wir  betrachten  jetzt  zum  Abschlüsse  dieser  Untersuchungen  alle 
ganzen  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse  (Q).    Es  sei  [Q]  ■»  f*,  und  es 

möge  «,,  *,...•„ 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  ganzer  Divisoren  von  (Q) 
bedeuten.  Jeder  andere  ganze  Divisor  von  (Q)  ist  dann  eindeutig  in 
der  Form 
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@  _  c^  +  ^@,  +  ••  •  +  Cp% 

darstellbar.    Haben  ferner  die  ji  Divisoren  ©,•  den  gemeinsamen  Teiler  S), 
so  ist  3)  ebenfalls  ganz,  und  jeder  andere  ganze  Divisor  ©  von  Q  ist 
ebenfalls  ein  Multiplum  von  S),  also  gleich  5D®. 
Es  sei  nun  allgemein  _ 

®,  —  $©,; 

ist  dann  2)  die  zu  S)  gehörige  Klasse,  so  bilden  die  /t  teilerfremden 
ganzen  Divisoren  _       _  _^ 

welche  aus  den  ganzen  Divisoren  @<  durch  Weglassung  des  gemein- 
samen Teilers  2)  hervorgehen,  ein   Fundamentalsystem  für  die  Klasse 

denn  diese  (i  Divisoren  gehören  erstens  offenbar  alle  zu  dieser  Klasse, 
zweitens  sind  sie  linear  unabhängig,  und  drittens  ist  jeder  ganze 
Divisor  ©  von  Q  in  der  Form 


enthalten,  weil  das  Produkt  3)@  =  @  zu  Q  gehört,  also  in  der  Form 

c1®1  ~\ h  fy©^    darstellbar    ist     Da    die   /t   Divisoren    ©x,  . . .  ©^ 

teilerfremd  Bind,  so  kann  man  innerhalb  Q  einen  Divisor 

©0  =  ^1®!+"-+^®/* 

so  auswählen,  dafs  er  beliebig  viele  beliebig  gegebene  Primfaktoren 
nicht  enthalt;  wir  denken  uns  speziell  den  Divisor  ©0  so  gewählt,  dafs 
er  zu  ©  relativ  prim  ist. 

Ist  also  Q  eine  beliebige  Klasse,  S)  der  Teiler  aller  ihrer  ganzen 
Divisoren;  ist  ferner  D  die  Klasse  von  S),  und 

so  besitzen  die  beiden  Klassen  Q  und  Q  dieselbe  Dimension  p, 
d.  h.  es  ist 

Wl-töh 

ferner  aber  zeigt  man  leicht,  dafs  für  die  andere  Klasse 

{D}  =  1 

ist,  dafs  nämlich  jene  Klasse  nur  den  einen  ganzen  Divisor  S)  enthalt. 
In  der  That,  existierte  aufser  5)  auch  nur  noch  ein  anderer  ganzer 
Divisor  5)'  innerhalb  2),  und  ist  ©0  der  oben  bestimmte  zu  5D  teiler- 
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fremde  Divisor  von  Q,  so  würde  ja  das  Produkt  2)'©0  ein  ganzer 
Divisor  von  Q,  also  als  solcher  notwendig  durch  S)  teilbar  sein,  und 
dies  ist  unmöglich,  da  ©0  zu  ©  relativ  prim  und  S)'  von  2)  ver- 
schieden ist,  also  notwendig  mindestens  einen  Primfaktor  5ß  weniger 
oft  enthalt,  als  S). 

Eine  Klasse  Q  soll  eine  Klasse  vom  Teiler  2)  heifsen,  wenn 
ihre  ganzen  Divisoren  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  S)  besitzen. 
Ist  speziell  S)=  1,  sind  also  die  ganzen  Divisoren  von  Q  teilerfremd, 
so  heifse  Q  eine  primitive  Klasse  oder  eine  Klasse  vom  Teiler  Eins. 
Vermittelst  der  Gleichung 

kann  jede  Klasse  vom  Teiler  3)  als  Produkt  einer  primitiven  Klasse  Q 
gleicher  Dimension  und  einer  anderen  Klasse  D  vom  Teiler  S>  dar- 
gestellt werden,  deren  Dimension  aber  gleich  Eins  ist.  Ist  speziell  Q 
eine  primitive  Klasse,  so  ist  S)  =  1,  Z)  =  JE,  und  es  ist  also  auch"  in 
diesem  äußersten  Falle  {/)}  =  {E}  =  1. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Achtzehnte  Vorlesung. 

Die  Integralfunktionen  a>  rationaler  Differentiale.  —  Die  logarithmischen  Stellen 
derselben.  —  Die  Residuen.  —  Die  Vieldeutigkeit  der  Integralfanktionen  auf  der 
einblättrigen  Kugelflache.  —  Änderung  der  Integrationavariabeln.  —  Der  zu  einem 
rationalen  Differentiale  gehörige  Differentialteiler.  —  Die  zu  dem  Körper  K(z) 
gehörige  DifferentialklaBse.  —  Beziehung  der  Integralfonktion  zu  ihrem  Differential- 
teuer.  —  Die  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.  —  Abhängigkeit  der 
Integrale  a>  vom  Integrationswege.  —  Anwendung  der  Eulerschen  und  der  Cauchy- 
schen  Integraldefinitionen  auf  die  Funktionen  od.  —  Die  PeriodiatSttsmoduln  der 
Integrale  od.  —   Die  Summe  aller  Residuen  eine*  rationalen  Funktion  von  0  ist 

stets  gleich  Null. 

§1. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  genaueren  Untersuchung  zunächst 
derjenigen  Funktionen,  welche  aus  den  rationalen  Differentialen 
durch  Integration  hervorgehen.  Später  werden  wir  dann,  und  das  ist 
unsere  Hauptaufgabe,  auch  die  Integralfanktionen  algebraischer 
Differentiale,  oder  die  sogenannten  Abelschen  Integrale  mit  den- 
selben Methoden  eingehend  untersuchen. 

Es  sei  zunächst  £  =  9(0)  e^ne  beliebige  Grofee  des  Körpers  K{z) 
der  rationalen  Funktionen  von  #;  dann  ist  nach  der  bekannten  Euler- 
schen Definition  das  unbestimmte  Integral 


1)  a-ftd* 


des  rationalen  Differentiales  %dz  die  allgemeinste  Funktion  von  #,  deren 
nach  z  genommene  Ableitung  gleich  %  ist,  d.  h.  (o  ist  als  Funktion 
von  z  durch  die  Differentialgleichung 

*>  £-c 

definiert.  Da  für  den  Integranden  £  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  p 
der  einblättrigen  Kugelfläche  eine  Entwickelung 
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besteht^  welche  innerhalb  desjenigen  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  p 
gleichmäfsig  konvergiert,  dessen  Peripherie  durch  den  nächsten  Pol 
von  g  hindurchgeht,  so  kann  diese  Reihe  gliedweise  integriert  werden, 
und  die  Integration  liefert  für  cd  eine,  abgesehen  von  einer  additiven 
Eonstante  a>0,  eindeutig  bestimmte  Reihe  für  <o 

3)  «  =  »o+^(*-«)»+1  +  ^(*-«)*+»+-", 

wo  jedoch,  falls  £  ein  Glied 


5  —  a 

enthalten  sollte,  das  zugehörige  Entwickelungsglied  von  <o  gleich 

a-ilg(*-a) 

ist.  Auch  dieses  Glied  wächst  bei  unbegrenzter  Annäherung  der 
Variabein  e  an  die  Stelle  a  über  jedes  Mafs  hinaus,  aber  so  schwach, 
dafe,  wie  bekannt  und  leicht  zu  beweisen  ist,  jede  Potenz   '        ^   mit 

noch  so  kleinem  positiven  Exponenten  stärker  gegen  den  Wert  oo  kon- 
vergiert. Genau  dasselbe  gilt  auch  bei  der  Entwicklung  des  Integrals  o 
in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen  Stelle  für  das  Glied  04  lg*;  auch 
dieses  wird  für  (z  =  00)  ebenfalls  unendlich  grofs,  konvergiert  aber 
schwächer  gegen  diesen  Wert  als  jede  noch  so  kleine  positive  Potenz  0* 
von  z.  Wir  könnten  also  ein  solches  Glied  lg(*  —  a)  (bzw.  lg*)  in 
Bezug  auf  seinen  Charakter  in  der  Umgebung  der  Stelle  (*  =  a)  [bzw. 
(2  =  00)]  als  ein  Glied  von  unendlich  kleiner,  aber  negativer  Ord- 
nung bezeichnen. 

Der  einzige  Unterschied  zwischen  den  rationalen  Funktionen  g 
von  *  und  den  zugehörigen  Integralen  co  ist  also  der,  dafe  in  den 
Entwickelungen  der  letzteren  ein  solches  logarithmisches  Glied  auf- 
treten kann;  doch  kann  dies  nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von 
Stellen  p  eintreten;  ist  nämlich  p  eine  im  Endlichen  liegende  Stelle, 
so  mufs  sie  notwendig  zu  den  Polen  des  Integranden  g  gehören,  damit 
in  der  Entwickelung  (2)  überhaupt  ein  Glied  der  (—  l)ten  Ordnung  auf- 
treten kann.  Die  unendlich  ferne  Stelle  dagegen  braucht  kein  Pol 
von  £  zu  sein,  da  hier  das  logarithmische  Glied  durch  die  Integration 

des  Gliedes  erster  Ordnung  —  erhalten  wird. 

Wir  wollen  eine  endliche  bzw.  die  unendlich  ferne  Stelle  p  eine 
logarithmische  Stelle  der  Integralfunktion  <o  nennen,  wenn  in 
dem  zugehörigen  Funktionenelement  a(p)  das  Glied  lg(*  — «)  bzw.  lg* 
auftritt,   mag  dieses  aufeerdem  noch  Glieder  von  niedrigerer  negativer 
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Ordnung  enthalten  oder  nicht.  Nur  in  diesen  Stellen  unterscheidet 
sich  das  Verhalten  der  Integralfnnktionen  <o  von  dem  der  rationalen 
Funktionen  von  e.  Für  jede  endliche  Stelle  p  und  die  unendlich  ferne 
Stelle  der  Kugelfläche  ft  besitzt  also  das  zugehörige  Element  der 
Integralfunktion  die  Entwickelung 

"(*)  =  ?%(*- «)  +  $(*!«), 

wo  ^5  (jer  [  a)  eine  Potenzreihe  von  (e  —  a)  bezeichnet,  welche  höchstens 
eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  von  (i  —  a)  enthalt  Der 
Koeffizient  q  ist  nur  für  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  logarith- 
mischen Stellen  von  Null  verschieden.  Diese  Zahl  q  ist  die  wichtigste 
Invariante  für  den  analytischen  Charakter  des  Funktionenelementes  o(p); 
man  kann  dieselbe  leicht  aus  dem  zugehörigen  Elemente  £(p)  des 
Integranden  bestimmen:  Ist  nämlich  p  ein  endlicher  Punkt,  so  ergiebt 
sich  durch  Differentiation  nach  e 

wo  die  Ableitung  ?ß'(*|a)  kein  Glied  von  der  (— l)ten  Ordnung  ent- 
hält. Also  ist  q  einfach  der  Koeffizient  von  —^-  in  der  Entwickelung 
von  £(p).  Ist  dagegen  p  =  p^  der  unendlich  ferne  Punkt,  wo  also 
z  —  a  durch  —  zu  ersetzen  ist,  so  dafs  lg(— )  =  —  lg£  wird,  so  ergiebt 
sich  durch  Differentiation  der  dann  giltigen  Gleichung 

nach  0  die  Gleichung 

co».) — i+v{i)' 

in  diesem  Falle  ist  also  o  der  negative  Koeffizient  von  —  in  der  Ent- 

z 

Wickelung  des  Elementes  £(P«)-  Wegen  der  Bedeutung  dieser  Koeffi- 
zienten für  das  Element  der  Integralfunktion  hat  Cauchy  demselben 
einen  besonderen  Namen  gegeben.  Er  bezeichnet  den  Koeffizienten  q  von 

-3-  bezw.  von  ( J  in  dem  Funktionenelemente  £(p)  bzw.  von  £(P«) 

als  das  Residuum  des  Differentiales  da>  für  die  Stelle  p.  Dann 
gilt  der  Satz: 

Ist  q  das  Residuum  des  Differentiales  da)  für  eine  Stelle  p, 
so  ist  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  die  Integralfunktion 

•(W-*lg(*-«) +  *('!«)- 
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Das  Residuum  besitzt  also  nur  für  die  logarithmischen  Stellen 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert. 
Aus  der  Definition  des  Residuums  folgt  sofort  der  Satz: 

SinddcDj,  d(o%f . . .  dco^  p  beliebige  Differentiale,  q^x\  qP\  . . .  qW 
ihre  Residuen  für  eine  beliebige  Stelle  p  und  q,  c^, . . .  fy  be- 
liebige Konstanten,  so  ist 

das   Residuum   für   das  Differential  von  c1o1-| \-  c^m^    in 

Bezug  auf  dieselbe  Stelle. 
Es  sei  nun  p0  ein  im  Endlichen  liegender  Punkt,  für  welchen  g 
regulär  ist,  und  es  möge 

£  =  ^  +  at  0  -  a0)  +  Oj  (*  -  «0)f  +  •  •  - 
die  Entwickelung  von  £  *a  der  Umgebung  von  p0  sein;  dann  ist  auch 
das  Integral  <o  in  der  Umgebung  von  p  durch  das  Funktionenelement 

©  —  »0  +  *<>(*-  «o)  +  y  (*  —  *«)f +  '•• 
dargestellt,  und  dasselbe  kann  nun  über  die  ganze  Kugelfläche  ft  mit 
Ausnahme  der  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Pole  von  £  und 
des  unendlich  fernen  Punktes  fortgesetzt  werden.  Ist  p'  ein  zu  p0  be- 
nachbarter Punkt  und  sind  co'  und  £'  die  Fortsetzungen  von  co  und  £ 
für  pr  als  Mittelpunkt,  so  folgt  aus  den  Elementen  der  Funktionen- 
theorie, daüs  auch  oJ  und  £'  durch  die  Gleichung 

verbunden  sind,  weil  für  eine  Potenzreihe  die  Ableitung  ihrer  Fort- 
setzung ©'  gleich  der  Fortsetzung  £'  ihrer  Ableitung  ist.  Also  genügt 
die  durch  das  Element  co  nebst  allen  seinen  Fortsetzungen  definierte 
analytische  Funktion  in  ihrem  ganzen  Bereiche  der  Differential- 
gleichung (2).  Auch  für  die  vorher  ausgeschlossenen  einzelnen  Stellen  ~p 
giebt  es  ein  bis  auf  eine  additive  Konstante  ro0  eindeutig  bestimmtes 
Element,  durch  welches  co  in  der  Umgebung  von  ~p  dargestellt  wird, 
und  diese  Konstante  w0  bestimmt  sich  in  jedem  Falle  eindeutig  durch 
die  Forderung,  daüs  das  Element  c5  das  auf  einem  bestimmten 
Wege  von  p0  aus  fortgesetzte  Integral  von  %äa  in  der  Umgebung 
von  p  darstellen  soll. 

Während  der  Integrand  £  eine  auf  der  ganzen  Kugelfläche  ein- 
deutig definierte  Funktion  des  Ortes  ist,  so  daüs  der  Wert  der  Funk- 
tion £  in  p  nur  von  diesem  Punkte  selbst,  nicht  aber  von  dem  Wege 
abhängt,  auf  welchem  das  Element  £(p0)  von  p0  nach  p  fortgesetzt 
wurde,  gilt  dies  von  dem  zugehörigen  Integrale  a>(p)  im  allgemeinen 
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nicht,  vielmehr  wird  sich  der  Wert  des  zu  p  gehörigen  Elementes  co(p) 
mit  dem  zur  Fortsetzung  benutzten  Wege  (p0p)  ändern  können;  weil 
aber  die  Ableitung  von  <o  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist,  so 
können  die  verschiedenen  Werte,  welche  w  in  demselben  Punkte  p  bei 
verschiedenen  Fortsetzungswegen  erhält,  sich  nur  durch  eine  Eonstante, 
d.  h.  durch  den  Wert  von  w0  unterscheiden.  Es  wird  später  unsere  Auf- 
gabe sein,  die  Abhängigkeit  der  Integrationskonstante  <o0  von  dem 
Wege  p0p  aufzusuchen;  jetzt  wollen  wir  zuerst  den  arithmetischen 
Charakter  eines  solchen  Integrals  ebenso  zu  ergründen  suchen,  wie 
wir  dies  bereits  im  Anfange  dieser  Vorlesungen  für  die  rationalen 
Funktionen  des  Körpers  K(z)  gethan  haben.  Zu  diesem  Zwecke  wollen 
wir  uns  zunächst  von  der  Willkürlichkeit  frei  machen,  welche  in  der 
Wahl  von  e  als  Integrationsyariabeln  liegt. 

§2. 

Man   kann    ein    und    dasselbe  Integral   a>    oder    das    zugehörige 

Differential 

1)  dm  =  %dz 

in  sehr  verschiedener  Weise  darstellen,  wenn  man  die  Integrations- 
variable *  durch  eine  beliebige  linear  gebrochene  Funktion  derselben: 

ersetzt,  welche  mit  e  durch  eine  eindeutig  umkehrbare  Substitution 
zusammenhängt,  falls  die  Substitutionsdeterminante 

ad  —  ßy  ^0 
ißt    In  diesem  Falle  ist  nämlich  in  der  That  auch  umgekehrt 

2a)  .-=**±i, 

'  yt'  —  a 

und  offenbar  ist  dies  die  allgemeinste,  eindeutig  umkehrbare  Transformation, 
welche  innerhalb  des  Körpers  K(z)  möglich  ist.  Führen  wir  in  (1) 
an  Stelle  von  z  und  dz  z1  und  de1  ein,  und  ist  gf  die  Funktion  von 
z\  welche  dann  als  Integrand  auftritt,  so  wird 

d.h.  die  beiden  Integranden  g  und  g'  hängen  durch  die  Gleichung 

«,  dz'        t 

6)  ~di  =  V 

miteinander  zusammen.    Differenziert  man  aber  die  zwischen  z  und  z1 

bestehende  Gleichung  (2),  so  ergiebt  sich  für  die  linke  Seite  von  (3) 

der  Wert  ,  .  *     Ä 

dz[         *t-ßy 

6V  dz        (yz  +  ö)* 

Hentel  u.  Landtberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  18 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  können  wir,  falls  y  von  Null  ver- 
schieden ist,  als  Divisorenquotienten  schreiben;  sie  ist  eine  rationale 
Funktion  von  z9  welche  für  (g  =  <x>)  eine  Nullstelle  zweiter  Ordnung, 

für    äp  = einen    Pol    zweiter    Ordnung   hat    und    sonst   überall 

den  Charakter  einer  Einheitsfunktion  besitzt.  Nun  besitzt  aber  die 
Variable  z  selbst  für  (z  —  oo)  einen  einfachen  Pol,  während  dasselbe 

für  die  Variable  z1  in  Bezug  auf  die  Stelle  (je?  = j  gilt,  wie    die 

Gleichung  (2)  lehrt;  die  jenen  beiden  Stellen  zugehörigen  Primfaktoren 
sind  also  einfach  die  Nenner  der  beiden  Variabein  z  und  z\  Be- 
zeichnen wir  also  diese  durch  n,  und  n,',  so  kann  man  die  obige 
Gleichung  (3a)  folgendermaßen  schreiben: 

oM  dz*      »! 

3b)  li^i^r 

Diese  Gleichung  gilt  ganz  allgemein,  auch  wenn  y  =  0  sein  sollte;  in 
diesem  Falle  wird  nämlich 

, a  ß        dB'  ___   a 

*  -~T*  +  ~s'    ~di  ~T; 
alsdann  fallen  aber  die  Pole  von  z  und  zf  zusammen,  es  ist  also 

in  Übereinstimmung  mit  der  obigen  Gleichung.  Aus  (3)  und  (3  b) 
ergiebt  sich  also  der  folgende  Satz: 

Ist  da  =  Zdz=>$'dz' 

die  Darstellung  desselben  Differentials  für  die  beiden  Integra- 
tionsvariabein z  und  z\  so  besteht  zwischen  den  beiden 
Integranden  £  und  £'  die  Gleichung 


t 

«s 

r 

nj. 

t 

r 

■! 

=5= 

«s» 

Der  Quotient 

»«  =  5f  =  ^ 

ist  also   ein   rationaler  Divisor,   welcher  von   der  Wahl   der 

Integrationsvariabein  z  ganz  unabhängig  ist,  vielmehr  nur  von 

dem  Differentiale  dco  selbst  abhängt;   derselbe  soll  daher  der 

zu  dco  gehörige  Differentialteiler  genannt  werden. 

Umgekehrt    ist    auch    das    Differential    dm    durch    den    zugehörigen 

Differentialteiler  tOm  vollständig  charakterisiert,  denn  es  ist  ja  für  die 

Integrationsvariable  z  der  zugehörige  Integrand  £  durch  die  Gleichung 
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also  das  Integral  co  durch 

bestimmt 

Jeder  Differentialteiler  to« =-,-  ißt  offenbar  von  der  (—  2)ten  Ordnung, 

und  umgekehrt  entspricht  jedem  Divisor  to  von  der  (—  2)***  Ordnung 
ein  und  nur  ein  Differential  dco  oder  ein  einziges  Integral  o.  Ist 
?  nämlich  XD  irgend  ein  Divisor  (—  2)ter  Ordnung,  so  ist  das  Produkt  ton? 
ein  Divisor  nullter  Ordnung,  es  giebt  also  eine  eindeutig  bestimmte 
rationale  Funktion  g  von  z,  deren  Nullstellen  und  Pole  genau  mit  dem 
Zahler  und  Nenner  von  toltj  identisch  sind  und  deren  Anfangs- 
koeffizient in  *ß0  durch  die  multiplikative  Eonstante  von  ton!  voll- 
ständig definiert  wird.    Also  ist  das  Integral 


- Jidz  =JxDnldz 


dasjenige,  zu  welchem  der  beliebig  gegebene  Differentialteiler  Xo  gehört. 
Alle  rationalen  Divisoren  einer  und  derselben  Ordnung  waren  aber 
untereinander  äquivalent,  sie  gehorten  in  eine  und  dieselbe  Klasse; 
also  bildet  die  Gesamtheit  aller  und  nur  der  Differentialteiler  Xo„  eine 
Klasse  W  der  (—  2)*611  Ordnung,  welche  die  Differentialklasse  des 
Korpers  K{z)  genannt  werden  soll. 

Jeder  Divisor  to«  dieser  Klasse  W  entspricht  also  einem  und  nur 
einem  rationalen  Integrale  <o  genau  ebenso,  wie  jeder  Divisor  der 
nullten  Ordnung  einem  einzigen  Element  des  Körpers  K(e)  entspricht, 
und  die  Untersuchung  der  Divisoren  to«  dieser  Klasse  liefert  uns  die 
vollständige  Theorie  der  rationalen  Differentiale. 

Auch  hier  können  und  wollen  wir  das  Verhalten  eines  Integrals  co 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  p  der  Kugelfläche  dadurch  charakterisieren, 
daJb  wir  ihr  wieder  den  gleichbezeichneten  Primfaktor  p  zuordnen,  und 
zwar  definieren  wir  jetzt  die  Teilbarkeit  des  Integrals  durch  einen 
Primteiler  p  folgendermaßen: 

Ist   co  =  l£dz  ein  beliebiges  Integral,  wQ  die  zugehörige 

Integrationskonstante,  so  ist  co  —  co0  genau  durch  den  Divisor  p* 
teilbar,  wenn  die  Entwickelung  von  co  —  co0  in  der  Umgebung 
der  zugehörigen  Stelle  p  in  dem  früheren  Sinne  die  Ordnungs- 
zahl g  besitzt.  Beginnt  jedoch  diese  Entwickelung  speziell 
mit  lg(a  — «)  (bzw.  lg*  für  die  Stelle  *=oo),  so  wollen  wir 
sagen,  dafs  co  —  co0  durch  lgp  teilbar  ist 

18* 
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Das  Integral  besitzt  also  dann  und  nur  dann  in  p  eine  Unstetigkeits- 
s teile,  wenn  die  gliedweise  Integration  von  %d»  eine  Entwicklung 

+  o0(s-«)  +  f  (*-«)»  +  ... 

ergiebt,  wenn  also  a  —  o0  oder,  was  hier  dasselbe  ist,  wenn  co  selbst 
den  zugehörigen  Primfaktor  p  in  einer  negativen  Potenz  enthalt,  bzw. 
durch  lgp  teilbar  ist;  dagegen  besitzt  co  —  <o0  in  p  dann  und  nur  dann 
eine  Nullstelle,  wenn  jene  Differenz  durch  eine  positive  Potenz  von  p 
teilbar  ist. 

Wir  sagen  nun,  ein  Integral  co  verhalt  sich  an  einer  Stelle)) 
regulär,  wenn  die  Differenz  co  —  mQ  in  p  genau  von  der  ersten 
Ordnung  verschwindet,  wenn  also  in  der  Umgebung  derselben  die  Ent- 
wickelung  besteht: 

o  —  ®o  +  ai  (*  —  ")  +  <o%Qs  —  a)%  -\ , 

wo  o0  die  Integrationskonstante  und  a>t  von  Null  verschieden  ist 
Dann  zeigt  man  jetzt  sehr  leicht,  daüs  ein  Integral  o  in  allen  und  nur 
den  Punkten  p  nicht  regulär  ist,  welche  in  dem  zugehörigen  Differential- 
teiler toö,  enthalten  sind. 

Es  sei  nämlich  co  das  vorgelegte  Integral,  toa  der  zugehörige 
Differentialteiler  und  p  ein  beliebiger  Primteiler,  von  dem  wir  an- 
nehmen wollen,  daüs  er  genau  d  Male  in  tö»  enthalten  ist,  wobei  d 
positiv,  negativ  oder  Null  sein  kann. 

Wir  wählen  nun  die  Integrationsvariable  z  nur  so,  dafe  p  nicht 
die  Unendlichkeitsstelle  von  z9  dafs  also  tt,  nicht  gleich  p  ist    Dann  ist 

dm  —  %dz> 
wo  die  rationale  Funktion  von  z\ 

S  =  tt)„n! 

den  Primfaktor  p  ebenfalls  genau  in  der  rfton  Potenz  enthalt  Also 
erhalt  man  in  der  Umgebung  der  Stelle  p  die  Entwickelung 

da  —  %dz  —  [ad(z  —  a)d  +  ad+t  (z  —  a)**1  +  •  •  •]  dz, 

und  durch  gliedweise  Integration  dieser  Reihe  ergiebt  sich  also 

oder  in  dem  speziellen  Falle,  dafe  d  =  —  1  ist, 

m-  <x>0  =  a_ilg(* -«)  +  •••> 
d.  h.  es  besteht  der  Satz: 
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Ist  p  ein  d-facher  Teiler  des  zu  <o  gehörigen  Differential* 
teilers,  so  ist  das  Integral  <n  —  co0  genau  durch  p**1  oder 
genau  durch  lgp  teilbar,  je  nachdem  d  ^  —  1  oder  d  =  —  1 
ist.  cd  ist  also  dann  und  nur  dann  in  Bezug  auf  p  regulär, 
wenn  d  —  0,  wenn  also  p  gar  nicht  in  tt>«  enthalten  ist 
Schreibt  man  den  Differentialteiler  in  Form  eines  Quotienten 

m        *■ 

so  enthalt  der  Nenner  alle  und  nur  die  Punkte,  welche  den 
samtlichen  Unendlichkeitsstellen  des  Integrals  a  entsprechen; 
und  zwar  gehört  zu  jedem  einfachen  Primteiler  von  n»  eine 
logarithmische  Unendlichkeitsstelle,  zu  jeder  Primfaktoren- 
potenz  pm  ein  Pol  der  (m  —  l)ton  Ordnung  in  dem  Integrale. 
Ebenso  enthalt  der  Zahler  J„  alle  und  nur  die  Stellen,  für 
welche  cj  —  ©0  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ver- 
schwindet. 

§3- 
Aus  dem  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  bewiesenen  Satze  folgt, 
dafs  der  Nenner  eines  jeden  Differentialteilers  stets  zwei  Primfaktoren 
mehr  enthalt,  als  der  Zähler:  Also  giebt  es  kein  Integral  o,  welches 
auf  der  ganzen  Kugelfläche  endlich  ist,  und  auch  keines,  welches  nur 
an  einer  Stelle  logarithmisch  unendlich  wird;  denn  dazu  mutete  der 
Nenner  des  zugehörigen  Differentialteilers  entweder  Eins  sein,  oder 
nur  aus  einem  einzigen  Primfaktor  bestehen,  was  beides  unmöglich  ist. 
Die  einfachsten  Integrale  sind  also  diejenigen,  deren  Differential- 
teiler die  Form  hat:  ! 

PP 
wo  also  für  den  zugehörigen  Integranden  g = to« n?  die  Gleichung  besteht: 

t-  J*. 

hier  sind  p,  p'  zwei  beliebige  Primfaktoren,  welche  auch  einander  gleich 
sein  können,  während  p^  =  n«  den  dem  unendlich  fernen  Punkte  ent- 
sprechenden Primteiler  bedeutet 

Es  ist  leicht,  das  zu  diesem  Differentialteiler  gehörige  Integral 
aufzustellen;  bei  geeigneter  Wahl  der  multiplikativen  Eonstanten  wird 
es,  falls  p  und  p'  voneinander  verschieden  und  e  —  a  und  e  —  et  die 
zugehörigen  Linearfaktoren  sind, 

i)  ,»(,-t,oyg-^-??-ig(f-.«)-ig(<-o-igi=7' 

und  man  erkennt  leicht,  dafs  die  Residuen  von  da  für  p  und  p'  bzw.  + 1 
und  —  1  sind. 
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Ist  dagegen  p'  =  p,  so  ist  das  zugehörige  Integral 
i   \  r    dz  1 

Man  erkennt  an  der  expliciten  Form  jener  Integrale  ohne  weiteres,  dafs 
das  erste  nur  in  den  Punkten  p  und  p'f  und  zwar  logarithmisch,  das 
zweite  nur  in  p,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird, 
wahrend  beide  in  pÄ  endlich  bleiben.  Das  zuletzt  gefundene  ist  das 
erste  in  der  Reihe  der  folgenden  Elementarintegrale: 

in  1     r    dt  i 

welche  ebenfalls  nur  an  einer  einzigen  Stelle  einen  Pol  der 
(p  —  l)*11  Ordnung  haben.  Fällt  speziell  der  Punkt  p  mit  p^  zu- 
sammen, so  wird  der  Differentialteiler  to«  gleich  rr-r?»  also  der  zu- 
gehörige Integrand  n  l  " 

£  —  ~f  ""  s^75 
falls  aber  auch  p'  =  p  =  p^  wird,  so  wird  £  =  1.    Diesen  beiden  Fallen 
entsprechen  die  einfachen  Integrale 

2)  °=/Ä  =  lg(*-«') 

2a)  <o  =*  §  de  =  8, 

von  denen  das  erste  in  pr  und  pÄ  logarithmisch,  das  letzte  in  pm  von 
der  ersten  Ordnung  unendlich  wird;  und  den  Integralen  (lb)  entsprechen 
hier  die  allgemeineren 
2b)  o  —  (p  + 1)  C$9dz  —  **+*. 

Wir  werden  später  sehen,  daGs  für  die  Abelschen  Integrale,  d.  h. 
für  die  Integralfunktionen  algebraischer  Differentiale,  im  allgemeinen 
auch  solche  Funktionen  existieren,  welche  allenthalben  endlich  sind. 
Diese  wollen  wir  Integrale  erster  Gattung  nennen.  Man  nennt 
ferner  die  Integrale,  welche  nur  eine  polare  Unstetigkeit  von  beliebig 
hoher  Ordnung  besitzen,  Elementarintegrale  zweiter  Gattung, 
und  endlich  diejenigen,  welche  nur  zwei  logarithmische  Unstetigkeits- 
stellen  haben,  Elementarintegrale  dritter  Gattung.  Für  das  hier 
betrachtete  Gebiet  ergiebt  sich  also  der  folgende  Satz: 

Unter  den  Integralfunktionen  rationaler  Differentiale  giebt 
es  keine  Integrale  erster  Gattung;  die  Elementarintegrale  zweiter 
Gattung  sind  hier  rationale  Funktionen  von  e}  nämlich 
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nur  das  Elementarintegral  dritter  Gattung   ist  transcendent, 
nämlich  gleich 

^jzrj'    oder   teC*-«1) 

je  nachdem  der  Punkt  (z  —  a)  im  Endlichen  liegt  oder  der 
unendlich  ferne  Punkt  ist. 
Wir  werden  später  sehen,  dafa  jedes  Abelsche  Integral  als  homogene 
lineare  Funktion  der  Elementarintegrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung  dargestellt  werden  kann.  Hier  ist  dieser  Satz  eine  unmittel- 
bare Folge  der  auf  S.  16  bewiesenen  Thatsache,  dafs  jede  Gröfse  des 
Körpers  K(z)  in  Partialbrüche  zerlegt  werden  kann.  Ist  nämlich 
o  =  /  IdZy  so  kann  g  homogen  und  linear  durch  eine  endliche  Anzahl 
einfacher  Funktionen  dargestellt  werden,  welche  die  Form  haben: 

hieraus  folgt  aber  durch  Multiplikation  mit  dz  und  darauf  folgender 
Integration,  dafe  jedes  Integral  cd  gleich  einer  Summe  von  Elementar- 
integralen von  der  Form 

ist,  und  diea  sind  ja  gerade  die  vorher  betrachteten  Elementarintegrale 
zweiter  und  dritter  Gattung. 

§4. 
Wir  wollen  jetzt  genauer  untersuchen,  in  welcher  Weise  ein  Integral 

©  =  /  %dz 

Tom  Integrationswege  abhängt;  wir  werden  da  auf  die  beiden  aus  der 
Funktionentheorie  bekannten  Definitionen  des  bestimmten  Integrals  hin- 
geführt, an  welche  an  dieser  Stelle  nur  kurz  erinnert  werden  soll. 
Es  sei 

1)  £  —  a0  +  <h(B  —  M^  +  <h(z-z0)*  +  -  -  • 

das  Element  einer  analytischen  Funktion  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  p0  der  Kugelfläche;  ist  dann  p  ein  innerhalb  des  Konvergenz- 
bereiches yon  g  liegender  Punkt,  und  z  der  zugehörige  Wert  der 
Variabein,  so  ist 

2)  *>(po)=ftdz  =  a0(z-z0)  +  f  (*-*0)2  +  £(*-*>)■  +  ••■ 

Po 

das  zwischen  den  Grenzen  p0  und  p  genommene  bestimmte  Integral 
von  %dzy  nämlich  das  auch  in  Bezug  auf  die  additive  Konstante  völlig 
bestimmte  Element  der  Integralfunktion,  welches  sich  auf  Null  reduziert, 
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und  ebenfalls  durch    \%äz  bezeichnet  wird.    Dasselbe  ist  auch  yoU- 


wenn  der  Punkt  p  innerhalb  des  Bereiches  der  Potenzreihe  auf  irgend 
einem  Wege  mit  p0  zur  Koincidenz  gebracht  wird. 

Es  liege  nun  der  reguläre  endliche  Punkt  p  außerhalb  des  Kon- 
vergenzbereiches der  Reihe  (1).    Wir  denken  uns  jetzt  das  Integral  (2) 

auf  einem  beliebig,  aber  fest 
gegebenen  Wege  8  von  p0  nach  p 
fortgesetzt,  welcher  nicht  durch 
einen  der  Pole  von  £  hindurch- 
geht. Es  seien  x19  x%, . . .  »^  eine 
***- 17-  Reihe  von  Punkten   auf  der 

Kurve  8,  welche  so  gewählt  sind,  dab  jeder  folgende  7ti+i  in  dem 
Konvergenzbereiche  der  Fortsetzung  o  («,)  sich  befindet,  welche  dem  Mittel- 
punkte 7t i  entspricht,  so  gelangt  man,  von  o(p0)  ausgehend,  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Fortsetzungen  zu  einem  eindeutig  bestimmten  Funk- 
tionenelemente       ,    N  ,  \   .       /  \*  , 

welches  das   auf  dem  Wege  s  gebildete  bestimmte  Integral  genannt 

h 

Po 

standig  durch  die  beiden  Eigenschaften  charakterisiert,  dab  seine  Ab- 
leitung nach  z  gleich  g  ist,  und  dab  es  gleich  Null  wird,  sobald  der 
Punkt  p  auf  dem  Wege  s  nach  p0  zurückgeht 

Man  kann  aber  dasselbe  Integral,  wie  Cauchy  gezeigt  hat,  noch 
auf  andere  Art  definieren  und  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  be- 
rechnen. Zu  diesem 
Zwecke  schalten  wir 
zwischen  p0  und  p  auf 
dem  Wege  s  beliebig 
viele  Punkte  pl9  fc, .  ..p^ 
nach  irgend  einem 
Gesetze,  aber  so  ein, 
dab  dieselben  mit  wachsendem  fi  unendlich  nahe  aneinander  rücken. 
Es  seien  dann  z0,  z19  *2, . . .  fy,  z  die  zu  p0,  ptf  piy .  • .  p  gehörigen  Werte 
von  z7  und  es  sei  allgemein  &  der  Wert  des  Integranden  £  in  einem 
in  dem  Intervalle  (p<_i, . . .  p,)  beliebig  angenommenen  Punkte  pj, 
welcher  auch  mit  p<_i  oder  mit  pi  zusammenfallen  kann.  Dann  be- 
weist man  in  der  Integralrechnung,  dab  die  Summe 

mit  wachsendem  ^  gegen  einen  nur  von  g  und  dem  Wege  s  abhangigen 
Grenzwert  konvergiert.  Derselbe  ist  eine  analytische  Funktion  der 
komplexen  Variabein  g}    welche   sich  auf  Null  reduziert,   sobald  der 


Fig.  18. 
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Punkt  p  auf  dem  Wege  8  gegen  p0  konvergiert;  und  durch  die  An- 
wendung des  Mittelwerteatzes  ergiebt  sich  leicht,  d&fe  ihre  nach  * 
genommene  Ableitung  gleich  £  ißt     Der  Grenzwert  jener  Summe  ist 


h 


also  mit  dem  vorher  definierten  bestimmten  Integrale    \  %dz  identisch. 

Fallt  der  Endpunkt  p  des  Integrationsweges  mit  einem  der  Pole  von  £ 
oder  dem  Südpole  pw  der  Kugelfläche  zusammen,  so  ist  der  Wert  des 
zugehörigen  Integrals  in  bekannter  Weise  als  doppelter  Grenzwert  zu 
definieren,  so  daJh  z.B.        »»  » 

Ad*  =  lim    ftd* 

ist,  wenn  p  auf  dem  vorgeschriebenen  Wege  s  in  pw  übergeht 

Wir  denken  uns  nun  ein  Funktionenelement  o(p0)  der  Integral- 
fonktion  auf  einem  geschlossenen,  keine  Unstetigkeitsstelle  von  m  ent- 
haltenden Wege  $  auf  der  Kugelfläche  fortgesetzt  und  wieder  nach  p0 
zurückgeführt;  dann  kann  man  entweder  wieder  zu  demselben  Elemente 
fi>(p0)  zurückgeführt  werden,  oder  jenes  Element  geht  nach  diesem  Um- 
laufe in  ein  anderes  zu  p0  gehöriges  Element  über,  welches  sich  aber 
nach  der  früher  gemachten  Bemerkung  nur  um  eine  additive  Konstante 
von  co(p0)  unterscheiden  kann.  Wir  untersuchen,  welcher  von  diesen 
beiden  Fallen  bei  einem  gegebenen  Umlaufe  eintritt. 

Wir  beweisen  nun  wörtlich  ebenso  wie  auf  S.  80  den  folgenden 
Fundamentalsatz,  durch  den  diese  Frage  vollständig  gelöst  wird: 

Umschliefst  die  Umlaufskurve  s  keinen  einzigen  der 
logarithmischen  Punkte  von  a>,  so  bleibt  <x>(p0)  bei  einem 
Umlaufe  längs  8  uligeändert 
Ändert  sich  nämlich  o(p0)  bei  einem  Umlaufe  längs  s,  so  können  wir 
8  wieder  durch  eine  Kurve  pxps  in  zwei  geschlossene  Kurven  st  und  s8 
der  gleichen  Art  zerlegen  und  zeigen, 
dafe  sich  m(p)  bei  mindestens  einem 
dieser  kleineren  Umläufe  ebenfalls 
ändern  mufs.  Ist  dies  für  st  der  Fall 
und  teilt  man  dann  das  Gebiet  st  in 
gleicher  Weise  in  zwei  Teile  und 
fahrt  so  fort,  so  zeigt  sich  genau  wie 
a.a.O.,  dafe  sich  o(p0)  nur  dann  bei 
einem  Umlaufe  s  ändern  kann,  wenn 
es  im  Innern  von  s  mindestens  einen 
Punkt  p  giebt,  für  welchen  dasselbe  gilt,  wenn  man  o(p)  auf  einer 
beliebig  kleinen  geschlossenen  Kurve  ö  um  p  herum  fortsetzt. 
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Ist  aber  p  kein  logarithmischer  Punkt  und 

das  zugehörige  Funktionenelement,  wahrend  die  Ordnungszahl  d  auch 
negativ  sein  kann,  und  wählt  man  die  Umlaufskurve  ö  so  klein,  dafa 
sie  ganz  in  dem  Konvergenzbereiche  von  <o(p)  liegt,  so  kann  man 
auch  hier  einfach  die  Änderung  dieses  Funktionenelementes  unter- 
suchen, wenn  die  Variable  z  den  Umlauf  6  um  p  ausfahrt  Dann 
ergiebt  sich  aber  genau  wie  auf  S.  83  flg.,  dafs  die  Potenzreihe  o(p) 
bei  jenem  Umlaufe  ganz  ungeändert  bleibt,  und  damit  ist  unser  Satz 
vollständig  bewiesen.  Wir  können  dasselbe  Resultat  ebenso  wie  auf 
S.  82  folgendermaßen  aussprechen: 

Setzt  man  ein  Element  a(p0)  der  Integralfunktion  von 
einem  Punkte  p0  zu  einem  anderen  p  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  $  und  s'  fort,  welche  keinen  der  logarithmischen  Punkte 
jenes  Integrals  einschließen,  so  gelangt  man  beide  Male  zu 
demselben  Elemente  co(p). 

§5. 

Der  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  bewiesene  Satz  ermöglicht 
es  uns  nun,  den  Bereich  Ä  der  Funktion  cd  so  zu  beschränken,  dafs 
sie  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  wird.    Es  seien  nämlich 

alle  logarithmischen  Punkte  von  a>,  und  p(°)  ein  beliebiger  anderer 
Punkt  von  Ä.  Führen  wir  dann  von  p<°>  nach  jedem  der  p  Punkte  p(/) 
einen  Schnitt  Si  so,  dafs  die  p  Schnitte 

&D    &%)  •  •  •  bp 

weder  sich  selbst  noch  einander  durchsetzen,  so  erhalten  wir  eine  zer- 
schnittene, aber  zusammenhängende  Kugelfläche  S,  und  aus  dem  soeben 
erwähnten  Satze  folgt,  dafs  ein  beliebiges  Element  o(p0)  des  Integrals  nebst 
seinen  Fortsetzungen  auf  Ä  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist  Setzt 
man  nämlich  o(p0)  auf  zwei  verschiedenen,  aber  ganz  innerhalb  St 
verlaufenden  Wegen  fort,  so  können  diese  niemals  einen  oder  mehrere 
von  den  Punkten  pi  einschließen ;  es  ist  also  in  der  That  o(p)  auf  St 
eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes.  Sie  ist  auch  offenbar  mit  Aus- 
nahme der  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Pole  von  a>  eine  überall 
stetige  Funktion  des  Ortes. 

Dagegen  können  sich  zwei  Elemente  o(p)  und  co(p'),  welche  zwei 
unendlich  nahen  gegenüberliegenden  Punkten  auf  den  beiden  Ufern 
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eines  Schnittes  Si  entsprechen,  sehr  wohl  voneinander  unterscheiden. 
Da  aber  zwei  solche  Punkte  auf  St  unendlich  benachbart  sind,  obwohl 
für  Ä  nicht  dasselbe  gilt,  so  können  sich  die  Funktionenelemente  m(p) 
und  (o(pr)  nur  um  eine  noch  unbekannte  Eonstante  c,  unterscheiden, 
d.  h.  es  ist  ,  ..  ,  .    , 

Setzt  man  nun  beide  Elemente  o(pf)  und  <o(p)  längs  des  Schnittes  zu 
zwei  ebenfalls  benachbarten  Punkten  p'x  und  pt  fort,  so  bleibt  jene 
Gleichung  bestehen,  d.  h.  es  ist  auch 

»G>D -»(&)  +  ** 

und  dasselbe  ist  für  alle  Punkte  längs  des  ganzen  Schnittes  Si  der 
Fall.  Um  diese  für  den  ganzen  Schnitt  Si  unveränderliche  Konstante 
ein  für  alle  Male  in  eindeutig  bestimmter  Weise  zu  bezeichnen, 
denken  wir  uns  jeden  dieser  Schnitte  Si  von  p<°>  als  Anfangspunkt 
nach  p®  als  Endpunkt  gezogen  und  nennen  wieder  dasjenige  Ufer 
von  Si  das  rechte  bzw.  das  linke,  welches  sich  beim  Fortgange  in 
positiver  Richtung  auf  der  rechten  bzw.  linken  Seite  befindet  Sind 
dann  px  nnd  pQ  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  von  Si 
einander  gegenüberliegende  Punkte  von  &,  so  soll  die  für  den  ganzen 
Schnitt  konstante  Differenz 

1)  ft-»(fc)-»(fy) 

der  zu  Si  gehörige  Periodizitätsmodul  genannt  werden. 

Es  ist  jetzt  sehr  leicht,  den  zu  einem  solchen  Schnitte  Sx  ge- 
hörigen Periodizitätsmodul  ct  aus  der  für  den  Punkt  p(1)  giltigen  Ent- 
wickelung  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  die  beiden 
gegenüberliegenden  Punkte  px  und  pQ  so  nahe  an  pv\  dafs  sie  beide 
innerhalb  des  Konvergenzbereiches  des  Elementes  <o(p(1))  liegen. 

Setzt  man  nun  das  Element  a>(p^)  auf  einem  kleinen  Kreise  um 
den  Mittelpunkt  p(1>  herum  nach  px}  also  so  fort,  dafs  das  Innere  des 
Kreises  links  bleibt,  so  geht  <o(pQ)  in  das  Element  <o(px)  über,  welches 
sich  von  co(fy)  eben  um  die  Konstante  ct  unterscheidet.  Liegt  der 
Punkt  pW  im  Endlichen  auf  der  Kugel,  und  ist  pW  sein  Bild  in  der 
Horizontalebene,  so  entspricht  einer  Umkreisung  im  positiven  Umlaufs- 
sinne von  pW  eine  Umkreisung  im  gleichen  Sinne  von  p(l\  In  diesem 
Falle  ist  also  das  zu  pW  gehörige  Funktionenelement 

2)  ca(p(D,)  =  fclg^-«)  +  *(f  |«), 

wenn  gt  das  zu  pW  gehörige  Residuum  des  Differentiales  da  be- 
deutet,   tp(js\a)    nach    ganzen  Potenzen   von  z  —  a   fortschreitet   und 
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sich  demnach  bei  jener  Umkreisung  von  pM  gar  nicht  ändert  Ist  nun 
für  den  Punkt  pQ 

z  —  a  =  re**,    lg(*  —  «)  —  Igr  +  <p0i, 

so  bleibt  bei  dem  positiven  Umlaufe  von  pe  nach  px  r  ungeandert, 
während  <p0  in  <p0  +  2x  übergeht.  Es  vermehrt  sich  also  bei  jenem 
Umlaufe  ftlgO*  — «)  nm  2niQ19  und  dasselbe  gilt  wegen  (2)  auch  für 
das  ganze  Element  o(fy);  also  ist  in  diesem  Falle  der  gesuchte  Periodi- 
zitätsmodul  cl  =  2n%Q1)  d.  h.  gleich  dem  Residuum  des  DifFerentiales  d& 
für  jene  Stelle,  multipliziert  mit  2ni. 

Ist  dagegen  pW  speziell  der  Südpol  0'  der  Kugelfläche,  so  ent- 
spricht einem  Umlaufe  um  0'  auf  einem  sehr  kleinen  Kreise,  bei 
welchem  0'  links  bleibt,  eine  Umkreisung  des  Nullpunktes  der  Hori- 
zontalebene auf  einem  sehr  groben  Kreise,  bei  welcher  der  Nullpunkt 
stets  rechts  bleibt,  also  eine  Umkreisung  des  Nullpunktes  im  negativen 
Umlaufssinne.  Ist  also  in  diesem  Falle  das  zu  pW  gehörige  Funktionen- 
element f  A  x 

•  (^>)--ftlg#  +  *(-f)f 

wo  Qt  wieder  das  zu  pM  =  p^  zugehörige  Residuum  von  da  ist,  und 
setzt  man  wiederum  für  den  Punkt  pQ 

*  —  re^y    Igx?  =  lgr  +  qp0i, 

so  bleibt  bei  jenem  negativen  Umlaufe  wieder  r  ungeändert,  während 
jetzt  <p0  in  cp0—  2jz  übergeht.    Also  wird  auch  in  diesem  Falle 

d.  h.  der  gesuchte  Periodizitatsmodul  <\  ist  gleich  +  2nigly  d.  h. 
wiederum  gleich  dem  Residuum  qx  für  die  Stelle  p^  multipliziert  mit 
2ni.    Es  ergiebt  sich  also  der  allgemeine  Satz: 

Der   Periodizitatsmodul    für    den    einem    logarithmischen 
Punkte  zugeordneten   Schnitt  ist  stets  gleich  dem  Residuum 
des  DifFerentiales  für  jenen  Schnitt,  multipliziert  mit  2%i. 
Mit  Hilfe  dieses  Satzes  können  wir  jetzt  den  Wert  der  Integral- 
funktion für   einen   ganz  beliebigen  Integrationsweg   darstellen.     Wir 
denken  uns  dieselbe  von  einem  beliebigen  Elemente  «(p0)  aus  auf  der 
ganzen  zerschnittenen  Kugelfläche  Ä  fortgesetzt  und  bezeichnen  mit  <ä(p) 
das  so  sich  ergebende  eindeutig  bestimmte,  zu  einem  Punkte  p  gehörige 
Funktionenelement.    Heben  wir  jetzt  die  Beschränkung  auf,  dals  der 
Integrationsweg  die  ^  Schnitte  SL,  82, . . .  Sp  nicht  überschreiten   darf, 
so  müssen  wir  jedesmal,  wenn  der  Weg  s  z.  B.  den  Schnitt  8t  über- 
schreitet, ±  2n%Q1  hinzufügen,  wo  das  positive  oder  das  negative  Vor- 
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zeichen  zu  wählen  ist,  je  nachdem  $  jenen  Schnitt  vom  linken  nach 
dem  rechten  oder  vom  rechten  nach  dem  linken  Ufer  überschreitet;  wir 
wollen  einen  solchen  Übergang  je  nach  den  beiden  möglichen  Rich- 
tungen einen  positiven  oder  einen  negativen  Übergang  nennen. 
Für  einen  ganz  beliebig  gewählten  Integrationsweg  s  von  p0  nach  p 
hin  ergiebt  sich  also 

wo  m19  m^y . . .  mM  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  oder  Null  sind 
und  wo  allgemein  n»;  die  Anzahl  der  positiven  Übergänge  von  s 
über  den  Schnitt  8$  vermindert  um  die  der  negativen  angiebt. 

Wir  wollen  dieses  Resultat  benutzen,  um  eine  wichtige  Eigen- 
schaft der  Residuen  eines  beliebigen  Differentiales  dm  abzuleiten.  Es 
seien  wieder  pW,  pP\  . . .  pM  alle  diejenigen  Punkte  von  ft,  fttr  welche 
seine  Residuen  ?i>  fe;  ••'  (V  von  ^u^  verschieden  sind,  d.  h.  alle 
logarithmischen  Punkte  des  zugehörigen  Integrals 


o  =l£de. 


Es  seien  dann  wieder  St,Siy...  S^  die  Schnitte,  welche  die  logarith- 
mischen Punkte  p®  mit  dem  regulären  Punkte  p<®  verbinden.  Bilden 
wir  dann  das  um  pW  auf  einem  kleinen  Kreise  in  positiver  Richtung 
erstreckte  Integral,  so  ist  es  gleich  Null,  weil  es  keinen  logarithmischen 

Punkt  umschliefst;  andererseits  ist  es  gleich  2*ri(p1+fti  H f-  pM), 

weil  der  Integrationsweg  jeden  Schnitt  in  der  Richtung  vom  rechten 
zum  linken  Ufer  überschreitet.    Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

#  Die   Summe   aller   Residuen    eines    beliebigen   rationalen 
Differentiales  da  ist  stets  gleich  Null. 

Derselbe  Satz  kann  auch  direkt  aus  der  Partialbruchzerlegung 
einer  rationalen  Funktion  gefolgert  werden.  Da  nämlich  jedes 
Differential  dm  als  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Differentialen 
zweiter  und  dritter  Gattung 


*  -  a.  ?„»        (::j;:;:;) 


mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar  ist,  so  braucht  wegen  des  auf 
S.  272  bewiesenen  Satzes  nur  gezeigt  zu  werden,  dafs  die  Summe  der 
Residuen  für  jedes  von  diesen  Differentialen  für  sich  gleich  Null  ist 
Aber  die  beiden  ersten  Differentiale  besitzen  offenbar  nirgends  ein  von 
Null  verschiedenes  Residuum,  weil  ihr  Integral  keine  logarithmische 
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Stelle  hat.  und  das  Differential hat  an  der  Stelle  (ß  =*  a)  das  Resi- 

duum  + 1,  für  (0  -*  <x>)  das  Residuum  —  1,  da  für  grofee  Werte  von  s 

l  l 


z  —  *       t 


+  T'+' 


ist,  und  damit  ist  jener  Satz  direkt  bewiesen. 

Alle  hier  gefundenen  Sätze  für  die  Integrale  rationaler  Differentiale 
ergeben  sich  als  ganz  spezielle  Falle  ans  der  Theorie  der  Integrale 
algebraischer  Differentiale  oder  der  Abelschen  Integrale,  zu  deren 
Untersuchung  wir  jetzt  übergehen.  Wir  hielten  es  aber  für  zweckmässig, 
diese  einfacheren  Funktionen  für  sich  zu  betrachten,  um  an  diesem 
Beispiele  die  allgemeine  Theorie  deutlich  machen  und  um  die  hier  ge- 
wonnenen Resultate  für  die  allgemeine  Untersuchung  verwerten  zu 
können. 
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Neunzehnte  Vorlesung. 

Die  Integralfunktionen  algebraischer  Differentiale  oder  die  Abelschen  Integrale.  — 
Ihre  logarithnÜBchen  Stellen.    —    Die  Residuen  der  algebraischen  Differentiale. 

—  Der  zu  einem  Abelschen  Integrale  gehörige  Differentialteiler.  —  Das  Geschlecht 
des  Körpers  K(e^u).  —  Die  zu  dem  Körper  K(z,u)  gehörige  Differential- 
klasse TT.  —  Die  Fundamentalaufgabe  in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale 
und  ihre  vollständige  Lösung.  —  Anwendung:  Aufstellung  eines  vollständigen 
Systems  von  unabhängigen  Integralen  erster  Gattung.  —  Die  Anzahl  derselben  ist 
dem  Geschlechte  des  Körpers  K(z,u)  gleich.   —   Der  Riemann-Bochsche   Satz. 

—  Folgerungen:  Bestimmung  eines  vollständigen  Systems  unabhängiger  Integrale 

mit  gegebenen  Ulistetigkeitsbedingungen. 

§1. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  in  den  früheren  Vorlesungen 
gefundenen  Resultate  für  die  Untersuchung  der  Integralfonktionen 
algebraischer  Differentiale,  der  sogenannten  Abelschen  Integrale, 
zu  verwenden. 

Wir  wollen  hier  wieder  von  dem  algebraischen  Körper  K(/s,  u) 
ausgehen,  wo  z  eine  beliebig,  aber  fest  gewählte  unabhängige  Variable 
jenes  Körpers  ist;  wir  betrachten  also  die  Elemente  des  Körpers  K  als 
rationale  Funktionen  von  e  und  u  oder  auf  der  n- blättrigen  Kugel- 
fläche 9t,.  Es  sei  nun  g  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers. 
Dann   verstehen    wir  wieder  unter  dem    unbestimmten  Integrale   des 

Differentials  %da  /> 

©(*)  =  \%äe 

eine  jede  Funktion  »(*),  welche  der  Differentialgleichung 

dm j 

dz  ~~  6 

genügt  und  durch  sie  bis  auf  eine  additive  Konstante  für  jede  Stelle 
der  Fläche  8t,  eindeutig  definiert  ist,  da  der  Integrand  |  auf  der 
ganzen  Riemannschen  Kugelfläche  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist. 
In  der  That,  ist  Sß  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche  9t,,  und  zwar 
um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  betrachten,  ein  a  -blättriger  Ver- 
zweigungspunkt derselben,  so  lautet  die  Entwickelung  von  g  in  der 
Umgebung  von  Sß  folgendermaßen: 
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mit  der  Malsgabe,  dafs,  falls  Sß  die  unendlich  ferne  Stelle  (*  =  oo)  ent- 
spricht, z  —  a  durch  —  zu  ersetzen  ist.  Da  diese  Potenzreihe  in  end- 
licher Umgebung  der  Stelle  5ß  gleichmäßig  konvergiert,  so  findet  man 
die  Entwickelung  des  Integrals  o  in  der  Umgebung  von  Sß,  abgesehen 
von  einer  Konstanten,  dadurch,  dafs  man  jene  Reihe  gliedweise 
integriert.  Wir  wollen  diese  Eonstante  im  folgenden  stets  durch  ®0 
bezeichnen. 

Beachten  wir  nun  wieder,  dafs  bei  Weglassung  der  Integrations- 
konstanten allgemein  für  einen  beliebigen  positiven  oder  verschwindenden 
oder  negativen  Wert  von  X9  der  nicht  =  —  1  ist, 

/(*-«)'<** -npr  (*-«)'+', 

dagegen  für  X  =*  —  1 

ist,  so  erkennen  wir,  dafs  das  gesuchte  Integral  co  —  a>0  in  der  Um- 
gebung einer  jeden  Stelle  Sß  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe  entwickelt 
werden  kann,  welche  für  jede  reguläre  Stelle  Sß  nach  ganzen  Potenzen 
von  0  —  a,  för  einen  a -blättrigen  Verzweigungspunkt  nach  Potenzen 

von  (z  —  a)a  fortschreitet,  welche  ferner  kein  konstantes  Glied  und  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  negativer  Ordnung  enthalten  kann. 
Der  einzige  Unterschied  gegen  die  algebraischen  Funktionen  besteht 
darin,  dafs,  falls  in  der  Entwickelung  des  Integranden  das  Glied 


vorkommt,  das  Integral  co  —  <o0  wieder  das  logarithmische  Glied 

r-lg(>-a) 

enthalt,  während  für  die  Umgebung  eines  der  unendlich  fernen 
Punkte  Sß<°°>  durch  die  Integration  des  Gliedes 

z 

in  dem  Integrale  das  logarithmische  Glied  r  lg*  auftreten  kann,  welches 
wieder  schwächer  unendlich  wird,  als  jede  Potenz  von  0  —  a  mit 
einem  noch  so  kleinen  negativen  Exponenten.  Auch  diese  Stellen 
sollen  logarithmische  Stellen  von  co  genannt  werden,  und  man  zeigt 
genau  wie  auf  S.  271,  dafs  jedes  Integral  o  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  logarithmischen  Stellen  besitzen  kann.  Beachten  wir  also  nur,  dafs 
für   einen  a-  blättrigen  Verzweigungspunkt   das  Entwickelungselement 
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nicht  e  —  a  sondern  (*  — «)°  ist,  so  sehen  wir  genau  ebenso  f  wie  auf 
S.  271,  dafs  f&r  eine  jede  Stelle  Sß  das  zugehörige  Element  <0  0ß)  der 
Integralfunktion  durch  eine  Gleichung  bestimmt  ist: 

x)  »aP)-pig(*-«)*  +  *(*i«), 

wo  q  för  alle  und  nur  die  logarithmischen  Stellen  von  Null  verschieden 
igt,  wahrend i>{z\a)  eine  Reihe  bedeutet,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von 

(j2T  —  a)a  fortschreitet  und  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
von  e  —  a  enthält     Auch  hier  wird  der   somit   eindeutig  bestimmte 

Koeffizient  q  von  lg  (*  —  u)a  das  Residuum  des  Differentiales  dm 
für  die  Stelle  Sß  genannt  Durch  Differentiation  nach  z  folgt  aus  (1) 
die  Gleichung 

falls  Sß  eine  endliche,  und 

falls  *ß  eine  der  unendlich  fernen  Stellen  ist;   also  ist  in  den  beiden 

unterschiedenen  Fallen  ±  —  der  Koeffizient  von bzw.  von  —  in  der 

a  z  —  a  z 

Entwickelung  des  Integranden  £($);  es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

l  l 

Ist  r  der  Koeffizient  von  bzw.  von  —  in   der  Ent- 

e  —  cc  e 

wickelung  des  Integranden  |  in  der  Umgebung  eines  endlichen 

bzw.  unendlich  fernen  Punktes  5ß  von  der  Verzweigungsordnung 

a  —  1,  so  ist  das  Residuum  des  Differentiales  gefc  gleich  +  ar 

bzw.  gleich  —  ar. 

Auch   für  die   Abelschen   Integrale  können  und  wollen  wir   ihr 

Verhalten  in  der  Umgebung  einer  Stelle  Sß  der  Riemannschen  Fläche  9t, 

dadurch  charakterisieren,  dafs  wir  derselben  wieder  den  gleichbezeichneten 

Primfaktor  Sß  zuordnen,  und  zwar  definieren  wir  jetzt  die  Teilbarkeit 

des  Integrals  durch  den  Primfaktor  Sß  folgendermaßen: 

Ist  ©  ein  Abelsches  Integral   \\äz  und  o0  die  zugehörige 

Konstante,  so  ist  ©  —  a>0  durch  den  Divisor  5ßa  teilbar,  wenn 
die  Entwickelung  der  Differenz  m  —  a>0  in  der  Umgebung  der 
Stelle  Sß  in  dem  früheren  Sinne  die  Ordnungszahl  <r  besitzt;  be- 
ginnt jedoch  diese  Entwickelung  speziell  mit  lg(*  —  a),  so  wollen 
wir  sagen,  dafs  co  —  o0  durch  IgSß  teilbar  ist 
Das  Integral  besitzt  also  an  der  Stelle  Sß  eine  Unstetigkeitsstelle, 
wenn  cd  —  ©a  oder,  was   dasselbe   ist,  wenn  co  den  Primfaktor  *ß  in 

Hensel  u.  Landiberg,  Algebreisohe  Funktionen  etc.  19 
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einer  negativen  Potenz  enthalt?  oder  durch  IgSß  teilbar  ist;  es  verhalt 
sich  in  Sß  regulär,  wenn  a  —  ©0  durch  eine  positive  Potenz  von  5ß 
teilbar  ist. 

Ist  £  dem  Divisor  D$  äquivalent,  so  ist  das  Verhalten  von  ©  —  ©0 
an  jeder  einzelnen  Stelle  $  durch  die  Potenz  des  zugehörigen  Prim- 
faktors 5ßr  vollkommen  bestimmt,  welche  in  |  enthalten  ist;  jedoch  ist 
dieser  Zusammenhang  nicht  für  jeden  Punkt  in  gleicher  Weise  zu 
charakterisieren,  wir  müssen  vielmehr  die  Fälle  unterscheiden,  wo  $ 
ein  regulärer  oder  ein  Verzweigungspunkt  oder  ein  unendlich  ferner 
Punkt  der  Riemannschen  Fläche  ist.  Ist  z.  B.  für  einen  regulären 
Punkt  £  von  positiver  Ordnung 

so  ergiebt  sich  durch  Integration 

d.  h.  co  —  co0  ist  genau  durch  $ßr+1  teilbar,  wenn  der  Integrand  den 
Divisor  Sßr  besitzt.  Dagegen  folgt  für  einen  a-blättrigen  Verzweigungs- 
punkt aus  r  r+l 

t  =  er(e-a)a +  er+i(z  —  a)  °    +  ••• 
die  Entwickelung  r . 

d.  h.  a>  —  a>0  enthält  den  Divisor  5ßr+a,  wenn  der  Integrand  £  durch  5ßr 
teilbar  war,  und  noch  grölser  wird  die  Anzahl  der  Möglichkeiten, 
wenn  man  den  Fall  negativer  Ordnungszahlen  mit  berücksichtigt  und 
außerdem  noch  zuläfst,  dafs  die  Stelle  (g  —  a)  auch  die  unendlich 
ferne  sein  kann. 

Diese  Unregelmäßigkeit  rührt  aber  einfach  daher,  dafe  wir  für 
die  Entwickelung  eine  bestimmte  Riemannsche  Fläche  8t,  zu  Grunde 
gelegt  haben,  denn  alle  hier  geschilderten  Besonderheiten  hängen  ja 
von  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  und  der  zugehörigen  Kugel- 
fläche ab,  und  sie  können  beseitigt  werden,  wenn  man  die  Variable  z 
durch  eine  andere  ersetzt;  dann  treten  aber  andere  besondere  Punkte  auf. 
Um  nun  ein  für  allemal  sämtliche  Besonderheiten  zu  beseiten,  wollen 
wir  im  nächsten  Paragraphen  eine  Darstellung  der  algebraischen 
Differentiale  da)  =  %äz  angeben,  welche  eine  Verallgemeinerung  der 
a.  S.  275  für  die  rationalen  Differentiale  gefundenen  ist  und  welche 
ebenso   wie   die   Darstellung   der   Funktionen  £  des  Körpers  K  durch 
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den  zugehörigen  Divisor  Df  ganz  unabhängig  von  der  Engelfläche  8t, 
ist;  wir  werden  dann  die  Beziehungen  zwischen  dem  Differentiale  da 
und  dem  zugehörigen  bestimmten  Integrale  <o  —  a>0  in  Bezug  auf  jeden 
Primfaktor  in  überraschend  einfacher  Weise  angeben  können. 


§2. 

Es   seien   £   und   y   zwei   beliebige  nicht   konstante  Größen  des 
Körpers  Kf  und  es  möge 

F(£,n)  -0 

die  zwischen  ihnen  bestehende  irreduktible  algebraische  Gleichung 
sein.    Dann  ergieht  sich  ans  ihr  durch  Differentiation  die  Gleichung 

dF 

1}  di  ~        BF  ~       F>' 

TR 

d.  L  das  Verhältnis  der  beiden  Differentiale  d%  und  dt]  ist  als  rationale 
Funktion  von  £  und  17  eine  Gröise  des  Körpers  K,  welche  also  durch 
den  zu  ihr  gehörenden  Divisor  vollständig  bestimmt  ist.  Wir  stellen 
uns  daher  die  für  das  Folgende  fundamentale  Aufgabe,  diesen  Divisor 
zu  berechnen. 

Wegen  der  Gleichung 

dri        dt]  m  dj 

ä%  wm  de   *  dz 

genügt  es  offenbar,  zu  bestimmen,  wie  oft  ein  beliebiger  Primdivisor  Sß 
in  jedem  der  beiden  Differentialquotienten  ^-  und  ■—  enthalten  ist, 
wenn  z  irgend  eine  Ghröise  des  Körpers  ist,  die  als  unabhängige  Variable 
angenommen  wird.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  z  so  wählen,  dafs 
der  betrachtete  Punkt  5ß  einem  endlichen  Punkte  (z=a)  der  zugehörigen 
Riemannschen  Fläche  entspricht,  und  es  bestehe  für  die  Funktion  |  in 
der  Umgebung  der  Stelle  $  die  folgende  Entwickelung: 

wo  also  lo  das  konstante  Glied  in  der  Entwickelung  von  £  bedeutet, 
und  die  Ordnungszahl  d  von  g  —  |0  positiv  oder  auch  negativ  sein 
kann;  dann  enthält  also  der  Linearfaktor  g  —  ^  genau  die  dte  Potenz 
von  Sß.    Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  z  ergiebt  sich  also 

19* 
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Enthalt  also  %  -  ^  die  Potenz  $*  so  ist  ^  genau  durch  $*~a  teilbar, 
wenn  die  Stelle  Sß  für  die  Eugelfläche  St»  ein  a- blättriger  VerzweigungB- 
punkt  ist.  Da  aber  das  Analoge  auch  für  die  Funktion  y  gilt,  so 
ergiebt  sich  zunächst  das  folgende  einfache  Resultat: 

Sind  £q  und  %  die  zu  g  und  ij  gehörigen  konstanten 
Glieder  in  der  Entwicklung  dieser  Funktionen  in  der  Um- 
gebung der  beliebigen  Stelle  Sß,  und  sind  die  Linearfaktoren 
S  —  lo  und  7i  —  %  bzw.  durch  Sß*  und  Sß*  teilbar,  so  ist  der 
Differentialquotient  -~  genau  durch  Sß*""*  teilbar,  es  ist  also 


%-U 


wenn   das   Produkt  über  alle  Punkte  Sß  erstreckt  wird  oder 
aber  auch  nur  über  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen,  für 
welche  der  Exponent  e  —  d  ^  0  ist. 
Denselben  Divisor  können  wir  aber,  und  das  ist  das  Wesentliche, 
auf  andere  Art,  und  zwar  in  geschlossener  Form  darstellen.    Wählen 
wir  |  als  unabhängige  Variable,   so   gehört  zu  ihr  eine  Riemannsche 
Eugelfläche  8^  und  ein  bestimmter  Verzweigungsteiler  3f  >  welcher  alle 
und  nur  die  Verzweigungsfaktoren  Sß  dieser  Fläche  8t$  enthalt,  jeden 
zu  der  Potenz  erhoben,  welche  seine  Ordnungszahl  angiebt;  das  Ent- 
sprechende gilt  für  die  Funktion  y.    Es  sei  nun 

und  es  seien  $$  und  g9  die  Verzweigungsteiler  bzw.   für  die   Funk- 
tionen %  und  q.    Dann  gilt  der  folgende  wichtige  Satz: 

Sind  £  und  17  zwei  beliebige  Grofsen  des  Körpers  K,  so 
besteht  immer  die  Gleichung 

;  dl  ~"  ny  nf' 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  brauchen  wir  nur  zu  zeigen,  dafs  der 
rechts  stehende  Quotient  jeden  Primfaktor  Sß  in  der  (e  —  d)**  Potenz 
enthält,   und  dies   ist  offenbar   geschehen,   sobald    wir    nachgewiesen 

o 

haben,  dafs  für  ein  beliebiges  £  der  Divisor  -I  genau  durch  Sß*""1  teilbar 
ist  und  dafs  das  Analoge  für  rj  gilt.  * 

Ist  nun  Sß  zunächst  eine  im  Endlichen  liegende  Stelle  der  Flache  9t&, 
und  enthält  der  zugehörige  Linearfaktor  %  —  ^  die  Potenz  Sßd  von  Sß, 
so  ist,  wie  auf  S.  248  gezeigt  wurde,   5ß  eine  endliche  Verzweigungs- 


Digitized  by 


Google 


§  2.   Das  Geschlecht  des  Körpers  K{z,u).  293 

stelle  der  (d  —  l)*6*  Ordnung,  also  ist  &  Aurah  %>d~~X  teilbar,  wahrend 
in  iig   der  Divisor  5ß   gar  nicht  auftritt,   weil  Sß  im  Endlichen  liegt. 

Also  ist  -I  in  diesem  Falle  wirklich  genau  durch  SP*""1  teilbar. 

Ist  dagegen  5ß  eine  der  unendlich  feinen  Stellen  für  81$,  ist  also 
d  =  —  d  negativ,  so  ist  ft*  durch  Sß*  teilbar,  und  Sß  entspricht  also 
einem  im  Unendlichen  liegenden  Verzweigungspunkte  der  (d  —  l)ton 
Ordnung;  der  Verzweigungsteiler  3*  enthält  also  genau  die  Potenz  Sß  ~\ 

Daher   ist  der  Quotient  ~|  durch  fl'-1""-^'-1.-^--1  teilbar, 

die  aufgestellte  Behauptung   ist  also    vollständig   bewiesen.     Ebenso 

zeigt  man,  dafc  der  Quotient  -|  genau  Sß*~l  enthalt,  und  damit  ist 


die  Richtigkeit  der  obigen  Gleichung  (3)  dargethan. 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  zunächst  eine  merkwürdige  und  fftr 
das  Weitere  sehr  wichtige  Folgerung.  Da  nämlich  der  Differential- 
quotient jj  wegen  (1)  eine  Funktion  des  Körpers  K  ist,  so  sind  die 
beiden  Divisoren  0  0 

auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  einander  notwendig  äquivalent, 
und  daher  sind  ihre  Ordnungszahlen  einander  gleich,  wie  auch  £  und  q 
innerhalb  des  Körpers  angenommen  sein  mögen.  Sind  also  g  und  r\ 
zwei  beliebige  Funktionen  des  Körpers,  -sind  n$  und  nn  ihre  Grade, 
und  w$  und  wn  die  Ordnungen  ihrer  Verzweigungsteiler  3$  ™id  3»/*  80 
ästete  ip|- 2*1-^-2»,, 

d.  L  die  Zahl  w  —  2n  ist  eine  Invariante  des  Körpers,  denn  sie  ist 
unabhängig  von  der  Wahl  der  zu  Grunde  gelegten  Variabein.  Nach 
S.  226  ist  w  eine  gerade,  also  die  schon  früher  eingeführte  Zahl 

p  «yw-n  +  l 

eine  ganze  Zahl,  welche  für  jede  Grölse  von  K  den  gleichen  Wert 
besitzt.  Wir  nannten  dieselbe,  auf  S.  264  das  Geschlecht  von  K  und 
bezeichneten  sie  bereits  als  eine  der  wichtigsten  Invarianten  des  Körpers. 

§3- 
Jedes  Differential,  das  zu   dem  Körper  K  gehört,  kann  je  nach 
der  Wahl  der  Integrationsvariabein  in  sehr  verschiedenen  Formen  ge- 
schrieben werden.    Ist  g  die  Integrationsvariable,  &  der  Integrand,  so 
ist  das  zugehörige  Differential 
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und  beim  Übergänge  zu  einer  anderen  Integrationsvariabein  n\  erhalt  man 

wenn  % n  —  &  •  -p  gesetzt  wird.  Sind  ako  fe  und  g,  die  Integranden 
für  ein  und  dasselbe  Differential  d&9  wenn  man  das  eine  Hai  |,  das 
andere  Mal  t]  ab  Integrationsvariable  zu  Grunde  legt,  so  sind  diese 
beiden  GröJsen  des  Körpers  K  durch  die  Gleichung 

J,  =  dl  ~  n«  :  n| 

miteinander  verbunden,  d.  h.  es  besteht  für  zwei  beliebige  Gröfsen  g  und  17 
von  2T  die  Gleichung  ft  « 

wo  also  tt«  ein  algebraischer  Divisor  ist,  welcher  nur  von  dem 
Differential  d&9  aber  in  keiner  Weise  von  der  Wahl  der  Integrations- 
variabein %  oder  17  abhangt,  und  der  dem  Integrale  to  oder  dem 
Differentiale  d®  zugehörige  Differentialteiler  genannt  werden 
soll.  Umgekehrt  ist  aber  auch  das  Integral  ©  durch  den  zugehörigen 
Differentialteiler  to«,  bis  auf  eine  additive  Eonstante  vollständig  bestimmt, 
denn  für  eine  beliebige  Integrationsvariable  £  ist  ja  dann 

to   •  tif 
fc  —     ^         und    dco  —  ftdg. 

Alle   Differentialteiler  tow   sind   untereinander   äquivalent,  sie  gehören 
also  einer  und  derselben  Divisorenklasse  (TP*)  an;  denn  ist  für  zwei  be- 
liebige Differentiale:  ,  ,   ,,. 
*                                         dm  =  fcdg, 

so  ist  ja  für  die  zugehörigen  Differentialteiler  to»  und  ttv 

Q 

d.  h.  jener  Quotient  ist  eine  Gröfse  von  K,  und  da  tOa  —  &— {  ist,  so 
ist  die  Klasse  (TT)  mit  der  Klasse  aller  Divisoren  identisch,  welche 
äquivalent  dem  Divisor  -s  sind,  wenn  jj  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers 
bedeutet.  Es  kann  demnach  die  Klasse  (TT)  aller  Differentiale  auch 
als   die  Klasse  ( -H  bezeichnet  werden.     Umgekehrt  entspricht  auch 
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jeder  Divisor  to  dieser  Klasse  einem  Differentiale  dra;  denn  ist  to  äqui- 
valent -|>  so  besteht  ja  eine  Gleichung 

wo  £  eine  Gröfse  des  Körpers  JE"  ist,  d.  h.  to  entspricht  dem  Differentiale 

da>  =  tdt 

Wie  also  alle  und  nur  die  Divisoren  der  Hauptklasse  allen  GrÖlsen 
des  Korpers  K  gleich  sind,  so  entsprechen  alle  und  nur  die  Divisoren 

der  Klasse  (TT)  —  (— jj  allen  Differentialen  da,  welche   zu  diesem 

Korper  K  gehören.    Die  Ordnung  der  Differentialklasse  (-1 )  ist 

w-2n  =  2jp-2, 

ist  also  im  allgemeinen  von  Null  verschieden.  In  dem  vorher  be- 
handelten Beispiele  der  rationalen  Differentiale  war  p  —  0,  da  für  die 
einblättrige  Kugelfläche  $,  offenbar  w  =  0,  n  =  1  ist;  alle  Differential- 
teiler waren  dort  von  der  (—  2)tan  Ordnung;  hier  ist  die  Ordnung  durch 
den  Wert  der  Hauptinvariante  p  vollständig  bestimmt.  Während  dort 
aber  jeder  Divisor  der  (—  2)ten  Ordnung  ein  Differentialteiler  war,  ist 
das  hier  im  allgemeinen  nicht  der  Fall,  sondern  die  Klasse  (TP*)  der 
Differentialteiler  bildet  ebenso  einen  Teilbereich  aller  Divisoren  der 
(2p  —  2)ten  Ordnung,  wie  die  Hauptklasse  einen  Teilbereich  aller  Divi- 
soren nullter  Ordnung  bildet.  Die  Untersuchung  dieser  Divisorenklasse 
fällt  also  auch  hier  vollständig  mit  der  Betrachtung  aller  Abelschen 
Differentiale  zusammen.  Bezeichnen  wir  wieder  denjenigen  innerhalb 
der  Klasse  (Q)  beliebig  anzunehmenden  Multiplikator  D^  durch  welchen 
alle  Divisoren  der  Hauptklasse  in  die  zugeordneten  der  Klasse  (Q) 
übergehen,  als  den  Multiplikator  för  die  Klasse  (0,  so  kann  man  als 
Multiplikator  für  die  Differentialklasse  irgend  einen  Divisor 

*-% 

wählen,  wenn  g  eine  Gröfse  des  Korpers  K  bedeutet.  Diesem  Multi- 
plikator entspricht  dann  die  Darstellung  der  Differentiale  da  in  der 
Form  &d|,  d.  h.  die  Wahl  von  £  als  unabhängige  Variable;  denn  dann 

ist   ja    fe  «sä  -£-*>    also    in    der    That    der    zugeordnete    Divisor    der 

*  8 

Differentialklasse  gleich  fe-z*  —  ft»* 

Wir  fragen  nun  zunächst,  wie  sich  das  einem  Abelschen  Differentiale 
da  zugehörige  Integral  cd  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  Sß 
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verhält,  und  zeigen,  dals  auch  hier  die  Ordnungszahl  von  o  —  % 
durch  den  Differentialteiler  XDa  eindeutig  bestimmt  ist.  Es  werde  die 
Integrationsvariable  x  so  gewählt,  dals  der  gerade  betrachtete  Prim- 
faktor Sß  weder  in  nx  noch  in  3*  auftritt,  dals  also  die  Stelle  5ß  eine 
reguläre,  im  Endlichen  liegende  Stelle  der  Kugelfläche  9t*  ist  Beides 
ist  offenbar  möglich;  denn  man  braucht  ja  nur  für  x  eine  Grobe  zu 
wählen,  welche  in  Sß  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet,  was  nach 
der  Bemerkung  auf  S.  217  stets  möglich  ist,  so  entspricht  Sß  einer 
einfachen  Nullstelle  für  x  =  0.    Dann  ist  in  dem  Differentiale 

dm  =  &dx,     wo    &,  ^=  -jjp 

ist,  ^  in  Bezug  auf  Sß  von  genau  derselben  Ordnung  wie  tu«.  Ist 
also  tüa  genau  durch  $ßd  teilbar,  wo  d  positiv,  negativ  oder  Null  sein 
kann,  so  besteht  für  f^dx  in  der  Umgebung  von  Sß  die  folgende  Ent- 

wic  eung.        da)==$xdx==(adxd  +  ad+1x*+1-\ )dx, 

und  man  erhalt,  indem  man  die  Reihe  gliedweise  integriert: 

wo  cd0  die  Integrationskonstante  ist,  oder  für  den  speziellen  Fall  d  =  —  l: 

cd  —  ß>0  =  o^-ilg  aH , 

d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Ist  Sß  ein  tf-facher  Divisor  des  zu  dm  gehörigen  Differential- 
teilers to«,   so  ist  das  Integral  a>  —  co0  entweder  durch  $d+1 
oder  durch  IgSß  teilbar,  je  nachdem  d^-— 1  oder  rf— —  1  ist. 
Wir  sagen   nun   wieder,   ein  Integral   cd   verhält    sich    an   einer 
Stelle   Sß   regulär,   wenn   m  —  a>0   in   5ß   von   der  ersten  Ordnung  ist, 
wenn  also  in  der  Umgebung  von  5ß  die  Entwickelung  lautet 

i_                    2. 
cd  =  o0  +  <ot (x  —  a)a  +  a>% (x  —  a)a  H 

und  der  Koeffizient  a>t  von  Null  verschieden  ist  Dann  folgt  aus  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  dals  o  sich  für  alle  und  nur  die  Primdivisoren 
nicht  regulär  verhält,  welche  in  ft»  enthalten  sind. 

Schreiben  wir  den  Differentialteiler  tOa  ab  Quotient  zweier  ganzer 
Divisoren  . 

so  enthält  der  Nenner  ita>  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  alle  und 
nur  die  Primteiler  Sß,  welche  den  sämtlichen  Unendlichkeitsstellen  des 
Integrals  cd  entsprechen,  und  zwar  entspricht  jedem  einfachen  Prim- 
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faktor  eine  logarithmische  Uns  tetigkeites  teile,  jedem  Primfaktor  Sßw  ein 
Pol  der  (m  —  1)***  Ordnimg  des  Integrals.  Ebenso  enthält  der  Zahler  jw 
alle  und  nur  die  Stellen,  fär  welche  cd  —  a>0  ron  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  verschwindet  Die  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  $» 
und  tt«  ist  stets  gleich  2jp  —  2. 


§4. 

In  der  Theorie  der  rationalen  Differentiale  sahen  wir,  dafs  einem 
jeden  beliebig  gegebenen  Divisor  der  (—  2)ten  Ordnung  auch  ein  ratio- 
nales Differential  entspricht;  so  waren  wir  imstande,  direkt  die  Ele- 
mentarintegrale der  zweiten  und  dritten  Gattung  hinzuschreiben  und 
alle  übrigen  durch  sie  auszudrücken.  Für  die  algebraischen  Differentiale 
gehört  aber  im  allgemeinen  nicht  zu  jedem  Divisor  der  (2jp  —  2)ten 
Ordnung  ein  algebraisches  Differential,  vielmehr  mufs  derselbe  außer- 
dem noch  der  Differentialklasse  (W)  angehören.  Aber  unsere  früheren 
Untersuchungen  über  die  Divisoren  des  Körpers  K(e,  u)  setzen  uns  in 
den  Stand,  die  entsprechende  Aufgabe  ftlr  die  Abelschen  Differentiale 
ganz  ebenso  einfach,  aber  in  sehr  viel  weiterem  Umfange  zu  lösen. 

Die  Fundamentalaufgabe  in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale 

kann  nämlich  in  ihrer  allgemeinsten  Form  so  ausgesprochen  werden: 

Es    soll    ein    vollständiges    System    linear   unabhängiger 

Differentiale  dco  gefunden  werden,  deren  Divisoren  tom  Multipla 

eines  beliebig  gegebenen  Divisors  D  sind,  für  welche  also 

to«  —  ®„D 
ist,  wenn  ®a  irgend  einen  ganzen  Divisor  bedeutet. 
Diese  Aufgabe  kann,  und  zwar  für  eine  beliebig  gegebene  Integra- 
tionsvariable zf  folgendermaßen  gelöst  werden. 

Wir  bilden  nach  der  auf  S.  215  angegebenen  Methode  ein  Funda- 
mentalsystem 

i)  if\  t\ . . .  th 

des  Körpers  K  für  alle  Multipla  von  -=:>  und  zwar  möge  es  gleich  so 
gewählt  sein,  dals  es  für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (*<»ff0)  normal 
ißt    Zu  diesem  Systeme  bilden  wir  das  komplementäre 

2)  cm«... -?->); 

nach  dem  Satze  V  auf  S.  231  ist  dasselbe  dann  in  Bezug  auf  (z  =  a0) 
ebenfalls  normal,  und  es  kann  von  vornherein  so  geordnet  vorausgesetzt 
werden,  dafs  die  Ordnungszahlen  seiner  Elemente 

9i>     9*>  •  •  •  9n 
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in  Bezug  auf  diese  Stelle  eine  zunehmende  Reihe  bilden,  dafe  also 
allgemein  ~Qi<^~Qt+i  ist  Ist  dann  £W  das  erste  Element,  dessen 
Ordnungszahl  p,  ^>  2  ist,  so  bilden  die  folgenden  Differentiale 

I(0  I(0  I(0 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Abelscher  Differentiale 
d©  =  f,d£,  ftbr  welche  to«  ein  Multiplum  von  D  ist. 

Das  System  (g(1),  |w, . . .  |(n))  ist  nämlich  nach  der  Voraussetzung  ein 
Fundamentalsystem  für  die  Multipla  von  -g>  also  das  komplementäre 
(g(1),  6(S>, . . .  £(n))  ein  Pundamentalsystem  für  die  Multipla  des  komplemen- 
tären Divisors  q--  Da  dasselbe  aber  in  Bezug  auf  die  Stelle  (jer  =  cr0) 
aufserdem  normal  ist,  so  bilden  die  Elemente 

*  (*-«o)"~* 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  -*->  welche 
aufserdem  in  allen  n  Funkten  Sß17  Sß2, . . .  Sßn,  welche  bei  (^  =  ccXi)  über- 
einander liegen,  mindestens  die  Ordnungszahl  2  besitzen,  oder,  was 
dasselbe  ist,  jene  Elemente  bilden  ein  vollständiges  System  aller  Multipla 
des  Divisors  &$*_ 

TT' 

Dividiert  man  daher  jedes  dieser  Elemente  durch 

(*-«o)S=-^> 

so  erkennt  man,  dafs  in  der  That  die  Elemente  (3)  ein  vollständiges 

On* 
System  linear  unabhängiger  Multipla  von  -^  bilden,   also   den   Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügen.  * 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  sogenannten  Integrale  erster 
Gattung  w.  Wir  hatten  gesehen,  dab  es  keine  rationalen  Integrale 
giebt,  welche  auf  der  ganzen  einblättrigen  Kugelfläche  endlich  sind, 
weil  der  zugehörige  Differentialteiler  stets  von  der  (—  2)ten  Ordnung 
ist.  Da  für  die  hier  betrachteten  Abelschen  Integrale  der  Differential- 
teiler die  Ordnung  2p  —  2  besitzt,  so  können,  sobald  nur  p  ^  1  ist, 
sehr  wohl  solche  allenthalben  endliche  Integrale  erster  Gattung  w 
existieren,  denen  eben  ganze  Differentialteiler  tt)«  entsprechen;  aber  es 
ist  die  Frage,  ob  auch  in  der  Differentialklasse  immer  ganze  Divisoren 
vorhanden  sind.     Wir  stellen  uns  also  jetzt  die  Aufgabe,  die  Anzahl 
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aller  linear  unabhängigen  ganzen  Divisoren  tr>«  der  Differentialklasse  (  W), 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  aller  unabhängigen  Multipla  des 
Divisors  El  =  1  zu  bestimmen,  und  diese  ganzen  Divisoren  selbst  zu 
berechnen.  Die  diesen  entsprechenden  Abelschen  Integrale  w  bilden 
dann  ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster 
Gattung. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen   wir  an,   was  ja   eventuell  stets 
durch  eine  Substitution  e1  = erreicht  werden  kann,  dafs  der  Stelle 

(z  =  <x>)  n  reguläre  Punkte  der  Kugelfläche  8t,  entsprechen.  Alsdann 
können  wir  die  Stelle  (*=*  00)  an  Stelle  der  vorher  eingeführten  (*  =  cc0) 
wählen  und  daher  den  Linearfaktor  z  —  «0  überall  durch  —  ersetzen. 
Nach  der  soeben  angegebenen  Methode  bilden  wir  nun  zuerst  ein 
Fnndamentakyrtem  ^  ^       ^ 

für  die  ganzen  algebraischen  Funktionen  von  K(e9  w),  welches  für  die 
Stelle  (*  =  oo)  normal  ist,  und  es  bedeuten 

Qu  Pi>    •  •  Qn 

die  .Ordnungszahlen  der  n  Elemente  rfö  für  jene  Stelle,  und  zwar  sei 
die  Bezeichnung  der  rf**  so  gewählt,  daüs  Qt  ^>  q%  ^«  •  -2>  Qn  ist   Dann  ist 

?i  +  Pi  H r  Qn  Ä  —  y  > 

und  man  zeigt  leicht,  daüs  Pj  =  0  ist  und  alle  folgenden  Ordnungs- 
zahlen negativ  sind.  In  der  That,  eine  ganze  algebraische  Funktion  17 
besitzt  im  Endlichen  gar  keinen  Pol;  soll  sie  also  keine  Konstante 
sein,  so  mufs  sie  in  mindestens  einem  der  n  unendlich  fernen  Punkte 
von  negativer  Ordnung  sein,  ihre  Ordnungszahl  q  für  (0  =  00)  ist  also 
stets  negativ  und  nur  dann  Null,  wenn  rj  eine  Eonstante  ist.  Da  aber 
im  Körper  K  sicher  auch  die  Konstanten  auftreten,  so  mufs  ^(1)  =  c, 
folglich  (>!  =  0  sein,  aber  q%  kann  dann  nicht  mehr  Null  sein,  da  sonst 
auch  17O  konstant  wäre,  also  rf&  und  ijW  rational  abhängig  wären. 
Es  sei  nun 

das  komplementäre  System  zu  (ifü,  rf?\  . . .  ijM).     Sind  dann 

?U   ?S>  •  •  •  ?n 

die  Ordnungszahlen  seiner  Elemente,  so  ist  allgemein 

~Qi  —  —  Co 
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d.  h.  es  ist  ~Qt  =  0,  und  alle  folgenden  Ordnungszahlen  pf , . . .  ~Qn  sind 
positiv.  Ist  also  IjW  das  erste  Element,  dessen  Ordnungszahl  ^  2  ist, 
so  bilden  die  Funktionen 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Integranden  erster  Gattung; 

denn  sie  bilden  ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla 

n8 
von  ff-}  da  sie  ja  für  (g  —  oo)  alle  mindestens  die  Ordnungszahl  2  be- 
sitzen.   Da  ~Qt  »0,  ~Qi, . . .  ^,-i  alle  gleich  1,  also 

?i>     Pi  -  1>  •  •  •  ?*~i  —  1=0 
sind,  so  kann  ihre  Anzahl  auch  so  geschrieben  werden: 

?i+fö-i)+---+fo-i)=2^-»+i> 

and  da  nach  (1)  auf  S.  226 

!?*  =  -!?* -=I(a-l)  =  £ 

ist,  so  folgt  für  die  gesuchte  Anzahl  der  Wert 

4)  f-»+l=p, 

also: 

Die   Anzahl   aller  linear   unabhängigen    Integrale    erster 
Gattung  ist  stets  dem  Geschlechte  des  Körpers  K(s,  u)  gleich. 

Das  hier  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Bestimmung  der  un- 
abhängigen Integranden  erster  Gattung  hat  den  grofsen  Vorzug,  dafc 
es  nicht  nur  die  Anzahl  derselben  liefert,  sondern  uns  auch  ein 
endliches  und  für  jede  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  *  direkt  an- 
wendbares Verfahren  giebt,  um  die  p  linear  unabhängigen  Integranden 
erster  Gattung  explicite  zu  berechnen,  denn  wir  haben  auf  S.220 
und  221  gelernt,  ein  Fundamentalsystem  (rfl\  . . .  rjW)  für  die  ganzen 
Grofsen  des  Körpers  aufzustellen  und  aus  ihm  das  komplementäre 
System  zu  berechnen.  Wir  können  auch,  ohne  das  erste  System  zu 
berechnen,  ein  System  (1p), . . .  IjW)  für  die  Multipla  von  ^-  aufstellen, 
welches  fttr  (#=oo)  regulär  ist,  und  aus  ihm  direkt  die  unabhängigen 
Integranden  {rj®,  ~rjfüg7 . . .  l^V*-*)  finden.  Der  Umweg  über  das  System 
{rfx\  if*\  . . .  ijM)  der  ganzen  Funktionen  wurde  nur  für  die  Herleitung 
der  eleganten  Formel  4)  für  die  Anzahl  der  unabhängigen  Integrale  erster 
Gattnng  gewählt. 

Es  existieren  also  nur  dann  gar  keine  allenthalben  endlichen 
Integrale  w,  wenn  p  =  0  ist,  und  dies  ist  wieder  dann  und  nur  dann 
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der  Fall,  wenn  in  dem  für  (*  =  oo)  normalen  Fundamentalsysteme 
(v{1)y  rf^y  •  •  •  V(n))  aU6  Elemente  aufeer  dem  ersten  die  Ordnungszahl  —  1 
besitzen.  Da  endlich  die  Anzahl  j>  =  —  —  n  + 1  ihrer  Natur  nach  nie 
negativ  sein  kann,  so  ist  fOr  jede  n-blättrige  Riemannsche  Flache 

5)  t^*"1- 

§5. 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Untersuchungen  über  die  Divisorenklassen 
weiter  benutzen,  um  das  wichtigste  theoretische  Resultat  dieses  ganzen 
Gebietes,  den  sogenannten  Riemann- Roch  sehen  Satz,  ebenfalls  auf 
rein  algebraischem  Wege  und  ebenfalls  ohne  jede  beschrankende  Vor- 
aussetzung über  die  Natur  des  betrachteten  Korpers  herzuleiten. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  einfache  Aufgabe,  nur  die  Anzahl  aller 
linear  unabhängigen  Differentiale  dm  zu  bestimmen,  welche  Vielfache 
eines  beliebig  gegebenen  Divisors  D  sind;  oder,  was  dasselbe  ist,  es 
soll  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse  (TT) 
gefunden  werden,  welche  Multipla  des  Divisors  D  sind 

Ist  aber  (Q)  die  Klasse  des  Divisors  D,  so  ist  diese  Anzahl  für 
alle  Divisoren  der  Klasse  (Q)  dieselbe,  nämlich  nach  den  Ergebnissen 

des  §  5  auf  S.  265  gleich  der  Dimension  {  -q  \  der  Klasse  \-q)  •  Wir 
setzen  zur  Abkürzung 

i)  («'>-(■£)'  oder  (W-^- 

Sind  dann  q  und  q'  die  Ordnungszahlen  von  Q  und  Q\  so  ist,  da  die 
Ordnungszahl  der  Differentialklasse  (TT)  gleich  2p  —  2  ist: 

la)  q  +  4  =  2p-2f 

und  die  Anzahl  aller  unabhängigen  Multipla  von  D  innerhalb  (TP)  ist 
gleich  {Qf},  und  umgekehrt  ist  die  Anzahl  aller  Multipla  irgend  eines 
Divisors  D'  innerhalb  (W)  offenbar  gleich  {Q}. 

Der  Riemann-Rochsche  Satz  lehrt  uns  nun  eine  sehr  einfache  und 
sehr  wichtige  Beziehung  kennen,  welche  zwischen  den  beiden  Zahlen  {Q) 
und  [Q'}  besteht,  und  mit  deren  Hilfe  man  ohne  weiteres  eine  ganze 
Reihe  von  Fundamentaleigenschaften  der  Abelschen  Integrale  aussprechen 
kann.    Wir  gehen  jetzt  zur  Ableitung  dieses  Satzes  über. 

Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  die  unabhängige  Variable  z  so, 
dais  der  Stelle  (0—00)  n  reguläre  Punkte  der  Kugelfläche  entsprechen. 

Sind  D  und  D'  irgendwelche  Divisoren  der  Klassen  (Q)  und  (Q1), 
so   sind   die  Dimensionen  [Q]  und  [Q1}  gleich  der  Anzahl  der  linear 
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unabhängigen  Multipla  bzw.  von  -^  und  -*-,>  welche  in  dem  Körper 
K(js,u)  vorhanden  sind.  Da  die  gesuchte  Anzahl  ganz  unabhängig 
davon  ist,  wie  wir  den  Divisor  D  innerhalb  der  Klasse  (Q)  ausgewählt 
haben,  so  wollen  wir  denselben  so  annehmen,  dalls  er  jeden  der  n  zu 
der  Stelle  ($  =  oo)  gehörigen  Primdivisoren  Sß«,  einmal  und  nur  einmal 
im  Nenner  enthalt.  Nach  den  im  §  1  auf  S.250  gemachten  Ausführungen 
sind  wir  stets  imstande,  diesen  Bedingungen  zu  genügen.  Setzen  wir  dann 

so  ist  Qj  ein  Divisor,  welcher  keinen  einzigen  der  n  Teiler  ^ßM,  weder 
im  Zahler  noch  im  Nenner,  enthalt.    Es  sei  jetzt 

Setzen  wir  dann  in  gleicher  Weise 

so  enthält  auch  ü!t  keine  der  Stelle  (0  =  00)  entsprechenden  Divisoren, 
weil  sonst  das  Gleiche  für  3,  gelten  würde,  und  aus  der  Gleichung 

2)  D£y=ÖLp  =  ! 

ergiebt  sich,   dafe   0!   ein  Divisor   der  Klasse   (Qf)   ist,   für   welche 

W)  =  (|)  ist. 

Wir  finden  also  die  Dimensionen  {Q}  und  {Q! }  der  beiden  Klassen  (Q) 
und  ((?'),  wenn  wir  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Multipla  der 

Divisoren  -=  =  ^-  und  ^  =  J-  in  dem  Körper  K  aufsuchen. 

Um  diese  beiden  Anzahlen  zu  finden,  bestimmen  wir  zuerst  ein 
Pundamentalsystem  s^   j&         ^„w 

des  Körpers  K(js,u)  für  den  Divisor  g->  welches  für  die  "Stelle  (ß  =  od) 
normal  ist;  es  seien 

*u  r2, . . .  rn  (r.  ;>  r.+1) 

die  Ordnungszahlen  seiner  Elemente  für  jene  Stelle.  Dann  ist  das 
komplementäre  System  (2)  . 

ein  Fundamentalsystem  für  den  komplementären  Divisor 

°*  -     °*     -    * 
8."  ""  ßiO',  ~ö'i 
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welches  ebenfalls  für  die  Stelle  (e=*oo)  normal  ist  und  dessen  Ordnungs- 
zahlen für  diese  Stelle  bzw. 

sind.  Dann  sind  alle  und  nur  die  linear  unabhängigen  Multipla  von 
£  =  g-  in  dem  Systeme 

enthalten,  denn  alle  diese  Elemente  sind  Multipla  von  =->  weil  das 
System  (£(l))  ein  Fundamentalsystem  für  g-  ist,  aber  sie  sind  auch 
Multipla  yon  n,,  weil  sie  alle  mindestens  die  Ordnungszahl  + 1  für 
(z  =  oo)  besitzen,  Ihre  Anzahl,  die  Dimension  [Q}}  ist  also  durch  die 
Gleichung  W) -r1  +  r, +.-.  +  r. 

gegeben,  wenn  r,  die  letzte  Ordnungszahl  ist,  welche  ^  0  ist     Hier 

können  und  sollen  die  Ordnungszahlen  rt  =  0  mitgezählt  werden,  da 

sie  ja  an  der  Summe  nichts  ändern. 

Dagegen    sind    alle    und    nur    die    unabhängigen    Multipla    yon 
1  n9    . 

j=y  =  gr  m  dem  Systeme 

enthalten,  denn  alle  diese  Bind  Multipla  von  ~rr>  aber  auch  von  n,, 

weil  auch  sie  mindestens  die  Ordnungszahl  +1  für  0  —  <x>  haben.  Ihre 
Anzahl,  die  Dimension  \Q')  der  Ergäiizungsklasse  (Qf),  ist  also  gleich 

{Q')~-(rt+1  +  r$+i  +  --.  +  rn), 

weil  ja  nach  der  Voraussetzung  r,_|-i  die  erste  negative  Ordnungszahl 
in  dem  Systeme  (i  )}  also  —  r9+%  die  erste  positive  in  dem  komplemen- 
tären Systeme  (|w)  ist.  Durch  Subtraktion  ergiebt  sich  daher  die 
wichtige  Gleichung 

W}-W'}-fi  +  rf  +  ".  +  r.. 

Nun  war  aber  das  System  (|(1),  |(,), . . .  £(n))  ein  Fundamentalsystem  für 
die  Multipla  des  Divisors  g-  =  =—  >  dessen  Ordnung  gleich  —  (q  +  n) 
ist;  also  ist  * 

ri  +  *i  +  •  •  •  +  r»  -  q  +  n  -  y  —  q  -  p  +  1, 

wo  w  die  Verzweigungszahl  der  zu  z  gehörigen  Kugelfläche  SR,  ist;  die 
soeben  gefundene  Gleichung  geht  also  über  in 
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Wenn  man  aber  jetzt  Q  mit  Q'  vertauscht,  so  ergiebt  sich  die 
korrespondierende  Gleichung 

3a)  {^}  =  {<?}  +  a»_J,+  i. 

Subtrahiert  man  die  zweite  von  der  ersten,  so  kann  das  Resultat 
folgendermafsen  geschrieben  werden: 

i)  m-i-m-i- 

Ersetzt :  man  endlich  in  der  Gleichung  3  a)  die  Ordnung  q'  der  Er- 
ganzungsklasse  durch  2p  —  2  —  q,  so  erhalt  man  die  Relation: 

n)  {f}HG'}H«}  +  P-i-g. 

Die  Gleichungen  I)  und  H)  geben  uns  die  gesuchte  Beziehung  zwischen 
den  Dimensionen  von  zwei  beliebigen  Ergänzungsklassen  und  können 
folgendermafsen  in  Worten  ausgesprochen  werden: 

I)  Ist  (QQr)  =  (W),  so  besitzt  die  Differenz  zwischen 
der  Dimension  und  der  halben  Ordnungszahl  för  die  beiden 
Ergänznngsklassen  (Q)  und  (Q!)  stets  den  gleichen  Wert 

II)  Ist  D  ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  q  und  (Q)  seine 
Klasse,  so  ist  die  Anzahl  {Q1}  aller  unabhängigen  Differentiale  dw, 
deren  Divisoren  tom  Multipla  von  D  sind,  stets  gleich  der 
Dimension  der  Klasse  (Q),  vermehrt  um  die  Zahl  p  —  1  —  q. 

Diese  beiden  Theoreme  heifsen  der  Riemann-Rochsche  Satz. 


§6. 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Riemann-Rochschen 
Satze  fliefst  eine  grofse  Anzahl  wichtiger  Folgerungen,  von  denen  wir 
die  einfachsten  in  diesem  Abschnitte  behandeln  wollen. 

Es  sei  D  erstens  ein  Divisor  der  Hauptklasse,  also  äquivalent 
einer  beliebigen  algebraischen  Funktion  g  des  Körpers  K.  Dann  ist 
(Q)  =  {E),  q=*0,  und  {@}  =  {2£}—  1,  da  ja  die  Konstanten  die  einzigen 
ganzen  Divisoren  der  Hauptklasse  sind.    In  diesem  Falle  ist  also 

w>  -  (?)  -  w> 

und  aus  der  Gleichung  II)  des  vorigen  Abschnittes  ergiebt  sich  daher 
lW)-{E)  +  p-l-Pi 
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wir  erhalten  demnach  den  folgenden  Satz,  welcher  eine  Erweiterung 
des  vorher  für  Integrale  erster  Gattung  abgeleiteten  ist: 

Die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  a>,  deren 
Divisor  tt>„  ein  Vielfaches  einer  beliebigen  Funktion  g  des 
Körpers  K  ist,  ist  stets  gleich  dem  Geschlechte  des  Körpers. 

Wir  erkennen  sofort,  dafs  dieser  Satz  uns  die  Anzahl  der  Integrale 
erster  Gattung  liefert,  wenn  wir  speziell  £  =  1  wählen. 

Es  sei  zweitens  D  ein  beliebiger  Divisor,  dessen  Ordnung  q  =  —  v 
negativ  ist;  in  diesem  Falle  ist  {(?}  =  0,  weil,  wie  oben  bereits  erwähnt 
wurde,  kein  einziger  ganzer  Divisor  existiert,  dessen  Ordnung  negativ 
ist     Nach  II)  ist  also  hier 


W'}-{£}-»+j»-i. 


Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Integrale  cd,  deren 
Divisoren  tom  Multipla  eines  beliebigen  Divisors  von  negativer 
Ordnung  —  v  sind,  ist  stets  gleich  v  +p  —  1. 

Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  Q  ein  Divisor  nullter  Ordnung  ist, 
welcher  nicht  der  Klasse  (E)  angehört,  also  nicht  äquivalent  einer 
Gröfee  von  K  ist;  denn  auch  in  diesem  Falle  ist  ja  [Q]  =  0,  da  diese 
Klasse  nur  dann  einen  ganzen  Divisor  &  nullter  Ordnung  enthalten 
könnte,  wenn  ®  =  1  wäre,  was  unmöglich  ist,  wenn  Q  nicht  zur 
Hauptklasse  gehört;  in  diesem  Falle  ist  jene  Anzahl  also  gleich  p  —  1. 

Wir  spezialisieren  das  soeben  abgeleitete  Resultat  noch  weiter  und 
benutzen  es  zur  Beantwortung  der  folgenden  für  die  ganze  Theorie 
der  Abelschen  Integrale  grundlegenden  Frage. 

Jeder  Differentialteiler  konnte  in  der  Form 

Wo,  =  — -> 

d.  h.  als  Quotient  zweier  ganzer  Divisoren  dargestellt  werden,  und  der 
Nenner  tl«  bestimmt  alle  und  nur  die  Unendlichkeitsstellen  des  zugehörigen 
Integrals  nebst  ihren  Ordnungszahlen.     Wir  wollen  nach  der  Anzahl 

der   linear    unabhängigen    Differentialteiler    toa  —  --  mit    gegebenem 

"(0 

Nenner  n„  fragen,  d.  h.  nach  der  Anzahl  der  unabhängigen  Differentiale, 
welche  an  einer  Anzahl  beliebig  gegebener  Stellen  von  gegebener 
Ordnung  unendlich  werden.  Diese  Frage  können  wir  jetzt  offenbar  so 
aussprechen: 

He n sei  tu  Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  20 
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Es   sei   n«   ein   gegebener  ganzer  Divisor  vom  Grade  v. 
Wie  grofs  ist  die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Divisoren 

tu»  =  —  y  d.  h.  die  Anzahl  aller  unabhängigen  Mnltipla  von  - 

in  der  Klasse  (TT)? 

Hier  ist  also  Q  =  —  von  der  negativen  Ordnung  —  v,  und  die 

gesuchte  Anzahl  ist  gleich  der  Dimension  der  Klasse  (tt)*  d.h.  in 

unserem  Falle  gleich  der  Dimension  {nmTT},  und  da  —  die  negative 

Ordnung  —  v  besitzt,  so  folgt  aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze: 

Die  Anzahl   aller   linear   unabhängigen  Differentiale  da, 

deren  Nenner  gleich  dem  Divisor  n«  oder  ein  Teiler  desselben 

ist.  ist  stets  . 

v+p-1, 

wenn  v  den  Grad  des  Nenners  bezeichnet. 
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Die  Elementarintegrale  erster,  zweiter  nnd  dritter  Gattung.  —  Die  Differential- 
klasse  (TT)  ist  primitiv.  —  Es  giebt  keine  Integrale,  welche  nur  au  einer  Stelle 
und  zwar  logarithmisch  unendlich  werden.  —  Die  Elementarintegrale  zweiter  und 
dritter  Gattung.  —  Die  allgemeineren  Integrale  zweiter  Gattung.  —  Jede  Divi- 
sorenklasse (SR W)  ist  primitiv,  sobald  91  irgend  ein  ganzer  Divisor  von  höherer 
als  der  ersten  Ordnung  ist.  —  Jedes  Abelsche  Integral  ist  auf  eine  einzige  Weise 
als  Summe  von  Elementarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung  darstellbar.  — 
Funktionen  des  Körpers  mit  gegebenen  Polen. 

§1. 

Wir  wollen  jetzt  die  Abelschen  Integrale  als  Summen  möglichst 
einfacher  Integrale,  der  sogenannten  Elementarintegrale  erster, 
zweiter  nnd  dritter  Gattung  darstellen. 

Wir  nannten  Integrale  erster  Gattung  diejenigen,  welche  an  keiner 
einzigen  Stelle  unendlich  grofe  werden,  d.  h.  diejenigen,  deren  Differential- 
teiler gar  keinen  Nenner  besitzt.  Wir  zeigten,  dafs  es  genau  p  linear 
unabhängige  ganze  Divisoren 

©(1),    «»...«w 

der  Klasse  (TT)  giebt,  durch  welche  alle   anderen   ganzen   Divisoren 
dieser  Klasse  auf  eine  einzige  Art  in  der  Form 

®  _  ^«W  +  c,®«  +...  +  Cp®{p) 

mit  konstanten  Koeffizienten  dargestellt  werden  können.     Wählt  man 
irgend  eine  ftröfse  0  von  K  als  unabhängige  Variable  und  setzt  allgemein 

*/  =  -g-  (t-l,*,...*), 

so  bilden  die  p  Funktionen  des  Körpers, 

ein   vollständiges   System   linear  unabhängiger  Integranden,    und   die 

p  Integrale  /» 

Wi—  jsidz  (»=1,2,  ...p) 

ein   vollständiges   System   linear  unabhängiger  Integrale,   d.h.  es   gilt 
der  Satz: 

20* 
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Jedes  allenthalben  endliche  Integral  I  sdz  kann  auf  eine 
und  nur  eine  Weise  in  der  Form 

w  —  clw1  H \-  CpWp  +  c 

mit   geeignet  gewählten  konstanten   Koeffizienten    dargestellt 
werden. 
Wir  zeigen  zuerst,  dafs  die  Klasse  (W)  eine  primitive  ist,  d.  h. 
dafs  die  p  ganzen  Divisoren  @(1),  ©W, . . .  ®(p)  derselben  nicht  alle  einen 
und  denselben  gemeinsamen  Teiler  9R  besitzen. 

Ist  nämlich  p  der  Grad  jenes  Divisors  9R  und  (M)  seine  Klasse, 

und  die  p  ganzen  Divisoren  &19  ®if . . .  ©p  gehören  zu  der  primitiven 
Klasse  (W),  welche  durch  die  Gleichung 

(jfTf)-(TT) 
vollständig  bestimmt   ist;  jene   beiden  Klassen  sind  also  Ergänzungs- 
klassen.   Für  diese  beiden  Klassen  (-Bf)  und  (W)  besteht  aber  nach 
Formel  I)  auf  S.  304  die  Gleichung 

1)  {Äj-i-llrj-!, 

wenn  w  die  Ordnung  der  Klasse  (W)  bedeutet.    Nun  bestehen  aber 
nach  den  Sätzen  auf  S.  267  die  Gleichungen 

{W)  =  {W}=p,    w  =  2p-2-(i,    {Jf}-1; 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  (1)  ein,  so  ergiebt  sich 
zur  Bestimmung  der  Ordnungszahl  p  von  3JI  bzw.  von  (M): 

d.  h.  es  mufs  notwendig  p  —  0,  also  der  Teiler  aller  ganzen  Divisoren 
von  (W)  gleich  Eins  sein,  was  zu  beweisen  war. 

Dieses  Ergebnis  kann  auch  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 
Man  kann   stets   ein  Integral   erster   Gattung  w    finden, 
welches   sich  an   einer  beliebig   gegebenen   Stelle  Sß   regulär 
verhält. 
Wäre  nämlich  jedes  Integral  w  an  der  Stelle  ?ß  nicht  regulär,   wäre 
also  w  —  w0  stets  mindestens  durch  Sß*  teilbar,  so  wäre  Sß  ein  gemein- 
samer Teiler  aller   ganzen  Divisoren  ®  von  (W),   diese   Klasse   also 
keine  primitive. 

Die  nächst  einfachen  Integrale  wären  offenbar  die,  welche  nur  an 
einer  einzigen  Stelle,  und  zwar  von  möglichst  niedriger  Ordnung,  also 
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logarithmisch  unendlich  werden,  d.  h.  diejenigen,  deren  zugehöriger 
Teiler  to„  nur  einen  einzigen  Primteiler  5ß  und  zwar  in  der  ersten 
Potenz  im  Nenner  enthalt;  aber  die  soeben  gefundenen  Sätze  lehren 
uns,  dafa  solche  Integrale  nicht  existieren  können.  Für  sie  mufs 
nämlich  n»  —  ?ß  sein,  und  die  Ordnung  v  von  n»  ist  daher  =  1.  Also 
ergiebt  sich  aus  dem  Satze  auf  S.  306,  dafs  die  Anzahl  aller  linear  un- 
abhängigen Differentialteiler,  deren  Nenner  5ß  oder  ein  Teiler  von  Sß 
ist,  gleich  1  +  p  —  1  =»  p  ist. 

Nun  ist  aber  schon  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Differential- 
teiler da,  deren  Nenner  —  1  ist,  ebenfalls  p,  und  diese  sind  unter 
den  hier  aufzusuchenden  Differentialteilern  mit  enthalten.  Also  existieren 
au&er  diesen  keine  anderen  solchen  Differentialteiler  in  der  Klasse  TP, 

d.  h.  es  existiert  kein  einziger  Differentialteiler  -£  >  in  welchem   sich 

der  Nenner  5ß  nicht  vollständig  forthebt,  und  damit  ist  die  aufgestellte 
Behauptung  bewiesen. 

Wir  können  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 

Ist  ?ß  ein  beliebiger  Primdivisor  und  (P)  seine  Klasse,  so 
ist  die  Klasse  (PW)  eine  Klasse  vom  Teiler  Sß. 
Bilden  nämlich  ©(1), . . .  ©^  ein  vollständiges  System  unabhängiger 
ganzer  Divisoren  der  Klasse  (TT),  so  bilden  Sß©W, . . .  Sß®M  ein  eben- 
solches System  für  die  Klasse  (PW). 

Wir  sprechen  dieses  Resultat  in  dem  folgenden  Satze  aus,  den  wir 
auch  schon  in  dem  speziellen  Falle  der  rationalen  Differentiale  be- 
wiesen hatten: 

Es  giebt  kein  Abelsches  Integral,  welches  nur  an  einer 
Stelle  und  zwar  logarithmisch  unendlich  wird 


§2. 

Die  den  Integralen  erster  Gattung  am  nächsten  stehenden  sind 
also  diejenigen,  für  welche  der  Nenner  n«  des  Differentialteilers  nur 
aus  zwei  gleichen  oder  verschiedenen  Primfaktoren  besteht,  für  die 
also  to«  die  Form  hat: 


0(0  j  da» 

IP1       °  f^ 


hier  ist  der  Zahler  (nach  der  Bemerkung  auf  S.  297  oben)  ein  ganzer  Divisor 
des  2j>ten  Grades  während  5ß  und  5ß'  zwei  beliebige  Primfaktoren  bedeuten; 
von  den  zugehörigen  Integralen  würde  das  erste  nur  an  der  Stelle  Sß  und 
zwar  von  der  ersten  Ordnung,  das  zweite  nur  an  den  Stellen  5ß  und  Sßr 
und  zwar  logarithmisch  unendlich  werden.  Wir  haben  in  der  achtzehnten 
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Vorlesung  gesehen,  dafs  solche  Differentialteiler  im  Gebiete  der  rationalen 
Differentiale  existierten.     Sie  gehörten  zu  Integralen 

-j-^h?  -  rb  ***  ("~"')/(*-«h*-«')  =  lgK?' 

welche   wir   als   das   einfachste   Integral  zweiter  und  als  das  Integral 
dritter  Gattung  bezeichneten. 

Wir  zeigen,  dals  auch  im  Gebiete  der  Abelschen  Integrale  je  ein  und 
abgesehen  von  Integralen  erster  Gattung,  auch  nur  ein  Integral  dieser  Art 
existiert;  wir  wollen  sie  im  folgenden  ebenfalls  Integrale  zweiter  and 
dritter  Gattung  nennen.  Es  seien  5ß  und  5ß'  zwei  gleiche  oder  von- 
einander verschiedene  Primfaktoren.  Dann  ist  nach  dem  auf  S.  306  be- 
wiesenen Satze  die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Differentialteiler, 
welche  Multipla  von  ^«d ;  welche  also  von  der  Form  «^7  sind,  gleich 

Zu   diesen   gehören    aber    offenbar  die    linear    unabhängigen    ganzen 
Divisoren  der  Differentialklasse  (TT) 

»l>,    ©<*>, . . .  ©<*>, 
denn  jeder  von  ihnen  kann  ja  in  der  Form 

®   — W~' 
also  als  Multiplum  von  s™  geschrieben  werden.    Außer  diesen  muJBs 
also  noch  ein  weiterer  unabhängiger  Differentialteiler 


existieren,  dessen  Zahler,  wie  man  leicht  sieht,  weder  durch  Sß  noch 
durch  5ß'  teilbar  sein  kann.  Enthielte  nämlich  @<°)  etwa  den  Teiler  ?ß', 
wäre  also  ©«»  =  $'©«»,  so  wäre 


ein  Differentialteiler,  dessen  Nenner  gleich  Sß  wäre,  und  da  dies  nach 
dem  obigen  Beweise  nicht  möglich  ist,  wenn  sich  5ß  nicht  ebenfalls 
forthebt,  so  mutete  jener  (p  +  l)te  Differentialteiler  (1)  ebenfalls  ganz, 
also  durch  ®(1), . . .  @(^  darstellbar  sein,  wahrend  er  doch  von  ihnen 
linear  unabhängig  ist.    Es  giebt  diso  in  der  That  stets  einen  Differential- 


teiler, welcher  in  seiner  reduzierten  Form  gleich  |™  ist;  jeder  andere 
Divisor  mit  diesem  Nenner  ist  in  der  Form 

mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar. 
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Ist  also  5ß  ein  beliebiger  Punkt  der  Riemannschen  Fläche,  so 
giebt  es  stets  ein  Integral 

2)  tt  ~fitd*, 

welches  nur  an  der  Stelle  Sß  einen  Pol  erster  Ordnung  hat  und  sonst 
allenthalben  endlich  ist,  und  ebenso  giebt  es  stets  ein  Integral 

3)  »ii-Jt,!*'» 

welches  nur  in  zwei  beliebig  gegebenen  Punkten  5ßx  und  5ß2  und  zwar 
logarithmisch  unendlich  wird.  Jedes  andere  Integral  tx  oder  c512  der- 
selben Art  ist  eindeutig  in  einer  der  beiden  Formen  darstellbar: 

4n                           Tx  =Mi    +ciw1+--+cpwp  +  c 
äu=  d0w1%+ d1w1  H +  dpWj,  +  d. 

Das  Integral  zweiter  Gattung  t1  ist  auch  hier  nur  das  erste  von 
einer  ganzen  Reihe  anderer  tM,  welche  ebenfalls  nur  an  der  beliebig 
gegebenen  Stelle  5ß  einen  Pol,  aber  einen  solchen  von  der  p*611  Ordnung 
haben.  Für  sie  mufs  der  Differentialteiler  ein  Bruch  sein,  dessen 
Nenner  gleich  Jß^l-1  ist.  Auch  solche  Differentialteiler  sind  für  jeden 
Wert  yon  (i  stets  in  der  Differentialklasse  enthalten  und  wir  konnten 
sie  durch  eine  einfache  Erweiterung  des  soeben  geschilderten  Ver- 
fahrens leicht  finden.  Wir  wollen  aber  lieber  gleich  an  dieser  Stelle 
einen  allgemeinen  Satz  herleiten,  aus  welchem  die  Existenz  aller  jener 
Normalintegrale  und  die  Darstellung  eines  jeden  Integrals  durch  diese 
ohne  weiteres  folgt. 

Wir  hatten  gezeigt,  dafs  die  Differentialklasse  (W)  primitiv  ist, 
d.  h.  dafe  die  p  unabhängigen  ganzen  Divisoren  @W, . . .  ©(i>)  derselben 
keinen  gemeinsamen  Teiler  besitzen.  Multipliziert  man  aber  alle  Divi- 
soren von  (W)  mit  einem  beliebigen  Primteiler  5ß,  so  besitzt  diese 
Klasse  (5ßTT)  den  Teiler  Sß,  weil  ihre  unabhängigen  ganzen  Divisoren 
einfech  mit  den  p  Produkten  ($©(*>, . . .  $©<*>)  identisch  sind.  Bildet 
man  dagegen  die  Klasse  (^ßSß'TF),  indem  man  alle  Elemente  der 
Klasse  (tyW)  mit  einem  und  demselben  Primteiler  Sß'  multipliziert, 
so  ist  diese  Klasse  wieder  primitiv,  denn  wir  sahen,  dafs  zu  den  p  linear 
unabhängigen  ganzen  Divisoren  (SßSß'  ©W,  SßSß'  ©W, . . .  SßSß'  ©<*))  dieser 
Klasse  noch  notwendig  ein  weiterer  ganzer  Divisor  ©<0)  hinzutritt, 
welcher  weder  durch  Sß  noch  durch  5ß'  teilbar  ist.  Hieraus  folgt  aber, 
dafe  die  (p  +  1)  unabhängigen  ganzen  Divisoren  von  (SßSß'TP*) 

(@(°>,  Sß$ß'@<V..  $$'©<*>) 
überhaupt  keinen  Teiler  gemeinsam  haben,  dafs  also  jene  Klasse  primitiv 
ist;  denn  hatten  sie  alle  einen  Primteiler  5ß(0)  gemeinsam,  so  könnte  dieser 
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zunächst  nicht  gleich  ?ß  oder  5ßf  sein,  weil  ®(0)  ja  durch  beide  nicht 
teilbar  ist;  andererseits  kann  aber  ein  solcher  Teiler  nicht  in  den 
p  letzten  ganzen  Divisoren  auftreten,  denn  sonst  müfste  ja  Sß<°>  ein  ge- 
meinsamer Teiler  von  ©W, . . .  ®M  sein,  während  diese  doch  keinen 
solchen  Teiler  besitzen. 

Multipliziert  man  nun  alle  Divisoren  dieser  Klasse  (SßSß'TF)  mit 
einem  anderen  ganz  beliebigen  Prim teuer  Sß",  so  zeigt  man  ebenfalls 
leicht,  dafs  auch  diese  Klasse  ($ß5ßr5ß"TT)  primitiv  ist,  u.  s.  w.  Wir 
beweisen  nun  gleich  den  folgenden  ganz  allgemeinen  Satz: 

Ist  91  —  5ßi  5ßs . . .  Sß,  ein  beliebiger  ganzer  Divisor,  dessen 

Ordnung  v  gröfser  als  Eins  ist,  so  ist  die  Divisorenklasse  (91 W) 

stets  primitiv,  d.  h.  die  ganzen  Divisoren  dieser  Klasse  besitzen 

keinen  allen  gemeinsamen  Teiler. 

Den  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  fahren  wir  induktiv.  Es  sei  also  bereite 

bewiesen,  dafs  für  einen  ganzen  Divisor  v**T  Ordnung  91  die  Klasse  (91 W) 

primitiv  ist,  dats  also  ihre  v  +  p  —  1  unabhängigen  ganzen  Divisoren 

5)  ®x,    ®„  . . .  ®*+P-i 

teilerfremd  sind.  Ist  dann  5ß0  ein  beliebiger  Primteiler,  so  zeigen  wir, 
dafs  dann  auch  die  Klasse  (5ß09lTT)  ebenfalls  primitiv  ist  Gehören 
aber  die  (y  +p  —  1)  unabhängigen  ganzen  Divisoren  (5)  zu  (91  TT),  so 
gehören  die  (y  +  p  —  1)  unabhängigen  ganzen  Divisoren 

5a)  ft,®,,    $0®„  ...  $0  ©,+„_! 

sicher  zu  der  jetzt  betrachteten  Blasse  (5ß09lTT);  da  aber  die  Ordnung 
des  jetzt  betrachteten  Divisors  5ß09l  um  Eins  gröfser,  immlich  gleich 
(y  +  1)  ist,  so  ist  die  Dimension  dieser  Klasse  (^911^)  ebenfalls  um 
Eins  gröfser,  nämlich  gleich  v  +p;  es  mufe  also  in  dieser  Klasse  noch 
einen  ganzen  Divisor  ©0  geben,  der  von  den  Divisoren  (5  a)  linear  un- 
abhängig ist.  Derselbe  ist  durch  Sß0  sicher  nicht  teilbar,  denn  wäre 
®o  —  $o®o>  so  gehörte  ja  ©0  zur  vorigen  Klasse  (91  W),  wäre  also 
durch  die  (y  +p  —  1)  Divisoren  (5)  linear  darstellbar;  es  müfste  also 
®0  =  5ß®0  durch  die  Divisoren  (5  a)  mit  den  gleichen  Koeffizienten  dar- 
stellbar sein,  während  doch  ®0  von  ihnen  linear  unabhängig  ist  Also 
haben  die  v  +p  Divisoren 

(®0,    $0®!,    $0®,,...$0®H-i>-l) 

sicher  nicht  den  gemeinsamen  Teiler  Sß0,  aber  sie  besitzen  auch  keinen 
anderen  Primteiler  5ß,  welcher  von  Sß0  verschieden  ist;  denn  dieser 
müfste  ja  in  den  v  +p  —  1  Divisoren  ®1}  ®2, . . .  ®,+JB_i  enthalten 
sein,  welche  nach  der  Voraussetzung  teilerfremd  sind,  und  damit  ist 
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unsere  Behauptung  vollständig  bewiesen.  Wählt  man  speziell  91  —  ?ßj, 
so  zeigt  sich;  dafs  in  der  Klasse  OßJ+1TP")  ein  ganzer  Divisor  ©0 
existiert^  welcher  zu  5ß0  teilerfremd  ist.    Also  ist  der  Quotient 


*s+1 

ein  Divisor  der  Differentialklasse  (TP)  in  seiner  reduzierten  Form, 
dessen  Nenner  eine  beliebige  Potenz  des  beliebig  angenommenen  Prim- 
teilers ?ß0  ist.  Man  kann  also  in  der  That  stets  ein  Normalintegral  t? 
finden^  welches  an  einer  beliebig  gegebenen  Stelle  Sß  einen  Pol  von 
der  ebenfalls  beliebig  gegebenen  Ordnung  ft  besitzt 

§3. 

Unsere  UnterBuchungen  haben  bis  jetzt  ergeben;  dafs  die  zu  dem 
Körper  K{z,  u)  gehörige  Differentialklasse  genau  p  linear  unabhängige 
ganze  Divisoren 
1)  ®w,    ®n,...®{p) 

enthalt;  durch  welche  jeder  andere  ganze  Divisor  linear  und  homogen 
darstellbar  ist.  Ist  ferner  Sß0  ein  ein  für  allemal  beliebig  aber  fest 
angenommener  Primteiler  und  5ß  irgend  ein  anderer  von  5ß0  ver- 
schiedener Divisor,  so  existiert  innerhalb  (  W)  ein  sogenannter  Differential- 
teiler dritter  Gattung 

dessen  Zahler  zum  Nenner  teilerfremd  ist.  Endlich  existieren  für  jeden 
Divisor  Sß  die  Differentialteiler  zweiter  Gattung 

IIA  ®l  ®s  ©M 

lb)  #'    W>'"'y>' 

deren  Zahler  ebenfalls  durch  Sß  nicht  teilbar  sind;  in  allen  diesen 
Brüchen  denken  wir  uns  die  zugehörigen  Einheiten  oder  multiplikativen 
Eonstanten  willkürlich  aber  fest  bestimmt. 

Wir  zeigen  nun  genau  wie  in  der  Theorie  der  Partialbruchzerlegung; 
dafs  man  jeden  Divisor  ~ 

S 

der  Differentialklasse  in  Partialbrüche  zerlegen,  nämlich  durch  die  ein- 
fachen Brüche  (1);  (la),  (lb)  homogen  und  linear  mit  konstanten 
Koeffizienten  darstellen  kann.  Zu  diesem  Zwecke  beweisen  wir  den 
folgenden  einfachen  Satz: 
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Ist  Sß  irgend  ein  im  Nenner  93   enthaltener  Primteiler, 

SB**  die  höchste  in  93  enthaltene  Potenz  von  $,  so  kann  man 

ä  öl 

yon  g  ein  solches  Multiplnm  von  -^  abziehen,  dals  in  der 

Differenz  g  ^ 

der  Nenner  jenen  Primfaktor  höchstens  in  der  (p  —  l)**  Potenz 

enthalt. 
Nach  dem  auf  S.  255  bewiesenen  Satze  ist  jene  Differenz  wieder  ein 
Divisor  der  Differentialklasse  mit  demselben  Nenner  93,  dessen  Zahler 
von  Cp  abhängt  und  stets  so  bestimmt  werden  kann,  dafs  der  Zahler 
mindestens  durch  die  erste  Potenz  von  5ß  teilbar  ist.  Thnt  man  das, 
so  hebt  sich  5ß  mindestens  einmal  fort,  und  unsere  Aufgabe  ist  gelöst. 

ar 

Subtrahiert  man  von  dem  so  sich  ergebenden  Quotienten  ^  ein  solches 
Multiplnm  von  dem  Differentialteiler    **  x>  dals  die  Differenz  höchstens 

noch  5ßM  im  Nenner  enthalt,  und  fährt  so  fort,  so  gelangt  man 
zuletzt  zu  einem  Quotienten,  dessen  Nenner  höchstens  noch  die  erste 
Potenz  von  5ß  enthält.    Von  ihm  kann  man  dann  ein  solches  Multiplnm 

des  Differentialteilers  ~%  in  (lb)  abziehen,  dafs  der  neue  Quotient  — 

Sß  gar  nicht  mehr  im  Nenner  enthält,  während  vielleicht  statt  seiner 
die  erste  Potenz  des  Divisors  5ß0  im  Nenner  hinzugetreten  sein  kann, 
aber  seine  übrigen  Primfaktoren  mit  denen  von  93  übereinstimmen. 
Ist  nun  Sß*x  eine  sonst  noch  im  Nenner  93  oder  93  vorhandene  Potenz 
eines  Primfaktors,  so  kann  man  genau  ebenso  eine  solche  lineare 
homogene  Funktion  der  ftt  einfachen  Differentialteiler 

gr  zv 

von  -=-  abziehen,    dafs    der    so    sich    ergebende    Differentialteiler  -==- 

?ßi  ebenfalls  nicht  mehr  im  Nenner  enthält,  während  er  höchstens 
wieder  die  erste  Potenz  von  Sß0  enthalten  kann.  Fährt  man  in 
derselben  Weise  so  lange  fort,  bis  alle  Primteiler  des  Nenners  fort- 

fl(0) 

geschafft  sind,   so  ergiebt  sich  ein  Divisor  -~r-  der  Differentialklasse, 

welcher  höchstens  noch  den  festen  Teiler  5ß0  im  Nenner  haben  könnte 
und  da  dies  nach  dem  auf  S.  309  bewiesenen  Satze  unmöglich  ist,  so 
folgt,  dals  sich  5ß0  fortheben  muls,  dals  also  jener  letzte  Quotient 
ein  ganzer  Divisor  der  Differentialklasse  ist,  und  dieser  ist  nach  der 
obigen  Bemerkung  durch  die  p  unabhängigen  ganzen  Divisoren  (1) 
linear  darstellbar.    Also  ist  in  der  That  jeder  Divisor  der  Differential- 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  3.  Lineare  Darstellung  eines  Abelschen  Integrales  durch  die  Elementarintegrale.  315 

klasse  durch  die  Elementardivisoren  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
darstellbar. 

Diese  Elementardivisoren  sind  aber  linear  unabhängig.  Dies  kann 
man  entweder  direkt  oder  mit  Hilfe  des  Riemann-Rochschen  Satzes 
folgendermaßen  zeigen:  Es  sei 

ein  beliebiger  ganzer  Divisor,  dessen  Ordnung 

ist  und  von  dem  wir  annehmen,  daüs  er  auch  den  festen  Primteiler  930 
enthalt.  Dann  ist  jeder  Divisor  g,  wie  soeben  bewiesen  wurde, 
homogen  und  linear  darstellbar  durch  die  p  ganzen  Divisoren 

©W,     ©W, . . .  ®<*>, 
ferner  durch  die  h  Divisoren  dritter  Gattung  mit  den  Nennern: 

Mi,  *,&,...&*„ 

und  endlich  für  jede  Primfaktorenpotenz  $ßf '  durch  die  fi,-  —  1  Divisoren 
zweiter  Gattung  mit  den  Nennern: 

%  %...$?  (»=o,i,. ..Ä), 

also  im  ganzen  durch 

und  da  die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Divisoren  mit  dem 
Nenner  93  nach  dem  Riemann-Rochschen  Satze  den  gleichen  Wert  hat, 
so  sind  diese  Divisoren  in  der  That  notwendig  linear  unabhängig. 

Es  sei  jetzt  o  —  /  %äz  ein  beliebiges  Integral  und  tu«  —  g  der 

zugehörige  Differentialteiler.  Stellt  man  nun  to«  linear  und  homogen 
durch    die   Differentialteiler   erster,   zweiter  und   dritter  Gattung   dar, 

multipliziert  dann  jene  Gleichung  mit  -£-  dz  und  integriert  dann  auf 

beiden  Seiten,  so  geht  die  linke  Seite  in  cd,  die  rechte  in  eine  homogene 
lineare  Funktion  der  zugehörigen  Elementarintegrale  über,  und  man 
erhält  so  den  Satz: 

Jedes  Abelsche  Integral  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise 

als  Summe  von  Elementarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter 

Gattung  dargestellt  werden. 

§4- 

Die  bewiesenen  Sätze  lehren,  dafs  die  Klasse  W  der  Differential- 
teiler insofern  ein  einfaches  Verhalten  besitzt,  als  man  den  Nenner  lt„ 
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des  Differentialteilers  mit  der  einzigen  Einschränkung  willkürlich 
geben  kann,  dafc  seine  Ordnung  v  nicht  gleich  1  sein  darf;  dabei  ist 
ferner  die  Dimension  der  so  bestimmten  Schar  von  Differentialen  aus- 
schließlich  von  der  Ordnungszahl  v,  nicht  aber  von  der  besonderen  Aus- 
wahl des  Divisors  n»  abhangig.  Wir  wollen  nun  noch,  ebenfalls  mit  Hilfe 
des  Biemann-Bochschen  Satzes,  zeigen,  dafs  die  entsprechenden  Eigen- 
schaften der  Hauptklasse,  welche  ja  aus  den  zu  den  Funktionen  des 
Körpers  gehörigen  Divisoren  besteht,  von  viel  komplizierterem  Charakter 
sind.  Diese  beiden  ausgezeichneten  Divisorenklassen  sind  also  sehr 
verschiedenartigen  Gesetzen  unterworfen. 

Wir  bestimmen  also  jetzt  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Funktionen  £  des  Körpers,  deren  Nenner  n*  ein  gegebener  ganzer 
Divisor  jQ  von  der  Ordnung  q  oder  ein  Teiler  von  D  ist  Diese  An- 
zahl ist,  wenn  Q  die  Klasse  von  jQ  ist,  gleich  [Q}]  nach  dem  Biemann- 
Bochschen  Satze  ist  aber 

»i-H?}-f 

wo  q'  =  2(p  —  1)  —  q  ist,  also 

1)  {G}-2-J>+l  +  {f}- 

Ist  nun  erstens  q1  negativ,  also 

2a)  2>2(p-l), 

so  ist  I  -?)-}  —  0,  also 

3a)  KM- *-*  +  !. 

In  diesem  Falle  und  auch  nur  in  diesem  ist  also  die  Dimensionszahl 
unabhängig  von  der  besonderen  Auswahl  des  Divisors  D  und  schon 
durch  die  Ordnungszahl  q  völlig  bestimmt;  die  in  der  Gleichung  (5b) 
auf  S.  264  gegebene  untere  Grenze  flir  [Q]  stellt  zugleich  den  genauen 
Wert  der  Dimension  dar.  Die  hierzu  erforderliche  UngleichheitB- 
bedingung  (2a)  ist  aber  für  beliebige  Werte  der  positiven  Ordnungs- 
zahl q  nur  erfüllt,  wenn  jp  —  0  oder  =  1  ist.  Ist  aber  p  >  1,  so  ver- 
halten sich,  wie  nunmehr  zu  erweisen  ist,  die  Divisoren  D  von  niedriger 
Ordnungszahl  anders  als  diejenigen,  deren  Ordnung  oberhalb  der  unteren 
Grenze  2(p  — 1)  liegt. 

Wir  wollen  jetzt,  wenn  zweitens 

2b)  £<;2(jp-l)    und    p>l 

ist,  über  die  Beschaffenheit  des  Divisors  D  eine  Voraussetzung  hinzu- 
fügen,  durch   welche   alle   Divisoren  von  ungewöhnlichem  Verhalten 
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ausgeschlossen  werden.    Da  es  nämlich  für  die  genaue  Bestimmung 

TP" 
von  {Q}   anf  die  Dimension  6  der  Erganzungsklasse  -g-  ankommt,  so 

haben  wir  diese  Zahl  zu  diskutieren  und  wählen  zu  diesem  Zwecke  die 
einzelnen  Primfaktoren  von  O  successive  und  zwar  so  aus,  daJh  bei 
der  Bestimmung  von  6  singulare  Vorkommnisse  ausgeschlossen  bleiben. 
Einen  ersten  Punkt  5ßj  wählen  wir  willkürlich  und  wissen  dann  nach 
dem  Satze  auf  S.  308,  daHs  nicht  alle  Fundamentaldivisoren 

der  Klasse  W  durch  5ßx  teilbar  sein  können.    Wir  können  daher  ®W 

zu  ^  relativ  prim,  ®(i),  ®(8), . . .  @(j>)  aber  durch  ^  teilbar  annehmen, 

denn  wenn  diese  Annahme  nicht  von  vornherein  erfüllt  ist,  so  können 

wir  zunächst  die  obigen  Divisoren  passend  umordnen  und  sodann  für 

*  >  1   ©<•">  durch  @0  —  c<®(1)  ersetzen,  worin  die  Konstante  d  gleich 

«(0 
dem  Werte  der  Funktion  — jrr  im  Punkte  Sßx  ist;  durch  eine  solche 

Transformation  wird  offenbar  das  ursprüngliche  System  nur  durch  ein 
anderes  ersetzt,  welches  ebenfalls  ein  Fundamentalsystem  für  die  ganzen 
Divisoren  der  Klasse  W  ist.  Daher  ist,  wenn  D  =  ^  ist,  die  Anzahl 
der  durch  5ßt  teilbaren  Divisoren  der  Klasse  W,  <L  i. 


{?} 


Die  Divisoren  ®w,  @w, . . .  ®(p)  können  nun  allerdings  aufiser  dem 
Primfaktor  ^  noch  einen  höheren  gemeinsamen  Teiler  ^S^  haben; 
wir  können  aber  in  jedem  Falle  einen  zweiten  Primdivisor  5ßa  so 
wählen,  dafa  nicht  alle  jene  p  —  1  Divisoren  den  Faktor  S&Sßj  erhalten; 
hierbei  müssen  eben  nur  die  Primfaktoren  von  S\  ausgeschlossen 
werden.  Nachdem  dies  geschehen,  können  wir,  ganz  analog  wie  vorher, 
durch  Transformation  erzielen,  dafs 

©(,),  ®(4),...®('> 

durch  $i$i  teilbar  werden,  wahrend  ®W  nur  durch  5ß1;  aber  nicht 
durch  SJ^Sßg  teilbar  ist    Daher  ist,  wenn  D  —  %%  ist: 


ra-'- 


Die  Divisoren  ®(8), . . .  ®(p)  können  wieder  einen  höheren  gemeinsamen 
Teiler  als  ^^  haben,  man  kann  aber  jedenfalls  den  Punkt  Sß8 
so  wählen,  dafs  nicht  alle  jene  p  —  2  Divisoren  durch  ^SßjSßs  teilbar 
werden,  und  nachdem  dies  geschehen,  durch  Transformation  erreichen, 
dais  die  Divisoren 
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4 

den  Paktor  $!$»$»  haben,  wahrend  ©<s>  nur  durch  ^$2,  nicht  aber 
durch  $!$,$,  teilbar  ist;  dann  ist,  wenn  Q«^^^,  ist: 


{?)-'- 


In  dieser  Weise  fortgehend,  können  wir,  und  zwar  auf  unendlich 
mannigfache  Arten,  da  immer  nur  eine  endliche  Zahl  von  Ausnahme- 
pnnkten  ausgeschlossen  wird,  p  Punkte  tyl7  *ßa; . . .  typ,  die  nicht  un- 
bedingt alle  verschieden  sein  müssen*),  so  bestimmen,  daüs  in  der 
Reihe  der  Fundamentaldivisoren 

die  letzten  p  —  x   durch  ^Sß,  ...Sßx  teilbar  sind,   wahrend  @W  zwar 
durch  $!$*...$,_!,  aber  nicht  durch  $&$,...$,  teilbar  ist 
Ist  nun  die  Ordnungszahl  q<*p,  so  nehmen  wir  den  Divisor 

ist  aber  p  <  q  <;  2(p  —  1),  so  nehmen  wir  D  gleich  einem  Vielfachen 
von  Dp=  3$!^...$!,;  dann  ist,  nach  dem  eben  Bewiesenen,  im  ersten 
Falle 

im  zweiten 

i  "ar\ 

o. 


I?} 


Tragen  wir  dies  in  die  Formel  (1)  ein,  so  finden  wir: 

für  q<p: 

3b)  -  [Q]  - 1, 

fttr  p  <q^2(p—  1),  ebenso  wie  im  ersten  Falle: 

3c)  W}-«-j»+l; 

es  ergiebt  sich  also  fttr 

q  -  1,  2,  3, . .  .p- 1,  p,p  +  l,p  +  2, . . .  2(i>-l): 
{«}- 1,1,1,...    1,      1,     2,         3,     ...     p-1. 

Hiernach  ist  im  Falle  q<^p  der  Divisor  D  bei  nicht  spezieller  Aus- 
wahl, abgesehen  von  ProportionaUtatsfaktoren,  der  einzige  ganze  Divisor 
seiner  Blasse;  die  Funktion 

£  —  -j=r-  —  const. 


*)  Spätere  Untersuchungen  ergeben,  dafs  man  sich  sogar  so  einrichten  kann, 
dafs  die  Pnnkte  % ,  $,,  .  .  .  %p  alle  gleich  werden. 
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ist  dann  die  einzige  Funktion  mit  dem  Nenner  O;  somit  giebt  es 
auch  keine  eigentliche  Funktion  des  Körpers,  welche  weniger  als 
p  willkürlich  gewählte  Pole  besäCse.  Hingegen  giebt  es,  in  Überein- 
stimmung mit  dem  Satze  auf  S.  264,  Funktionen  (p  + 1)*",  (p  +  2)*", . . . 
(2p  —  2)***  Ordnung  mit  willkürlichen  Polen,  und  die  Dimension  einer 
solchen  Funktionenschar  mit  dem  Nenner  D  ist  bei  nicht  spezieller 
Auswahl  von  D,  ebenso  wie  im  ersten  Falle,  gleich  q—  p  +  1. 

Die  Spezialdivisoren,  welche  hier  ausgeschlossen  werden  mufsten 
und  welche  auf  die  Bestimmung  der  Dimension  ihrer  Klasse  einen 
anderen  Einfluis  ausüben,  als  die  gewöhnlichen  Divisoren  der  Ordnung  q, 
sind  für  die  Erkenntnis  des  Aufbaues  des  Körpers  von  groiser  Be- 
deutung und  werden  uns  spater  öfter  begegnen;  hier  sollte  zunächst 
nur  festgestellt  werden,  dafs  die  Hauptklasse  ganz  anderen  und  viel 
verwickeiteren  Gesetzen  unterliegt,  als  die  in  dieser  Hinsicht  so  ein- 
fache Klasse  der  Differentiale. 
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Perioden  eines  Abdachen  Integrals.  —  Verschiedenes  Verhalten  der  Körper  mit 
yerschwindendexn  und  mit  positivem  Geschlecht.  —  Analysis  situs.  —  Einfach 
und  mehrfach  zusammenhängende  Flächen.  —  Verwandlung  der  letzteren  in  einfach 
zusammenhängende  durch  Querschnitte.  —  Ordnung  des  Zusammenhanges  der 
Riemannscben  Fläche.  —  Abelsche  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
bei  beschränktem  und  uneingeschränktem  Verlaufe  des  Integrationsweges.  —  Die 
Summe  der  Residuen  eines  Abelschen  Differentials  ist  gleich  Null  —  Bestimmung 
der  Abelschen  Integrale  durch  ihre  Unstetigkeiten. 

§1. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  ebenso  wie  wir  dies  in  §  4  der  acht- 
zehnten Vorlesung  für  Integrale  rationaler  Funktionen  gethan  haben, 
so  jetzt  für  ein  Abelsches  Integral 


1)  <o=Jidz 


zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  der  Wert  desselben  vom  Integrations- 
wege abhängt.  Diese  Aufgabe  ist  nach  den  damaligen  Ausführungen 
völlig  identisch  mit  der  anderen,  eine  Losung  der  Differentialgleichung 

*>  £-• 

mitsamt  allen  analytischen  Fortsetzungen  der  Integralfunktion  ©Oß)  zu 
untersuchen.  Beide  Formulierungen  der  Aufgabe  unterscheiden  sich 
nur  dadurch  voneinander,  daJjs  wir  das  erste  Mal  die  Gauchysche,  das 
andere  Mal  die  durch  das  Weierstrafesche  Prinzip  der  analytischen 
Fortsetzung  vertiefte  Eulersche  Integraldefinition  zu  Grunde  legen. 

Setzen  wir  nun  auch  hier  die  Integralfunktion  über  einen  ge- 
schlossenen Weg  fort,  indem  wir  den  Punkt  Sß0,  für  welchen  wir  die 
einzelnen  Funktionenelemente  bilden,  auf  der  Riemannschen  Flache 
einen  Umlauf  s  machen  lassen,  so  unterscheiden  sich  die  beiden  Ele- 
mente für  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  dieses  Weges  nur  um  eine 
Eonstante  c,  da  beide  derselben  Differentialgleichung  (2)  genügen. 
Diese  Eonstante  kann  daher  auch  durch  das  über  den  geschlossenen 
Wegs  erstreckte  Integral 

c= Jldss 
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dargestellt  werden.  Jedes  über  einen  geschlossenen  Weg  erstreckte 
Integral  kann  so  als  Differenz  zweier  Elemente  der  Integralfunktion 
auftreten;  jedes  derartige  Integral,  mag  es  nun  gleich  Null  oder  von 
Null  verschieden  sein,  soll  daher  als  eine  Periode  des  Integrals  be- 
zeichnet werden.  Stellt  sich  alsdann  in  speziellen  Fallen  heraus,  dafs 
alle  Perioden  gleich  Null  sind,  so  ist  die  Integralfunktion  o($)  eine 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Riemannschen  Fläche. 

Versuchen  wir  jetzt  einen  Überblick  über  die   Gesamtheit    der 
Perioden  des  Integrals  zu  gewinnen,  so  liegt  es  nahe,  einen  ähnlichen 
Weg  wie  bei  den  Integralen  rationaler  Funktionen  einzuschlagen  und 
zuvorderst  Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  die  Integralfanktion 
<o(5ß)   nach  Fortsetzung  über  einen  geschlossenen  Weg  s  ungeändert 
bleibt.    In  der  That  können  wir  auch  einen  dem  damals  bewiesenen  Fun-   * 
damentaltheoreme  völlig  analogen  Satz  aufstellen,  nämlich  den  folgenden: 
Wenn  auf  der  Riemannschen  Fläche   eine   geschlossene 
Kurve  s  ein  Gebiet  abgrenzt,  innerhalb  dessen  kein  logarith- 
mischer Punkt  der  Integralfanktion  ©  gelegen  ist,  so  bleibt 
a>($ß)  bei  einem  Umlaufe  längs  s  ungeändert. 
Der  Beweis   erfolgt  wortlich  durch  dieselben  Schlüsse,   wie   bei   dem 
analogen  Satze  auf  S.  281.     Wenn  wir  an  Stelle  der  Eulerschen  die 
Definition  des  Integrals  als  Grenzwert  einer  Summe  benutzen,  so  tritt 
an  die  Stelle  des  obigen  Fundamentaltheorems  der   Satz   von   Cauchy, 
welcher  nur  nach  der  Methode  des  Beweises  von  dem  vorigen  ver- 
schieden, seinem  Inhalte  nach  aber  mit  ihm  völlig  äquivalent  ist: 

Das  Integral  co  =  I  %dß,  über  die  Begrenzungskurve  eines 
Gebietes  hin  erstreckt,  innerhalb  dessen  die  Integralfunktion 
keine  oder  nur  polare  Unstetigkeiten  besitzt»  ist  stets  gleich  Null. 
Bei  der  Anwendung  eines  dieser  beiden  Sätze  auf  Integrale  ratio- 
naler Funktionen  hatten  wir  nun  die  stillschweigende,  aber  für  die 
gewöhnliche  Kugelfläche  evidente  Annahme  machen  können,  dais  jede 
beliebige  geschlossene  Kurve,  die  sich  nicht  schneidet,  auch  die  Kugel- 
flache in  zwei  getrennte  Gebieteteile,  einen  inneren  und  einen  äuberen, 
zerlegt  Der  Beweis  des  ersten  der  beiden  obigen  Sätze  kam  dann 
eben  dadurch  zustande,  dais  wir  das  Innere  der  Kurve  durch  einen 
Schnitt  in  zwei  Teile  zerlegen,  also  auch  beliebig  verkleinern  und 
schlie&lich  auf  den  Bereich  eines  Punktes  zusammenziehen  konnten, 
in  welchem  Falle  der  Satz  selbstverständlich  ist.  Ganz  ebenso  setzt 
auch  die  Anwendung  des  Gauchyschen  Integralsatzes  voraus,  dafs  das 
Verhalten  der  Funktion  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve  bestimmten 
Bedingungen  genügt. 

Hantel  n.  Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  21 
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Auf  einer  Riemannschen  Kugelfläche  aber  ist  es  weder  selbst- 
verständlich, noch  auch  im  allgemeinen  richtig,  dafs  eine  beliebige 
geschlossene  Kurve,  welche  sich  nicht  schneidet,  die  Flache  in  zwei 
getrennte  Gebietsteile  zerlegt.  Vielmehr  kann  es  sehr  wohl  eintreten, 
dafa  nach  Ausführung  eines  derartigen  Schnittes  die  Fläche  zusammen- 
hängend bleibt,  so  dals  man,  ohne  jenen  Schnitt  zu  kreuzen,  immer  noch 
zwei  beliebige  Punkte  der  Fläche  durch  einen  fortlaufenden  ganz  auf 
der  Fläche  gelegenen  Kurvenzug  verbinden  kann.  Betrachten  wir  z.  B. 
die  zweiblättrige  Biemannsche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten 
SBjSBgSBgSBj.  Da  bei  einem  Umlaufe  um  einen  Verzweigungspunkt  die 
beiden  Funktionszweige  sich  miteinander  vertauschen,  so  können  wir  in 
diesem  Falle,  wie  überhaupt  bei  zweiblättrigen  Flächen,  etwas  einfacher 
als  im  allgemeinen  bei  der  Zusammenheftung  der  beiden  Blätter  verfahren. 

Wir  können  nämlich  die 
Punkte  »!,  SBg,  ®8,  84  in 
beiden  Blättern  paarweise 
durch  Schnitte  verbinden, 
die  z.  B.  von  S3t  nach  33* 
und  von  SB,  nach  854  laufen, 
und  sodann  das  rechte  und 
linke  Ufer  des  im  oberen 

Blatte  verlaufenden 
Schnittes  resp.  mit  dem 
linken  und  rechten  Ufer  des  entsprechenden  Schnittes  im  unteren  Blatte 
zusammenheften.  Zieht  man  nun  im  oberen  Blatte  eine  geschlossene 
Kurve  a,  welche  die  beiden  Verzweigungspunkte  83^  und  95a  in  posi- 
tivem Sinne  umkreist,  so  bleibt  die  Riemannsche  Fläche  nach  Aus- 
fuhrung dieses  Schnittes  zusammenhängend.  Man  kann  nämlich  immer 
noch  von  einem  Punkte  Sß*  auf  dem  linken  Ufer  des  Schnittes  a  zu  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  9$Q  des  rechten  ohne  Durchkreuzung  des 
Schnittes  gelangen,  wenn  man  von  Sßi  nach  dem  Schnitte  S^SB, 
wandert,  über  diesen  in  das  untere  Blatt  tritt,  sodann  in  dem 
unteren  nach  S3SS34  und  über  diesen  Schnitt  in  das  obere  zurück- 
tritt, um  schlielslich  wieder  im  oberen  Blatte  bis  zum  Punkte  ^  zu 
gehen.  In  der  obenstehenden  Figur,  welche  diese  Schnitte  darstellt, 
sind  die  im  oberen  Blatte  verlaufenden  Linien  ausgezogen,  die  im 
unteren  punktiert  gezeichnet.  Bei  dieser  Figur  hat  man  wohl  zu 
beachten,  dafs  die  beiden  Wege  a  und  b  sich  in  dem  Punkte  % 
aufser  diesem  aber  in  keinem  zweiten  treffen,  denn  der  zweite  Treff- 
punkt der  beiden  Kurven  (in  der  Figur  durch  ©  bezeichnet)  ist  ein 
scheinbarer,  da  daselbst  die  eine  Kurve  a  im  oberen,  die  andere  b  im 
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unteren  Blatte  verlauft,  die  beiden  Linien  also  dort  keine  Kontiguität 
haben;  man  kann  also  in  der  That  auf  der  bereits  durch  a  zer- 
schnittenen Flache  von  ?ßa  nach  ?ßQ  und  somit  überhaupt  von  jedem 
Punkte  zu  jedem  anderen  gelangen. 

Will  man  also  auch  für  Riemannsche  Flächen  den  obigen  Funda- 
mentalsatz  in  Anwendung  bringen,  so  muXs  eine  Untersuchung  über 
die  Art  des  Zusammenhanges  der  Flache  vorangehen.  Riemann,  der 
die  Bedeutung  derartiger  Zusammenhangsuntersuchungen  für  die  Theorie 
der  Funktionen  zuerst  erkannt  und  die  grundlegenden  Satze  aufgestellt 
hat,  bezeichnet  Aufgaben  der  hierher  gehörigen  Art,  bei  welchen  es 
sich  ausschließlich  um  die  Untersuchung  von  Orts-  und  Gebiets- 
verhaltnissen gegebener  Flächen  oder  Mannigfaltigkeiten  handelt,  als 
Probleme  der  analysis  situs.  Diese  Riemannschen  Sätze  ergeben  nun 
das  merkwürdige  und  folgenreiche  Resultat,  dafs  die  Art  des  Zu- 
sammenhanges einer  Riemannschen  Fläche  allein  von  dem  Geschlechte  p 
des  Korpers  abhängt. 

Dafs  die  Entscheidung  der  hier  auftretenden  Fragen  ganz  wesent- 
lich von  dem  Werte  des  Geschlechtes  bedingt  sein  mufe,  kann  be- 
reits aus  einigen  der  früher  aufgestellten  Sätze  erschlossen  werden. 
Wenn  nämlich  das  Geschlecht  des  Körpers  K(z,  u)  gleich  Null  ist, 
so  giebt  es  nach  dem  Satze  auf  S.  264  eine  Funktion  erster  Ordnung 
und  man  kann  den  Grad  des  Körpers  auf  eins  erniedrigen.  Umgekehrt, 
wenn  es  in  dem  Körper  eine  Funktion  t  erster  Ordnung  giebt,  so  ist 
das  Geschlecht  Null,  weil  ja  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  SR,  ein- 
blättrig, also  -r-  =  0  und  w  =  1  ist  In  diesem  Falle  also  und  auch 
nur  in  diesem  läfst  sich  die  Riemannsche  Flache  SR,  eindeutig  auf  die 
schlichte  Kugelfläche  %  abbilden.  Einer  geschlossenen,  sich  nicht 
schneidenden  Kurve  auf  %  entspricht  eine  ebensolche  Kurve  auf  SR, 
und  umgekehrt,  und  dem  Innern  der  ersten  Kurve  das  Innere  der 
zweiten;  jede  geschlossene  Kurve  zerlegt  also  auch  die  Riemannsche 
Fläche  SR,  in  zwei  getrennte  Gebietsteile.  Demzufolge  sind  auch,  wie 
schon  an  anderer  Stelle  ausgeführt  wurde  (S.  247),  z  und  u  und  über- 
haupt alle  Funktionen  des  Körpers  K(js>  u)  als  rationale  Funktionen 
von  t  darstellbar,  und  bei  Einführung  dieser  Variabein  wird  das  Differential 

£>,dz  =  &dt 

ein  rationales  Differential.  Wir  kommen  also  in  diesem  Falle  direkt 
auf  die  Theorie  der  in  der  achtzehnten  Vorlesung  behandelten  Integrale 
rationaler  Funktionen  zurück.  Fassen  wir  die  Gesamtheit  der  aus  dem 
Körper  K(z,  u)  hervorgehenden  Integrale  ins  Auge,  so  giebt  es  in  ihr 
keine  Integrale  erster  Gattung,  die  Integrale  zweiter  Gattung  aber  sind 
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stets  rationale  Funktionen  von  t,  also  auch  Funktionen  des  Korpers 
K(js,  u),  und  besitzen  somit  keine  von  Null  verschiedenen  Perioden. 
Wenn  andererseits  das  Geschlecht  des  Körpers  K(e7  u)  positiv  ist, 
so  giebt  es,  wie  wir  gesehen  haben,  Integrale  erster  Gattung,  und 
jedes  derartige  Integral  /• 

mulfl  notwendig  von  Null  verschiedene  Perioden  besitzen.  Denn  würden 
die  Perioden  des  Integrals  sämtlich  verschwinden;  so  wäre  wffi)  eine 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Riemannschen  Fläche,  welche 
zudem,  weil  i/o  überall  endlich  ist,  keinerlei  TJnstetigkeiten  besitzen 
dürfte.  Eine  solche  Funktion  würde  dem  Körper  K(e9u)  angehören 
(S.  113)  und  müfste  nach  dem  Satze  auf  S.  76,  weil  sie  keine  Pole 
hat,  eine  Konstante  sein,  dann  aber  wäre  der  Differentialquotient 
j-  =  0,  während  er  gleich  |  sein  soll.  Ebenso  giebt  es,  wie  früher 
gezeigt  wurde,  in  diesem  Falle  auch  Integrale  zweiter  Gattung,  welche 
nicht  Funktionen  des  Korpers  K(z,  u)  sind,  und  jedes  derartige  Integral 

t  =Jldz 

mufs  ebenfalls  von  Null  verschiedene  Perioden  besitzen.  Denn  andern- 
falls wäre  t($)  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Riemann- 
schen Fläche  mit  nur  polaren  TJnstetigkeiten  und  müßte  also  nach 
dem  schon  zuvor  angewendeten  Satze  auf  S.  113  eine  Funktion  des 
Körpers  sein;  das  widerspricht  aber  der  von  uns  getroffenen  Voraus- 
setzung. Wenn  also  das  Geschlecht  p  positiv  ist,  so  haben  nicht  blofs 
die  Integrale  dritter  Gattung,  wie  bei  den  rationalen  Körpern,  sondern 
auch  die  von  erster  und  zweiter  Gattung  eigentliche  Perioden;  es  muft 
also  auch  geschlossene  Kurven  auf  der  Riemannschen  Fläche  geben, 
welche  die  Fläche  nicht  zerstückeln  und  für  welche  daher  die  Argu- 
mentation des  §  4  der  achtzehnten  Vorlesung  hinfällig  wird. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtungen  läfet  sich,  wie  wir  später 
sehen  werden,  auf  rein  algebraischem  Wege  Aufschluls  über  die  Perio 
dicitätseigenschaften  der  Abelschen  Integrale  und  damit  über  den  Zu- 
sammenhang der  Riemannschen  Fläche  gewinnen;  wir  wollen  aber 
vorerst  die  oben  bezeichnete  Frage  auf  dem  geometrischen  Wege  der 
analysis  situs  zur  Entscheidung  bringen. 


Gehen  wir  jetzt  zu  den  angekündigten  Untersuchungen  der  analysis 
situs  über,  so  erleiden  die  hier  aufzustellenden  Sätze  zum  Teil  gewisse 
Modifikationen,  je  nachdem  sie  sich  auf  berandete  oder  auf  solche 
Flächen  beziehen,   welche,   wie  unsere  Riemannsche  Kugelfläche,  ge- 
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schlössen  und  daher  unberandet  sind.  Es  genügt  aber,  wenn  wir  die 
Sätze,  die  wir  aufzustellen  haben,  bloß  für  berandete  Flächenstücke 
aussprechen.  Denn  wenn  wir  mit  einer  geschlossenen  Flache  zu  thun 
haben,  so  können  und  wollen  wir  sie  von  vornherein,  ohne  dadurch 
etwas  wesentliches  zu  andern,  durch  diejenige  berandete  Flache  ersetzen, 
welche  man  aus  der  geschlossenen  erhalt,  wenn  man  aus  ihr  einen 
Punkt  nebst  seiner  Umgebung  herausnimmt. 

Alle  Eigenschaften  der  Flachen,  die  wir  bei  unseren  Unter- 
suchungen im  Auge  haben,  sind  von  so  allgemeiner  Natur,  dafe  sie  bei 
irgend  welchen  stetigen  Deformationen  der  Flachen  keinerlei  Änderung 
erfahren,  da  wir  überhaupt  nichts  anderes  als  die  Art  des  Zusammen- 
hanges der  Flachen  zu  untersuchen  haben.  Unter  den  Flachen  haben 
nun  vor  allem  solche,  wie  die  Ellipse,  das  Rechteck,  die  Kugelcalotte 
unmittelbar  zu  übersehende  Zusammenhangsverhaltnisse.  Das  gemein- 
same charakteristische  Merkmal  dieser  Flachen  finden  wir  darin,  dafs 
sie  durch  jeden  Querschnitt  in  zwei  getrennte  Teile  zerfallen.  Dabei 
haben  wir  unter  einem  Querschnitt  jeden  Schnitt  zu  verstehen, 
welcher  in  einem  Randpunkte  beginnt  und  in  einem  Randpunkte  endigt, 
wobei  der  Querschnitt  schon  wahrend  seiner  Ausführung  zur  Begrenzung 
gerechnet  und  es  somit  nicht  ausgeschlossen  sein  soll,  dafe  er  in  einem 
Punkte  der  durch  ihn  bereits  hervorgebrachten  Begrenzung  endigt,  also 
in  sich  selbst  zurücklauft.  Für  eine  Kreisfläche  ist  z.  B.  auch  die  Linie 
als  ein  Querschnitt  zu  betrachten,  welche  man 
erhalt,  wenn  man  von  einem  Punkte  8  der 
Peripherie  nach*  einem  inneren  Punkte  93  und 
sodann  von  93  in  einem  inneren  Kreise  zu  93 
zurückwandert;  auch  ein  solcher  Querschnitt 
zerlegt  die  Kreisfläche,  ebenso  wie  ein  ge- 
wöhnlicher, in  zwei  getrennte  Teile,  den  Innen- 
kreis 3  und  das  Ringgebiet  9t.  Solche  Flachen- 
stücke, welche  durch  jeden  Querschnitt  zer- 
stückelt werden,  heifsen  einfach  zusammen- 
hängende Flächen.  In  die  Kategorie  wg.n. 
dieser  Flächen  gehört  offenbar  auch  diejenige,  welche  wir  früher  (S.  88) 
zur  Erzeugung  der  Riemannschen  Kugelfläche  benutzten  und  die 
wir  dadurch  erhielten,  dafa  wir  aus  einer  Kugelfläche  kleine  Kreise 
um  die  Punkte  930,  93w  932, . . .  93A  als  Mittelpunkte  herausnahmen  und 
sodann  den  Kreis  um  930  durch  h  Schnitte  mit  den  Kreisen  um 
S3U  ©„  . . .  ©*  verbanden  (s.  d.  Fig.  11  u.  12  auf  S.  88  u.  89). 

Flächen,  welche  ursprünglich  nicht  einfach  zusammenhängend  sind, 
können  oftmals  durch  eine  endliche  Anzahl  hintereinander  auszufahrender 
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Schnitte  in  einfach  zusammenhängende  verwandelt  werden  und  heifsen 
dann  mehrfach  zusammenhängend.  Eine  von  zwei  konzentrischen 
Kreisen  begrenzte  Ringfläche  ist  z.  B.  nicht  einfach  zusammenhangend, 
da  wir  (s.  Fig.  21)  in  ihr  einen  Querschnitt  von  einem  Randpunkte  ?t 
nach  einem  Randpunkte  93  ziehen  können,  ohne  den  Zusammenhang 
zu  zerreüsen;  durch  diesen  Schnitt  &SB  wird  sie  aber  in  das  vorher 
charakterisierte  Ringgebiet  9t  verwandelt,  welches  nun  einfach  zu- 
sammenhangend ist,  weil  es  z.  B.  in  ein  Rechteck  deformiert  werden 
kann.     Daher  definieren  wir: 

Eine  Fläche  heilst  mehrfach  zusammenhängend,  wenn 
sie  durch  eine  endliche  Anzahl  hintereinander  auszuführender 
Schnitte  in  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  zerlegt 
werden  kann. 
Auch  die  Riemannsche  Kugelfläche  9t,  hat  diese  Eigenschaft,   denn  da 
wir   sie   aus   n   einfach   zusammenhängenden  Flächen  der  vorher   be- 
schriebenen Art  durch  Verknüpfungen,  also  durch  Herstellung  gewisser 
Zusammenhänge  hergestellt  haben,  so  müssen  wir  sie  auch  umgekehrt 
durch   Zerschneidungen,   also   durch   Aufhebung   gewisser  Zusammen- 
hänge, in  n  einfach  zusammenhangende  Flächen  zerlegen  können.    Da 
aber  diese  Zerschneidung  offenbar  in  mannigfachster  Weise  abgeändert 
werden  kann,  so  entsteht  die  Frage,  ob  nicht  hierbei  trotz  der  ein- 
tretenden Willkür   gewisse   charakteristische  Zahlen   invariant   bleiben 
werden.   Zur  Entscheidung  dieser  Frage  dienen  nun  die  folgenden  Sätze: 
1.  Die  Flächenstücke,  in  welche  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  durch  einen  Querschnitt  zerfällt,  sind  eben- 
falls einfach  zusammenhängend. 
Denn  wenn  die  Fläche  S  durch  einen  Querschnitt,  der  von  a  nach  b 
führt,  in  die  Flächenstücke  8X  und  St  zerlegt  wird,  und  es  wäre  etwa 

8t   nicht  einfach    zusammenhangend, 
/  /so    gäbe    es    einen  Querschnitt   cd, 

/       —Ja      welcher    8X    nicht    zerstückte.      Die 

f  „  I  beiden  Endpunkte  c  und  d  desselben 

e       1  können  entweder  beide  auf  dem  ur- 

tfl^       "^-__JU       sprünglichen  Rande  von  8  oder  einer 

I  ^  oder  beide  auf  ab  gelegen  sein.    Wir 

/  /         wollen    den    ersten    Fall    annehmen, 

/  /  dann  ist  cd  auch  ein  Querschnitt  der 

/  /  Fläche  S,   und   da  er  8t   nicht  zer- 

PigM  schneidet,  so  kann  er  auch  S  nicht 

zerstücken,  denn  man  müfste  von  einem  beliebigen  Punkte  von  8t  an 

beide  Ufer  des  Querschnittes  cd  gelangen  können.    Der  Querschnitt  cd 
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für  sich  allein  ausgeführt,  würde  also  S  nicht  zerstücken,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht.  Der  andere  Fall,  dab  einer  oder  beide 
Endpunkte  von  cd  auf  ab  gelegen  sind,  läfist  sich  auf  den  behandelten 
zorückf&hren,  denn  der  Querschnitt  cd  würde  seine  Eigenschaften  nicht 
verlieren,  wenn  man  einen  seiner  Endpunkte,  z.  B.  c,  solange  stetig 
verschiebt,  bis  er  von  ab  nach  der  Begrenzung  von  S  gerückt  ist. 

2.  Ein  einfach  zusammenhängendes  Flachenstück  hat  nur 
eine  Randkurve. 

Denn  hätte  es  deren  etwa  zwei,  ^  und  %,  so  würde  man  einen  Quer- 
schnitt q  von  ct  nach  ^  ziehen  können,  welcher  beide  Bandkurven  zu 
einer  einzigen  vereinigt.  Man  erhielte  alsdann  zwei  getrennte  Flächen- 
Stücke  (nach  der  Definition)  und  nur  eine  Randkurve,  was  un- 
möglich ist. 

3.  Wenn  eine  Fläche  oder  ein  Flächensystem  einmal 
durch  v  Querschnitte  in  a  einfach  zusammenhängende,  ein 
anderes  Mal  durch  v1  Querschnitte  in  «'  einfach  zusammen- 
hängende Flächenstücke  zerlegt  werden  kann,  so  ist 

v  —  a  =  vf  —  «'. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  denken  wir  uns  beide  Arten  der 
Zerschneidung  hintereinander  ausgeführt.  Wir  können  und  wollen  nun 
annehmen,  dafs  die  beiden  verschiedenen  Querschnittsysteme  q  und  qf 
keine  Linienteile  gemein  haben,  sondern  sich  nur  in  einer  Anzahl  von 
Punkten  begegnen;  denn  wenn  diese  Annahme  nicht  von  vornherein 
erfüllt  ist,  so  können  wir  ihr  stets  durch  eine  stetige  Deformation  des 
einen  Querschnittsystems  genügen,  welche  im  übrigen  dessen  wesent- 
liche Eigenschaften  ungeändert  laut.  Die  beiden  Querschnittsysteme  q 
und  q'  mögen  sich  in  r  Punkten  treffen.  Zerschneiden  wir  nun  das 
Flächensystem  durch  die  Querschnitte  j  in  a  einfach  zusammen- 
hängende Flächenstücke  und  führen  sodann  das  Querschnittsystem  q1 
aus,  so  bedeutet  dies  für  das  bereits  zerschnittene  Flächensystem 
v'  +  r  Querschnitte,  da  jeder  der  r  Schnittpunkte  den  zugehörigen 
Schnitt  qf  in  zwei  Schnitte  zerlegt,  also  die  Anzahl  der  Querschnitte 
um  eine  Einheit  vergrößert.  Da  nun  nach  dem  ersten  Satze  eine 
einfach  zusammenhangende  Fläche  durch  einen  Querschnitt  in  zwei 
ebensolche  Flächen  zerlegt  wird,  so  zerfällt  das  Flächensystem,  wenn 
wir  erst  q  und  dann  q[  ausführen,  in  a  +  v*  +  r  einfach  zusammen- 
hängende Flächenstücke.  Führen  wir  umgekehrt  erst  qr  und  dann  q 
aus,  so  erhalten  wir  «'  +  v  +  r  einfach  zusammenhängende  Flächen. 
Da  nun  die  Wirkung  der  Zerschneidung  in  beiden  Fällen  ganz  die 
gleiche  ist,  so  muüs 
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«  +  v*  +  t  —  af  +  v  +  r, 
also  in  der  That  .        , 

sein. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  hat  die  Zahl  v  —  a  für  eine  mehrfach 

zusammenhangende  Flache  oder  für  ein  Flachensystem  die  Bedeutung 
einer  Invariante;  wir  dürfen  die  Zahl  v  —  a  oder  auch  v  —  a  +  2  als 
die  der  Flache  zukommende  „Ordnung  des  Zusammenhanges" 
bezeichnen.  Wir  wählen  die  letztere  Zahl,  damit  die  einfach  zu- 
sammenhangenden Flächen,  für  welche  v  —  0,  a «-  1  gesetzt  werden 
kann,  die  Ordnungszahl  1  erhalten. 

Nehmen  wir  mit  einer  Flache  irgend  eine  stetige  Veränderung 
vor,  so  bleibt  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  ungeandert,  führen 
wir  aber  einen  Querschnitt  aus,  der  die  Flache  nicht  zerstückelt,  so 
wird  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erniedrigt 
Denn  wenn  nach  Ausführung  des  Querschnittes  noch  v  Querschnitte 
erforderlich  sind,  um  die  Flache  in  a  einfach  zusammenhangende 
Flachenstücke  zu  zerschneiden,  so  waren  vorher  offenbar  v  +  1  Quer- 
schnitte erforderlich,  um  den  gleichen  Erfolg  hervorzubringen.  Die 
Ordnung  des  Zusammenhanges  ist  also  nach  Ausführung  des  Quer- 
schnittes v  —  a  +  2  und  vor  derselben  (v  +  1)  —  a  +  2,  also  vorher 
um  eins  gröfser,  womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist    Es  gilt  also 

der  Satz: 

4  Durch  Ausführung  eines  Querschnittes  wird  die  Ordnung 

des   Zusammenhanges   um    eine   Einheit  erniedrigt      Hieraus 
folgt  auch,  daJs  eine  (n  +  l)-fach  zusammenhangende  Flache, 
d.i.   eine  Flache  mit   der  Ordnungszahl  n  +  1,  stets   durch 
successive  Ausführung  von  n  Querschnitten  in  eine  einzige 
einfach  zusammenhängende  Flache  verwandelt  werden  kann. 
In  der  That,  wenn  der  Zusammenhang  ein  mehrfacher  ist,  so  giebt 
es  jedenfalls  einen  Querschnitt,  welcher  die  Flache  nicht  in  zwei  Teile 
zerlegt,  und  wenn  man  einen  solchen  ausführt,  so  wird  die  Ordnung 
des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erniedrigt    Durch  Fortsetzung 
dieses   Verfahrens   kann   man  hiernach   die   Ordnung  des  Zusammen- 
hanges  immer  um   eine  Einheit  vermindern,  ohne  jemals  die  Flache 
zu  zerstückeln.     Sollte  hierbei  die  Flache  ursprünglich,  wie  das  bei 
der  Biemannschen  Kugelfläche  der  Fall  ist,  ohne  Berandung  sein,   so 
versehen  wir  sie  mit  einer  solchen,  um  einen  Querschnitt  ausführen 
zu  können,  indem  wir  einen  Funkt  nebst  seiner  Umgebung  aus  ihr 
entfernen,  und  wir  legen  der  geschlossenen  Flache  dieselbe  Ordnung 
des  Zusammenhanges  wie  der  aus  ihr  hervorgegangenen  „punktierten" 
Flache  bei. 
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Nachdem  wir  so  den  Begriff  „Ordnung  des  Zusammenhanges" 
definiert  haben,  empfiehlt  es  sich,  um  die  bewiesenen  Sätze  auf  Bie- 
mannsche  Flachen  in  Anwendung  zu  bringen,  noch  folgenden  Hilfssatz 
vorauszuschicken: 

5.  Wenn  man  aus  einer  berandeten  Flache  einen  Punkt 
nebst  seiner  Umgebung  herausschneidet,  so  wird  hierdurch  die 
Ordnung  des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erhöht 
Man  bezeichne  die  ursprüngliche  und  die  durch  Entfernung  der  Um- 
gebimg U  des  Punktes  5ß  entstandene  Flache  resp.  mit  F  und  F',  die 
Ordnungen  des  Zusammenhanges  dieser  Flachen  mit  n  und  nf;  dann  ist 
F=F*  +  U.  Man  fahre  nun  in  F1  einen  Querschnitt  q  von  dem 
Rande  von  F  nach  dem  Bande  von  U,  durch  welchen  offenbar  die 
Flache  nicht  zerstückelt  wird,  weil  man  von  einem  Ufer  des  Quer- 
schnittes q  entlang  der  Berandung  von  U  zum  andern  gelangen  kann. 
Durch  Ausführung  des  Querschnittes  q  gehe  die  Flache  F1  in  eine 
andere  F"  über,  welche  alsdann  nach  dem  Satze  (4)  die  Ordnungszahl 
nr  —  1  hat;  die  Flache  F"  kann  also  durch  nf  —  2  Querschnitte  in 
eine  einfach  zusammenhangende  F0"  verwandelt  werden.  Führt  man 
andererseits  in  F  denjenigen  Schnitt  aus,  welcher  aus  q  und  der  Be- 
randung von  U  besteht,  so  hat  derselbe  für  F  die  Bedeutung  eines  in 
sich  zurücklaufenden  Querschnittes  und  zerlegt  F  in  F"  und  U.  Durch 
Ausführung  von  1  +  (n'  —  2)  —  nr  —  1  Querschnitten  kann  also  die 
Flache  F  in  zwei  einfach  zusammenhangende  Flachenteile  F0"  und  U 
zerlegt  werden,  und  die  Ordnung  n  des  Zusammenhanges  von  F  ist  also 

n  a=s(w'_i)_2  +  2, 
oder  es  ist  in  der  That 

nf  =  n  +  1. 

Wir  wollen  nun  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  einer  beliebig 
gegebenen  Riemannschen  Kugelfläche  9fc,  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke 
erinnern  wir  uns  der  Art,  wie  wir  früher  diese  Flache  aus  n  einfach 
zusammenhangenden  Kugelblattern  zusammensetzten.  Wir  hatten  aus 
einer  gewöhnlichen  Kugelflache  die  h  + 1  Kreise  mit  den  Mittelpunkten 

330,    ©i,    S32, . . .  S3/4 

herausgenommen  und  Schnitte  it,  82,  .  .  .  8*  von  den  Kreisen  um 
8j,  83,, . . .  83a  Bach  dem  Kreise  um  830  geführt;  n  solche  einander  kon- 
gruente einfach  zusammenhangende  Kugelschalen  ftj,  fi^,  . . .  Ä*  hatten 
wir  sodann  in  den  Schnitten  8t,  8g,  .  .  .  8*  nach  Maisgabe  der  durch 
die  analytische  Fortsetzung  der  Funktion  u  sich  ergebenden  Zusammen- 
hangsverhaltnisse aneinander  geheftet  und  so  die  Riemannsche  Flache  8t, 
erhalten.    Dabei  ist  die  Stelle  830  eine  reguläre,  die  Stellen 
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sind  so  ausgewählt,  dafs  unter  ihnen  jedenfalls  alle  enthalten  sind, 
an  welchen  sich  Verzweigungspunkte  befinden.  Wollen  wir  umgekehrt 
die  Riemannsche  Flache  9t,  in  die  n  einfach  zusammenhangenden 
Kugelschalen  Äx,  Äj,  . . .  &„  zerschneiden,  so  müssen  wir  vorerst  die 
Bereiche  der  Punkte  herausnehmen,  welche  an  den  Stellen 

der  einfachen  Kugelfläche  Ä,  gelegen  sind.  Es  mögen  an  der  Stelle  93r 
vr  Punkte  der  Riemannschen  Flache  übereinander  gelegen  sein,  so 
dafs  die  Summe  der  Ordnungszahlen  der  bei  95r  übereinanderliegenden 
Verzweigungspunkte  gleich  n  —  vr  ist;  dann  haben  wir  im  ganzen  aus  SR 

vo  +  vi  +  v%  + '  *  ■  +  Vh 
Bereiche  herauszunehmen.     Andererseits  ist,  da  die  Umgebungen  aller 
Verzweigungspunkte  der  Riemannschen  Kugelfläche  unter  den  heraus- 
genommenen Bereichen  enthalten  sind,  die  Verzweigungszahl 

w  —  (n-  Vq)  +  (w_  Vl)  +. . .+  (w_n(„  (h+  l)n-(i/0  +  vt  +•  •  -  +  n), 

Blß0  ist  vQ  +  vt  +  v%+.  ••  +  vk-hn  +  n-w. 

Wenn  nun  die  gesuchte  Ordnung  des  Zusammenhanges  der  „punk- 
tierten", d.  h.  nur  mit  einem   einzigen  Rande  versehenen  Kugelfläche 

7t +1  ist,  so  ist  die  Zusammenhangszahl  der  mit  v0-{-v1-{ \-vh  Rändern 

versehenen  Kugelfläche  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  (5): 


0 


Die   so   erhaltene   Fläche   kann   alsdann,   wie   wir   wissen,  durch   die 
hn  Querschnitte  3,  welche  in  den  n  Blättern  von  830  nach 

»i,     »„  ...Sa 
führen,  in  n  einfach  zusammenhängende  Flächenstücke  zerlegt  werden, 
ihre  Zusammenhangszahl  ist  also  hn  —  n  +  2.     Folglich  ist 

jt  +  hn  +  n  —  w  =  hn  —  n  +  2, 
und  es  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Zahl  it  die  einfache  Gleichung 

%  —  w  —  2n  +  2  —  2p. 
Da  wir  nun   einer   geschlossenen   Fläche   dieselbe   Ordnung    des   Zu- 
sammenhanges beigelegt  haben,  wie  der  punktierten  Fläche,   welche 
aus  ihr  durch  Herausnahme  einer  kleinen  Kreisfläche  entsteht,   so  hat 
auch  SR,  die  Ordnungszahl  n  + 1,  und  es  gilt  der  Satz: 

Ist  p  das  Geschlecht  des  Körpers  K(e,  u),  so  ist  die  zu- 
gehörige Riemannsche  Fläche  SR,  (2p  +  l)-fach  zusammen- 
hängend. 
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§3- 
Eine  einfach  zusammenhängende  Flache  besitzt  dieselben  Zu- 
sammenhangsverhältnisse  wie  eine  Kreisfläche  und  wird  daher  durch 
jede  geschlossene  Kurve  c,  die  sich  nicht  schneidet,  in  zwei  getrennte 
Teile  zerlegt.  In  der  That  trifft  für  beliebige  einfach  zusammen- 
hängende Flachen  ebensogut  wie  für  die  Kreisfläche  in  Fig.  21  die 
Deduktion  zu:  führt  man  von  einem  Punkte  83  der  Kurve  c  einen  Schnitt 
nach  einem  Punkte  8  des  Bandes  der  ganzen  Fläche,  so  bildet  dieser 
mit  der  geschlossenen  Kurve  c  zusammen  einen  Querschnitt  s  und  zerlegt 
also  die  Fläche  nach  dem  ersten  Satze  des  vorigen  Abschnittes  in  zwei 
getrennte  einfach  zusammenhängende  Teile;  läJfet  man  nachträglich  den 
Schnitt  $133  wieder  fort,  so  wird  hierdurch  nur  der  Zusammenhang 
eines  der  beiden  Teilgebiete  um  eine  Einheit  erhöht,  aber  die  Gebiete 
bleiben  getrennt.  Auf  einfach  zusammenhängende  Flächen  können 
daher  die  früheren  Deduktionen  ohne  weiteres  übertragen  angewendet 
werden  und  ergeben  für  Abelsche  Integrale  den  Satz: 
Wenn  das  Integral 


•/• 


•  (*)-/ 8  Ar 

nur  polare  Unstetigkeiten  besitzt,  so  ist  die  Funktion  «($), 

innerhalb  eines  einfach  zusammenhängenden  Gebietsteiles   der 

Biemannschen  Fläche  9t,  fortgesetzt,  eine  eindeutige  Funktion 

der  oberen  Grenze,  das  Integral  also  innerhalb  dieses  Gebietes 

vom  Integrationswege  unabhängig. 

Genau  das  gleiche  Resultat  ergiebt  sich  natürlich  auch  durch  Anwendung 

des  Satzes  von  Cauchy;  denn  da  in  einem  einfach  zusammenhängenden 

Gebietsteile  ©  der  Biemannschen  Fläche  9tA  jede  sich  nicht  schneidende 

geschlossene  Kurve  c  für  sich  allein  die  Begrenzung  eines  Flächenteiles 

bildet,  so  ist  das  Integral  o  =  \%dz}  erstreckt  über  die  Kurve  c,  gleich 

Null,  die  Funktion  o($)  also  innerhalb  des  Gebietsteiles  ©  von  dem 
Wege  Sß0$ß  unabhängig  und  somit  eindeutig. 

Die  gesamte  Biemannsche  Fläche  91,  ist,  wenn  ihr  Geschlecht 
positiv  ist,  nicht  einfach  zusammenhängend;  sie  kann  aber  nach  den 
Sätzen  des  vorigen  Abschnittes  durch  Ausführung  von  2p  Quer- 
schnitten in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden. 
Diese  Zerschneidung  werde  stets  in  der  folgenden  Weise  ausgeführt, 
welche  als  die  canonische  Zerschneidung  bezeichnet  und  durch  die 
nachstehende  Fig.  23  schematisch  veranschaulicht  wird. 
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Fig.  M. 


Wenn  die  mit  einem  kleinen  Randkreise  x  versehene  Riemannsche 
Engelfläche  mehrfach  zusammenhangend  ist,  also  p  >  0  ist,  so 
giebt  es  einen  Schnitt  fl^,  welcher  in  x  beginnt  und  in  x  endigt  und 
die  Flache  nicht  zerstückelt.  Man  versehe  diesen  Schnitt  mit  einem 
bestimmten  Richtungssinne,  so  dafs  man  von  einem  linken  und  einem 
rechten  Ufer  des  Schnittes  zu  sprechen  berechtigt  ist  Dann  bilden 
nach  Ausführung  des  Schnittes  seine  beiden  Ufer  die  zwei  Randlinien 

der  zerschnittenen  Flache, 
4  a  für  welche  die  Ordnung 

des  Zusammenhanges  nur 
um  eins  kleiner  geworden 
ist.  Führt  man  daher 
in  dieser  Flache  einen 
Schnitt  bx  von  einem 
Punkte  des  linken  Ufere 
von  ai  zum  gegenüber- 
liegenden Punkte  des 
rechten  Ufers,  so  kann  dieser  die  Fläche  unmöglich  zerstückeln.  Denn 
die  beiden  Ufer  von  bx  vereinigen  sich  mit  den  beiden  Ufern  von  c^  zu 
einer  einzigen  Randlinie.    In  der  That  überzeugt  man  sich  davon,  dats 

man  in  einem  einzigen  Zuge  die  Linie  <sx 
durchlaufen  kann,  welche  der  Reihe 
nach  aus  dem  linken  Ufer  von  04,  dem 
linken  Ufer  von  blf  dem  rechten  von  04 
und  dem  rechten  von  bx  besteht;  dabei 
werden  die  gegenüberstehenden  Ufer 
eines  und  desselben  Schnittes  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  durchlaufen.  In 
der  nebenstehenden  Hilfsfigur  24  ist 
nur  der  Verlauf  der  Schnitte  04  und  bx 
in  der  Umgebung  ihres  Treffpunktes 
gezeichnet  und  der  weitere  Verlauf 
durch  gleichbezeichnete  Buchstaben  an- 
gedeutet. 

Wenn  nun  p  >  1  ist,  so  ist  die 
durch  die  Linie  6t  zerschnittene  Fläche 
noch  nicht  einfach  zusammenhängend;  es  giebt  also  einen  weiteren  Quer- 
schnitt, welcher  die  Fläche  nicht  zerstückelt.  Im  übrigen  ist  in  der 
Wahl  dieses  Querschnittes  noch  mannigfache  Willkür  gestattet,  und  da 
man  seinen  Anfangs-  und  seinen  Endpunkt  beliebig  stetig  verschieben 
kann,   so   ist   es   evident,  dafs  man  ihn  in  einem  beliebigen  Punkte 


Fig.  u. 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  3.   Canonische  Zerschneidung  der  Riemannschen  Fläche.  333 

von  at  beginnen  und  in  einem  beliebigen  Punkte  von  6X  oder  auch  in 
einem    Punkte   seines  früheren  Verlaufes    endigen    lassen    kann.     Es 
empfiehlt  sich  aus  Gründen  der  Übersichtlichkeit;  den  Querschnitt  in 
sich  znrücklaufen  zu  lassen,  so  dafs  er  aus  einer  geschlossenen  Linie  (% 
und  einem  Schnitte  Cj  besteht,  welcher  a%  mit  dem  Schnittnetz  <5X  ver- 
bindet.    Nach  Ausführung  dieses  Schnittes  erhalt  die  Flache  wieder 
zwei  Randlinien,  indem  das  linke  Ufer  von  a»  mit  den  beiden  Ufern 
von  Ca  zusammen  sich  an  die  Linie  6X  zu  einer  einzigen  Bandlinie  an- 
schliefst,  wahrend  das  rechte  Ufer  von  a»  für  sich  allein  die  zweite 
Randlinie  bildet.    Führt  man  daher  einen  Schnitt  b2  von  einem  Punkte 
des   linken  Ufers   von  o»   nach   dem   gegenüberliegenden  Punkte   des 
rechten   Ufers,   so   kann   dieser   die   Flache  nicht  zerstückeln,  da  die 
Berandung  jetzt  wieder  aus  einer  einzigen  Linie  besteht;  die  Ordnung 
des   Zusammenhanges   ist  aber  jetzt  2p  —  3  geworden.     Dabei  bleibt 
der   Kreuzungspunkt  der  Linien  (%  und  62,   ebenso   wie  vorher  der 
Anfangspunkt  des  Schnittes  Cj  noch  unserer  Willkür  überlassen.    Nun 
bilden  das  linke  Ufer  von  a»,  das  linke  Ufer  von  b%,  das  rechte  Ufer 
von  o^   und  das  rechte  Ufer  von  62,  hintereinander  durchlaufen,  eine 
einzige   Linie,   die   wir  mit  <72   bezeichnen  wollen;  wir  können   und 
wollen  uns  dann  zur  Vereinfachung   späterer   Betrachtungen   so   ein- 
richten, dafs  %  das  Ende  des  ersten  Schnittnetzes  6t  mit  dem  Anfange 
des  zweiten  6%  verbindet. 

Dieses  Verfahren  setzen  wir,  wenn  p  >  2  ist,  weiter  fort;  wir  ziehen 
eine  Linie  *8,  welche  aus  den  linken  und  den  rechten  Ufern  zweier 
geschlossener  .Kurven  Og  und  68  besteht,  und  setzen  diese  durch 
einen  Schnitt  c^,  der  vom  Endpunkt  von  *2  zum  Anfangspunkt  von  *s 
lauft,  mit  dem  früheren  Schnittnetz  in  Verbindung.  So  erhalten  wir 
schließlich  eine  einfach  zusammenhangende  Flache  9fcJ,  die  nur  eine 
einzige  Bandlinie  besitzt.  Bezeichnen  wir  die  linken  und  die  rechten 
Ufer  der  Schnitte  a,  b,  c  durch  angehängte  Indices  X  und  q,  so  durch- 
laufen wir  den  Band  der  zerschnittenen  Fläche  SR'  in  einem  einzigen 
Zuge,  wenn  wir  der  Reihe  nach  die  folgenden  Wege  zurücklegen: 

<hx>    bu,    üiv    blq; 
C\i>    <hi,    btx,    <Hq,    biQ'-> 

(T)   {  **'    ^    ^*1'    ^    ^3*5 
Cph     <*pi>     hiy     aPV    *P*i 

Dabei   werden  die  linken  Ufer   der   Schnitte   stets   im  positiven,  die 
rechten  stets  im  negativen  Sinne  durchlaufen. 
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Die  geschlossenen  Kurven  Oj,  blf  Og,  b%7 . . .  apf  b9  haben  die  merk- 
würdige Eigenschaft,  dafs  je  zwei  zusammengehörige  Linien  a*  und  bf 
sich  nur  in  einem  Punkte  schneiden  und  dafs  die  Linie  a<  nur  von  bh 
aber  von  keiner  anderen  Linie  ak  oder  bk  geschnitten  wird;  es  giebt  also 
auf  SR,  p  Paare  geschlossener  Kurven,  welche  im  ganzen  nur  p  Schnitt- 
punkte besitzen.  Dafs  derartige  p  Linienpaare  (aif  h)  überhaupt  möglich 
sind,  ist  eine  charakteristische  Eigentümlichkeit  geschlossener  Flachen 
vom  Zusammenhange  2p  +  1  und  für  die  Theorie  der  auf  diesen  Flachen 
verlaufenden  Abelschen  Integrale  von  der  allergrößten  Bedeutung. 
Die  Linien  Cg,  £>,  . . .  cp  hingegen,  welche  je  ein  Paar  geschlossener 
Linien  mit  einem  einzigen  Schnittpunkt  mit  einem  anderen  der- 
artigen Paare  in  Verbindung  setzen,  sind  nebensächlicher  Natur 
und  können  auch  ganz  entbehrt  werden.  In  der  That  überzeugt 
man  sich  davon,  dafs  man  durch  Ausdehnung  der  Linien  o,-  die 
Linien  c,  immer  weiter  zusammenschrumpfen  und  schließlich  ganz 
fortfeilen  lassen  kann.  Nur  um  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Zer- 
schneidung zu  vereinfachen,  behalten  wir  diese  Schnitte  bei;  wir 
werden  aber  sehen,  dafs  sie  auf  die  Periodicität  der  Abelschen  Integrale 
keinen  Einfiufs  haben. 

Der  wirkliche  Verlauf  der  Schnitte  au  bv  . . .  ap,  bp  auf  der  Riemann- 
schen  Flache  hängt  wesentlich  davon  ab,  wie  die  einzelnen  Blatter  der 
Fläche  in  den  Übergangslinien  zusammengeheftet  werden  müssen;  aber 
in  dem  einfachen  Falle  der  zweiblättrigen  Flache,  der  hier  ab  Beispiel 
dienen  mag,  läfst  er  sich  unmittelbar  angeben.  Hat  z.  B.  die  Flache 
6  Verzweigungspunkte,  so  dafs 

i>  =  f -n  +  l  =  2 

ist,  so  ziehen  wir  (Fig.  25)  zunächst  einen  mit  einem  Richtungssinne 
versehenen  Schnitt  ax  im  oberen  Blatte,  welcher  93t  und  832  umkreist, 
und  dann  von  einem  Punkte  auf  dem  linken  Ufer  von  a^  nach  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  des  rechten  einen  Schnitt  bv  welcher,  ähnlich 
wie  in  Fig.  20,  über  den  Schnitt  S36336  in  das  zweite  Blatt  ein-  und  so- 
dann über  93t  S82  in  das  erste  zurücktritt  und  darum  den  Schnitt  a^  nur 
in  einem  Punkte  durchsetzt.  Ebenso  ziehe  man  einen  geschlossenen 
Schnitt  O),  welcher  838  und  834  umkreist,  und  von  einem  Punkte  auf 
dem  linken  Ufer  von  Og  nach  dem  Gegenpunkte  des  rechten  einen 
Schnitt  68,  welcher  ebenfalls  über  336336  in  das  zweite  Blatt  ein-  und 
sodann  über  S33934  in  das  erste  zurücktritt.  Beide  Schnittsysteme 
setzen  wir  durch  eine  Linie  Cj>  in  Verbindung,  welche  von  dem 
Knotenpunkte  (o,,  bt)  nach  dem  Knotenpunkte  (o,,  bt)  läuft.  Man  über- 
zeugt sich  in  der  Figur  davon,  dafs  die  beiden  Ufer  dieser  Schnitte 
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eine  einzige  fortlaufende  und  zusammenhängende  Linie  nach  Maisgabe 
der  Tabelle  auf  S.  333  bilden,  welche  die  vollständige  Begrenzung  der 
zerschnittenen,  einfach  zusammenhangenden  Fläche  9t  \  ist,  und  dafs 


Flg.  15. 

stets  die  linken  Ufer  der  Schnitte  in  positivem,  die  rechten  in   nega- 
tivem Sinne  zurückgelegt  werden. 

Durch  geeignete  Auswahl  der  Riemannschen  Fläche  81,  innerhalb 
der  Gesamtheit  der  Flächen  des  Körpers  K  kann  also  der  gestaltliche 
Verlauf  der  Querschnitte  ein  besonders  übersichtlicher  werden;  ab- 
gesehen hiervon  aber  ist  es  gleichgiltig,  auf  welcher  Fläche  man  die 
Zerschneidung  ausführt.  Ist  nämlich  x  irgend  eine  Variable  des 
Korpers  K,  so  entsprechen  sich  die  Punkte  der  Riemannschen  Kugel- 
flächen 9t,  und  9t*  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  (S.  243),  und  das 
Schnittsystem  (af-,  bi}  ci)  der  ersten  Fläche  bildet  sich  also  auf  der  zweiten 
in  der  Weise  ab,  dafs  auch  9t*  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  9ti  verwandelt  wird. 

§4. 

Nachdem  die  Zerschneidung  der  Riemannschen  Kugelfläche  9t  in 
die  einfach  zusammenhängende  Fläche  9t f  durchgeführt  ist,  kann  man 
leicht  Aufschlufs  über  die  Periodicitätseigenschaften  eines  Abelschen 
Integrals  erster  oder  zweiter  Gattung 


<d  =  \  idz 


gewinnen. 
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Betrachten  wir  nämlich  zunächst  diejenigen  Integrale,  welche  keine 
oder  nur  polare  TJnstetigkeiten  besitzen  und  daher  aus  Elementar- 
integralen erster  und  zweiter  Gattung  zusammengesetzt  werden  können, 
so  kann  man  jetzt  den  Fundamentalsatz  auf  S.  331  auf  die  ganze  zer- 
schnittene Flache  9t'  anwenden,  und  erhalt  alsdann  folgendes  Resultat: 
Wenn  das  Integral 


m  =  I  %d& 


keine  anderen  als  polare  TJnstetigkeiten  besitzt,  so  ist  e>Cß) 
in  der  zerschnittenen  Riemannschen  Flache  9t '  eine  eindeutige 
Funktion  der  oberen  Grenze;  dieselbe  soll  durch  &0ß)  be- 
zeichnet werden. 

Zufolge   dieser  Feststellung  findet   man   für   ein    zwischen    beliebigen 

Grenzen  genommenes  Integral 

f. 


/• 


wobei  es  ganz  gleichgiltig  ist,  auf  welchem  Wege  das  Integral  in  der 
zerschnittenen  Flache  9t '  von  ^  nach  $s  geführt  wird.  Da  also 
auch  jedes  Integral,  welches  in  der  zerschnittenen  Flache  über  eine 
geschlossene  Kurve  erstreckt  wird,  gleich  Null  ist,  so  folgt,  dafs  von 
Null  verschiedene  Perioden  des  Integrals  nur  durch  solche  geschlossene 
Wege  zustande  kommen  können,  welche  das  im  vorigen  Paragraphen 
ausgeführte  Querschnittsystem  überschreiten,  und  es  entsteht  die  Frage, 
um  welche  Betrage  sich  zwei  Integrale  unterscheiden,  deren  obere 
Grenzen  gegenüberliegende  Punkte  eines  der  Schnitte  ahbi9Ci  sind. 

Betrachten  wir  zwei  Punkte  ißj  und  ^,  welche  zur  linken  und 
rechten  des  Schnittes  at  gelegen  sind,  so  handelt  es  sich  um  die 
Ermittelung  des  Integrals 

(«i)  »Oft)  -  5($f)  -A  d*  -  Ah 

wenn  dasselbe  auf  beliebigem  Wege  in  der  zerschnittenen  Flache  9t' 
von  $f  nach  ?ßa  geleitet  wird.  Kehren  wir  aber  die  Richtung  des 
Integrationsweges  um,  so  folgt  aus  dem  Anblick  der  Tabelle  (T)  auf 
S.  333  oder  der  Fig.  23,  daüs  wir  in  9t'  von  $*  nach  ^  gelangen,  wenn 
wir  vom  Punkte  ?ßj  auf  an  in  positivem  Sinne  bis  zum  Knotenpunkt 
mit  h  fortwandern,  sodann  biX  durchlaufen  und  schließlich  auf  aiQ  in 
negativem  Sinne  zum  Punkte  Sß?  zurückgehen;   ein   Schnitt  ck  wird 
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hierbei  zufolge  der  getroffenen  Feststellungen  nicht  überschritten. 
Berücksichtigen  wir  daher,  dals  auf  den  beiden  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufenen  Wegen  das  Differential  %ä»  wegen  der  Ein- 
deutigkeit der  Funktion  £  entgegengesetzt  gleiche  Werte  erhält  und  die 
entsprechenden  Integralbestandteile  sich  also  aufheben,  so  ergiebt  sich: 


U—fodM, 


wobei  das  Integral  in  positivem  Sinne  über  den  Periodenweg  bi  zu 
führen  ist.  In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  aus  der  Tabelle  auf 
S.  333  für  zwei  Punkte  Sßi  und  5ß?,  welche  zur  linken  und  zur  rechten 
eines  Schnittes  bt  gelegen  sind: 

<M  «Oft)  -  5flM  -  Bi  =ßd*; 

denn  man  gelangt  von  tyQ  nach  Sßi,  wenn  man  vorerst  auf  bt9  in 
positivem  Sinne  zum  Knotenpunkt  lauft,  sodann  aiq  in  positivem  Sinne 
zurücklegt,  und  schliesslich  auf  bn  in  negativem  Sinne  zum  Punkte  ^ 
hinwandert.  Schließlich  findet  man  die  Differenz  für  einen  der 
Schnitte  c,  auf  Grund  jener  Tabelle: 

(«)  S0Pi)-5(Ä)-O5 

denn  wenn  man  auf  der  Begrenzung  der  Flache  SRf  von  Sß?  nach  ?ßi 
wandert,  so  werden  alle  Strecken  zweimal,  einmal  in  positivem  und 
einmal  in  negativem  Sinne  zurück- 
gelegt, und  die  Integralbestandteile 
heben  also  einander  auf. 

Zufolge  dieser  Untersuchung  be- 
sitzt ein  Abelsches  Integral  erster 
oder  zweiter  Gattung  im  ganzen 
2p  Perioden: 

Alf  A?, . . .  Ap,    Bt,  B^} . . .  Bp] 
jede  dieser  Gröfsen  giebt  den  Perio-  Fig-  *■ 

dicitatsmodul    «($*)  —  ä(^)     der 

Funktion  a>(Sß)  längs  eines  Querschnittes  a,-,  resp.  6,-  an  und  hat 
för  den  ganzen  Verlauf  des  Querschnittes  denselben  Wert  Aus  diesen 
2p  Perioden  läfet  sich  aber  jede  weitere  Periode  komponieren.  Über- 
schreitet nämlich  der  Weg  s  —  Sß0$ß  z.  B.  den  Schnitt  ax  einmal  vom 
linken  zum  rechten  Ufer,  so  erhält  man  (Fig.  26) 


ß 


U*  -  SOPi)  -  »(ft)  +  5($)  -  •($,) 

Hensel  u.  Ltndtberg,  Alg*br*isohe  Funktionen  eto.  22 
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Wir  können  daher  jetzt  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Erstreckt  man  das  Integral  erster  oder  zweiter  Gattung 


-/• 


%Az 


auf  beliebigem  Wege  in  der  unzerschnittenen  Flache  SR  von 
der  unteren  zur  oberen  Grenze,  so  unterscheidet  sich  der  Integral- 
wert von  dem  Werte  &(?ß)  auf  der  zerschnittenen  Flache  Ä1 
um  eine  Periode,  d.i.  um  eine  Grölse 

"H A  +  "H^i  +  •  •  -  +  mpAp  +  n1B1  +  n^B^  +  •  -  -  +  npBp, 
worin  mt,  m^, . . .  mpy  t^,  n^ . . .  np  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  bedeuten.  Dabei  ist  m4  gleich  der  Anzahl  der  Über- 
tritte des  Integrationsweges  über  den  Schnitt  ah  n{  gleich  der 
Anzahl  der  Übertritte  des  Integrationsweges  über  den  Schnitt  biy 
und  ein  Übertritt  ist  mit  dem  positiven  oder  dem  negativen 
Zeichen  in  Anrechnung  zu  bringen,  je  nachdem  er  von  der 
Linken  zur  Hechten  oder  von  der  Rechten  zur  Linken  stattfindet 
Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dafc  die  vorher  aufgestellten  Formeln 
(a<),  (&<),  (et)  nur  spezielle  Falle  dieses  allgemeinen  Satzes  sind. 

Diese  Betrachtungen  bedürfen  nur  weniger  Abänderungen,  wenn 
auch  über  die  Periodicitatseigenschaften  der  Integrale  dritter  Gattung 
Aufschluls  gewonnen  werden  soll  Das  Integral  ä  besitze  jetzt  v  loga- 
rithmische  Unstetigkeitspunkte  Sß(1>,  jpw, . . .  Sß<r>,  denen  resp.  die  Re- 
siduen BX9  i^, . . .  JR„  zukommen  mögen.  Um  nun  den  obigen  Funda- 
mentalsatz anwenden  zu  können,  scheiden  wir,  ganz  ähnlich  wie  auf 
S.  282,  die  Unstetigkeitspunkte  $M,  SßW, . . .  $ß<")  und  ihre  Umgebungen 
durch  kleine  Kreislinien  *i,  **,-..  *»  aus,  welche  sich  so  oft  um  den  be- 
treffenden Punkt  herumwinden,  als 
Blatter  in  ihm  zusammenhangen,  und 
ziehen  sodann  Schnitte  l1}  ls, . . .  lv 
von  der  Begrenzung  von  3t'  nach 
den  Kreisen  xx,  x,,  . . .  xr.  Wir 
wollen  dabei  in  der  Weise  ver- 
fahren, dab  wir  die  Linien  l  samt- 
lich von  dem  Anfangs-  und  End- 
punkt 31  der  Begrenzungslinie  von  8tf, 
in  welchem  die  Schnitte  Oj  und  bt 
zusammenlaufen,  ausgehen  und  in 
der  durch  die  Indices  bezeichneten  Reihenfolge  in  negativem  Sinne  auf- 
einander folgen  lassen,  wie  dies  in  der  Fig.  27  für  v  —  2  dargestellt 


Fig.  97. 
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wird.  An  die  durch  die  Tabelle  (?)  auf  S.  333  charakterisierte  Hand- 
linie von  91'  schliefet  sich  alsdann  noch  eine  Linie  an,  welche,  wenn 
wir  wieder  linke  und  rechte  Ufer  der  Schnitte  l  unterscheiden,  so  be- 
zeichnet werden  kann: 

(T")  hi,  *i,  h9\    hi,  *%,  htf  •  -  •  hi,  **,  hv 

wobei  die  Kreislinien  %±,  *„ . . .  %y  in  negativem  Sinne  durchlaufen 
werden. 

Die  so  erhaltene  Flache,  welche  mit  91"  bezeichnet  sein  soll,  ist 
wieder  einfach  zusammenhangend;  denn  jeder  der  Schnitte  la,  zusammen 
mit  dem  zugehörigen  Kreise  xa,  bildet  einen  Querschnitt  der  einfach 
zusammenhangenden  Fläche  91'  und  zerlegt  also  nach  dem  Satze  1  auf 
S.  326  die  Flache  91'  in  zwei  einfach  zusammenhängende  Teile,  von 
denen  der  eine  die  Umgebung  des  Punktes  ?ß(*>,  der  andere  die  ganze 
übrige  Flache  ist.  Daher  ist  auf  der  Flache  9t"  das  Integral  co  eine 
eindeutige  Funktion  der  oberen  Grenze  Sß,  welche  wiederum  mit  <o($) 
bezeichnet  sein  soll 

Untersuchen  wir  nun,  wie  vorher,  die  Differenzen  dieser  Funktion 
zu  beiden  Seiten  der  Schnitte  ai}  bi}  d}  la,  so  finden  wir  der  Reihe 
nach  folgende  Perioden: 

B(=     ßd* 


ta> 

•OW-ÄCfc) 

<M 

SOM-SOfc) 

(«) 

•CP»)-*0P,) 

(W 

3(ft)-5(ft) 

■/«* 


e  =  2niRa  («  =  1,2,...*). 


Die  ersten  drei  Gleichungen  werden  genau  wie  vorher  erwiesen, 
wahrend  für  die  vierte  eine  ganz  ähnliche  Deduktion  wie  bei  der 
analogen  Untersuchung  der  Integrale  rationaler  Funktionen  auf  S.  283 
zutrifft.  Wir  gelangen  nämlich  (s.  Fig.  27)  von  einem  Punkte  5ß9  auf 
dem  rechten  Ufer  von  la  zum  gegenüberliegenden  Punkte  Sß*  des  linken, 
indem  wir  von  Sß9  nach  dem  logarithmischen  Punkt  JS<a),  um  diesen 
in  positivem  Sinne  herum,  und  sodann  auf  dem  roohion  Ufer  nach  tyz 
wandern.  Da  nun  die  von  den  beiden  Ufern  von  la  herrührenden  Be- 
standteile sich  aufheben,  so  ist  längs  des  Schnittes  la 


22* 
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wobei  das  Integral  in  positivem  Sinne  erstreckt  ist  Wenn  nun  der 
Punkt  $<">  ein  a-blattriger  Verzweigangspnnkt  ist  und  ß  in  ihm  den 
Wert  0a  hat,  den  wir  als  endlich  voraussetzen  dürfen,  so  ist  (S.  289) 
in  der  Umgebung  von  Sß<a>: 

«-i^  +  'W*)' 

wobei  i?  eine  Reihe  ist,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  {z  —  ta)* 
fortschreitet  und  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen,  nicht 
aber  (z  —  *«)-*  enthalt.  Man  erhalt  also  in  der  That,  da  sich  die 
Kreislinie  xa  a-mal  um  SßW  herumwindet: 


/• 


ldz  =  2itiRa. 

Man  kann  daher  für  die  Integrale  dritter  Gattung  den  folgenden 
Satz  aufstellen: 

Erstreckt  man  ein  Abelsches  Integral  dritter  Gattung 

*%ä0 


ä-h 


mit  v  logarithmischen  Unstetigkeiten  SßW,  Sfi*\  . . .  SßW,  denen 
die  Residuen  B^}  JR,, . . .  Bw  zukommen,  auf  beliebigem  Wege 
von  der  unteren  zur  oberen  Grenze,  so  unterscheidet  sich  der 
Integralwert  von  dem  in  der  einfach  zusammenhangenden  zer- 
schnittenen Flache  St"  stattfindenden  Werte  ©($)  um  eine 
Periode,  d.  i.  um  eine  Grofse 

m^  +  m^  H \-mpAp  +  nlBl  +  niB%  H \-  npBp 

+  23ri(r1li1  +  r2B,+---+r,JBr), 

worin   Wj, . . .  mp,  t^, . . .  np,  r19 . . .  rt   positive    oder   negative 
ganze  Zahlen  bedeuten.    Dabei  ist  m<  gleich  der  Anzahl  der 
Übertritte  des  Integrationsweges  über  den  Schnitt  a„  «,  gleich 
der  Anzahl  der  Übertritte  über  den  Schnitt  bi}  ra  gleich  der 
Anzahl  der  Übertritte  über  den  Schnitt  la,  wobei  ein  Über- 
tritt, ebenso  wie  im  vorigen  Satze,  in  positivem  oder  in  nega- 
tivem Sinne  erfolgen  kann. 
Ein  solches  Integral  hat  also  zwei  Arten  von  Perioden,  von  welchen 
wir  die  einen  2^2^, . . .  2niRn  welche  von  den  logarithmischen  Un- 
stetigkeiten des  Integrals   herrühren,  als  die  logarithmischen,   die 
anderen  -4^  . . .  A?,  Bly . . .  Bp}  welche  durch  die  Art  des  Zusammenhanges 
der  Flache  bedingt  sind,  als  die  cyklischen  Perioden  bezeichnen. 
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§5. 
Das  Residuum  des  Differentials  dm  =  %dz  für  einen  Punkt  5ß, 
multipliziert  mit  2itif  lafst  sich  nach  den  letzten  Ergebnissen  auch 
als  eine  Periode  des  zugehörigen  Integrals  ©  definieren  Bezeichnet 
man  nämlich,  wie  das  in  der  Folge  öfter  geschehen  soll,  das  Residuum 
für  den  Punkt  Sß  durch  B%,  so  ist 

wobei  das  Integral  in  positivem  Sinne  über  die  Begrenzung  der  Um- 
gebung 11  des  Punktes  Sß  zu  erstrecken  ist.  Auch  aus  dieser  Definition 
geht  unmittelbar  hervor,  dafs  es  nur  für  logarithmische  Stellen  von 
Null  verschieden  ist,  und  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  nach  dem  Satze 
auf  S.  245  sich  auf  zwei  umkehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogenen 
Riemannschen  Flachen  auch  die  Umgebungen  zweier  zugeordneter 
Punkte  eindeutig  entsprechen,  so  folgt  auch,  dafs  das  Residuum  von 
der  besonderen  Riemannschen  Flache  91,  ganz  unabhängig  ist. 

Wir  können  jetzt  ganz  analog  wie  auf  S.  285  einen  wichtigen 
Satz  über  die  Summe  der  Residuen  eines  beliebigen  Abelschen 
Integrals  ableiten.  Führen  wir  das  Integral  £  in  negativem  Sinne 
um  den  Punkt  Ä,  welcher  der  Anfangs-  und  Endpunkt  des  gesamten 
Schnittsystems  ist,  so  erhalt  man  das  Resultat  Null,  weil  St  ein  ge- 
wöhnlicher Punkt  ist.  Andererseits  werden  (s.  Fig.  27)  die  Linien 
h)  h>  •  •  •  k  je  einmal  vom  linken  zum  rechten  Ufer,  und  die  Linien  ax 
und  bt  je  zweimal,  aber  das  eine  Mal  im  entgegengesetzten  Sinne  wie 
in  dem  anderen,  überschritten.  Die  Anwendung  des  letzten  Satzes  er- 
giebt  somit,  da  at  und  bt  keine  Beiträge  liefern,  die  Gleichung 

Es  gilt  also  auch  für  Abelsche  Differentiale,  ganz  ebenso  wie  für 
rationale,  der  Satz: 

Die  Summe  aller  Residuen  eines  Abelschen  Differentials 
ist  stets  gleich  Null. 
Dieser  Satz  kann  auch  leicht  auf  rein  algebraischem  Wege  durch 
Zurückführung  auf  den  entsprechenden  für  rationale  Differentiale  er- 
halten werden.  Wenn  nämlich  an  der  Stelle  (js  =  a)  etwa  wieder  die 
drei  Punkte  Va9  Vb,  Ve  übereinanderliegen,  so  ergiebt  die  Addition  der 
konjugierten  Reihenentwickelungen  l19  £,, . . .  £„  der  Funktion  £  sofort, 
dafe  die  Summe  der  Residuen  des  Differentials  %dz  für  die  Punkte 
Vay  Vby  Vc  gleich  dem  Residuum  des  rationalen  Differentials 
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für  die  Stelle  (e  —  a)  ist.  Allgemein  ist,  wenn  dem  Punkte  p  der  ein- 
fachen Kugelfläche  ft,  die  übereinanderliegenden  Punkte  ^,  Sß2, . . .  Sß? 
von  St,  entsprechen: 

Bfcßd*)  +  B+Gdi)  +  ■■■  +  B*fide)  -  i?p[S(i)d0]. 

Die  Summe  der  Residuen  des  Abelschen  DifFerentials  |d^  für  alle 
Punkte  der  Riemannschen  Fläche  ist  also  gleich  der  Summe  aller 
Residuen  des  rationalen  Differentials  S(g)dsf,  also  ebenfalls  gleich  Null. 
Schreibt  man  hiernach  einem  Abelschen  Integral  seine  Unstetig- 
keitspunkte  und  die  Hauptteile  der  zu  ihnen  gehörigen  Reihenentwicke- 
lungen vor,  so  müssen  dieselben  so  gewählt  werden,  dafs  die  Summe 
der  Residuen  Null  ist.  Diese  Beschrankung  ist  aber  auch,  wie  un- 
mittelbar aus  den  Ausführungen  des  §  3  der  zwanzigsten  Vorlesung 
folgt;  die  einzige,  welcher  die  Hauptteile  der  Reihenentwickelungen  in 
den  Unstetigkeitspunkten  unterworfen  sind.  Nimmt  man  nämlich  einen 
Hilfepunkt  Sß(°)  hinzu  und  bildet  mit  diesem  die  Elementarintegrale 
dritter  Gattung  m 

wobei  c5oa  die  logarithmischen  Punkte  ^0)  und  SßW  und  in  diesen  resp. 
die  Residuen  —  1  und  -f  1  hat,  so  hat  das  Integral 

resp.  in  $<*>,  $<»>,  $<*>, . . .  $<*>  die  Residuen  i^,  ii,,  i^, . . .  JJ,;  der 
Hilfspunkt  SßW  aber  hat  das  Residuum 

-i^-ü,-^ i?,  =  0 

und  ist  daher  nicht  logarithmisch.  Die  Residuen  sind  also  aufser  der 
angegebenen  einer  weiteren  Bedingung  nicht  mehr  unterworfen;  ebenso 
wenig  unterliegen  die  algebraischen  Glieder,  welche  in  den  zu  den 
Unstetigkeitspunkten  des  Integrals  gehörigen  Hauptteilen  auftreten, 
irgend  einer  Einschränkung,  wie  das  schon  auf  S.  314  gezeigt  worden 
ist.  Giebt  man  alsdann  von  einem  Abelschen  Integral  mit  dieser 
Mafsgabe  die  Art  seiner  Unstetigkeiten,  so  wird  dasselbe  bestimmt, 
abgesehen  von  einem  Integral  erster  Gattung,  welches  noch  beliebig 
hinzugefügt  werden  kann. 
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Zweiimdzwanzigste  Vorlesung. 

Normierung  der  Integrale  durch  Angabe  eines  Teiles  der  Perioden.  —  Perioden- 
relationen für  Integrale  erster,  zweiter,  dritter  Gattung.  —  Die  Perioden  und  die 
Integranden  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funktionen  der  Unstetig- 
keitepunkte.  —  Der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei 
den  Integralen  dritter  Gattung.  —  Der  Riemann-Rochsche  Satz  als  Folge  der 

Periodenrelationen. 

§1. 

Nachdem  wir  im  vorigen  Kapitel  den  Überblick  über  die  Perioden 
eines  einzelnen  Abelschen  Integrals  gewonnen  haben,  gehen  wir  nun- 
mehr dazu  über,  die  Gesamtheit  der  zu  dem  Körper  K(z,  u)  gehörigen 
Abelschen  Integrale  hinsichtlich  ihrer  Periodeneigenschaften  zu  unter- 
suchen. Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  vor  allem  eine  fundamentale, 
von  Eiemann  entdeckte  Ungleichung  aufstellen,  welcher  die  Perioden 
eines  Abelschen  Integrals  erster  Gattung  genügen  müssen,  und  sodann 
mit  Hilfe  derselben  zeigen,  dafs  wir  die  Abelschen  Integrale  auch  in 
ganz  anderer  Weise  als  bisher  festzulegen  imstande  sind.  Während 
wir  nämlich  bisher  die  Abelschen  Integrale  durch  Angabe  des  zu- 
gehörigen Divisors  bestimmt  haben,  werden  wir  nunmehr  das  wichtige 
Resultat  feststellen,  dab  ein  zum  Korper  gehöriges  Abelsches  Integral 
auch  dann,  abgesehen  von  der  Integrationskonstanten,  völlig  bestimmt 
ist,  wenn  die  Art  seiner  Unstetigkeiten  und  ein  Teil  seiner  Perioden 
gegeben  sind. 

Setzen  wir  auf  der  Biemannschen  Kugelfläche  mit  Trennung  des 
reellen  und  imaginären  Bestandteiles  $  —  x  +  iy,  und  bezeichnen  wir 
mit  u  und  v  irgend  zwei  reelle  Funktionen  der  reellen  Variabein  x 
und  y,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  Green*)  für  jeden  Ge- 
bietsteil s,  auf  welchem  die  Funktionen  u  und  v  mit  ihren  ersten 
partiellen  Ableitungen  eindeutig  und  stetig  sind: 

*)  S.  ss.  B.  H.  Burkhardt,  Einführung  in  die  Theorie  der  analytischen  Funk- 
tionen einer  komplexen  Veränderlichen.    1897.    S.  81  und  99. 
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wenn  das  Linienintegral  links  in  positivem  Sinne  um  die  Berandung 
von  *  herumgeführt,  das  Doppelintegral  rechts  über  die  Flache  s  erstreckt 
wird.  Sind  nun  u  und  v  der  reelle  und  der  imaginäre  Bestandteil 
einer  auf  der  Biemannschen  Kugelflache  eindeutigen  analytischen  Funk- 
tion w(z)  =  u  +  iv,  so  gelten  die  Differentialgleichungen 

du  dv       d%  dv_ 

dy  Wx       2Jx        dy 

und  es  ist  also,  wenn  die  Funktion  w{z)  innerhalb  des  Gebiets  8  keine 
Unstetigkeiten  besitzt: 

Da  nun  der  Integrand  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  eine  Summe 
zweier  Quadrate  und  also  niemals  negativ  ist,  so  ist  das  Linienintegral 


1)  fudv^O, 


und   zwar  kann  der  Grenzfaü   des  Gleichheitszeichens  nur  dann  ein- 
treten, wenn  für  das  ganze  Gebiet  s 


GS)"*«)-» 


ist;  dann  aber  ist  u  und  v,  also  auch  die  Funktion  w(z)  in  dem  ganzen 
Gebiete  s  eine  Eonstante.  Wenn  also  w{ß)  eine  eigentliche  Funktion 
von  z  ist,  so  kann  in  der  Ungleichung  nur  das  Zeichen  >  gelten. 

Diesen  Satz  wollen  wir  in  dem  Falle  anwenden,  dafe  die  Funk- 
tion w(z)  ein  Integral  erster  Gattung  und  das  Gebiet  s  die  ganze  zer- 
schnittene Kugelfläche  91'  ist;  da  w  auf  9t'  durchweg  endlich,  ein- 
deutig und  stetig  ist,  so  sind  die  Voraussetzungen  für  die  Anwendbarkeit 
des  Satzes  samtlich  erfüllt.  Die  Perioden  des  Integrals  w  f&r  die 
Schnitte  at  und  b{  seien  mit  Trennung  des  reellen  und  des  imaginären 
Teiles: 

Erstreckt  man  nun  das  Integral  Judv  über  den  Bond  von  9t'  in  der 
durch  das  Tableau  (T)  auf  S.  333  angegebenen  Reihenfolge,  so  erhalt 
man  z.  B.  von  den  Schnitten  at  und  b1}  wenn  man  die  von  dem  linken 
und  rechten  Ufer  jedes  Schnittes  herrührenden  Bestandteile  zusammen- 
fafst  und  dabei  berücksichtigt;  dals  die  entsprechenden  t; -Werte  für 
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beide  Ufer  sich  bloft  um  die  Konstante  cc",  resp.  ß"  unterscheiden  und 
das  Differential  dv  also  dasselbe  ist: 

fi»m  -  «cw  +/[«(**)  -  «ob,)]  ^ 

=.  alfäv  +  fifdv  -  «Jtf  -  <fl. 

Da  ferner  die  von  den  beiden  Ufern  der  Schnitte  d  herrührenden  Bei- 
trage sich  aufheben,  so  ergiebt  sich  für  die  Perioden  eines  eigentlichen 
Integrals  erster  Gattung  die  Ungleichung 

2)     <k  -  </*;  +  4K  -  <ä  + •  •  • + «;#'  -  «;#  >  o. 

Aus  dieser  wichtigen  Relation  ziehen  wir  nun  unmittelbar  die 
Folgerung,  dais  fftr  ein  Integral  erster  Gattung,  welches  keine  Kon- 
stante ist,  die  Perioden  J^,  A^, . . .  Ap  nicht  samtlich  verschwinden 
können;  denn  andernfalls  waren  die  samtlichen  Gröfsen  a{,  a",  also  auch 
die  auf  der  linken  Seite  von  (2)  stehende  Summe  gleich  Null,  wahrend 
sie   positiv  sein  mufe.    In  ganz  der  gleichen  Weise  erschliefst  man, 

dais  die  Perioden  t>       t>  t> 

Bl}    l*i,...J*p 

nicht  samtlich  verschwinden  können.  Während  wir  also  früher  nur 
feststellen  konnten,  dais  ein  Integral  erster  Gattung  nicht  lauter  ver- 
schwindende Perioden  besitzen  kann,  zeigt  das  neue  Ergebnis,  dais 
auch  in  jedem  der  beiden  Halbsysteme,  in  welche  die  2p  Fundamental- 
perioden eines  Integrals  erster  Gattung  zerlegt  werden  können,  min- 
destens eine  von  Null  verschiedene  Periode  vorhanden  sein  mufs. 

Eine  weitere  Konsequenz  dieses  Satzes  besteht  nun  darin,  dafs 
von  einem  Integral  erster  Gattung  nach  Belieben  die  p  Perioden 
für  die  Schnitte  o*  oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  6,  vor- 
geschrieben werden  können,  und  daJDs  durch  diese  Angabe  das  Integral, 
abgesehen  von  einer  additiven  Konstanten,  bestimmt  ist.  In  der  That, 
es  seien  wif  «?,,  . . .  wp  ein  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster 
Gattung,  und  diese  mögen  das  Periodensystem  haben: 


«1 

o»   • 

.a, 

h 

b,   . 

..6, 

wt 

«u 

«u  • 

■  <hp 

bn 

ba. 

..*, 

wt 

«n 

«M  • 

■  <hp 

6,1 

bn  . 

..btp 

wp 

Opl 

Opj  . 

■  ■  °pp 

hi 

&„. 

■  •  bP„ 

bo  daft  das  Integral  w{  an  dem  Schnitte  ak  die  Differenz 

«i(?a)-wi^)-fli*, 
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an  dem  Schnitte  bk  die  Differenz 

^0Pi)-^(?€)-*« 
aufweist.    Bilden  wir  daher  irgend  ein  Integral  erster  Gattung 

W  —  C  +  C,^  +  Ci«72  H h  CpfCp, 

so  hat  dieses  an  dem  Querschnitte  a{  die  Differenz 

3)  Ai  =  Ciait-  +  cjOj,-  H h  <?,%<, 

an  dem  Querschnitte  6,-  die  Differenz 

4)  Bt  —  Ci&ü  +  <*&*•  H +  Cp6p». 

Hieraus  folgt  nun  zunächst,  daJGs  die  Determinanten 

\aik\     und     \bik\  (i,k  =  l,2,...p) 

beide  von  Null  verschieden  sind,  denn  andernfalls  würde  man  die 
Eonstanten  Cj,  %, . . .  cp  aus  den  p  linearen  homogenen  Gleichungen 
Ai  =  Oy  resp.  JB<  — 0  so  bestimmen  können,  dab  sie  nicht  alle  ver- 
schwinden und  dab  doch  die  p  Perioden  At  oder  die  p  Perioden  B{ 
Null  sind,  und  das  ist  nach  dem  voranstehenden  Satze  unmöglich,  da 
w1} . . .  wp  linear  unabhängig  sind. 

Schreibt  man  daher  dem  Integrale  w  die  Perioden  A19  A^9 . . .  Ap 
vor,  so  haben  die  obigen  Gleichungen  (3)  eine  und  nur  eine  Lösung 
q,  Cg, . . .  cp,  und  das  Integral  w  ist  also  bis  auf  die  additive  Eonstante  c 
völlig  bestimmt.  Das  Gleiche  gilt  für  die  Perioden  B19  JB^,  . . .  BPf 
und  damit  ist  in  der  That  der  Satz  bewiesen: 

Ein  Integral  erster  Gattung  ist,  abgesehen  von  einer  addi- 
tiven Eonstanten,  festgelegt,  wenn  entweder  die  p  Perioden 
für  die  Schnitte  at-  oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  &,-  will- 
kürlich gegeben  sind. 
An  Stelle  der  Integrale  w19  w29 . . .  wp  kann  man  auch  irgend  ein 
anderes  System  vonp  Integralen  erster  Gattung  zu  Grunde  legen,  welche 
mit  jenen  durch  eine  lineare  Substitution  von  nicht  verschwindender 
Determinante  zusammenhängen.     Da  nun  die  obige  Determinante  |a,-*| 
von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  insbesondere  auch  diejenigen 
p  Integrale  e^,  t^, . . .  up  wählen,  welche  durch  Auflösung  der  linearen 
Gleichungen 

u>t  —  <hiui +  <******+•  '+(hpUp 


Wp  —  »plWl  +  dpiUt  +  .  -  •  +  <*ppUp 


erhalten  werden.  Das  Integral  t*j  hat  dann  an  dem  Querschnitte  a*  die 
Differenz  1,  während  die  Differenz  an  allen  übrigen  Querschnitten  ak 
verschwindet;    denn    da   wl9  wt9 . . .  wp   an    dem   Querschnitte  a<   die 
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Differenzen  au,  a%i} . .  .  api  besitzt,  so  hat  t^, . . .  u*_i,  uiy  ui+lj . . .  up 
ebendaselbst  die  Differenzen  0, ...  0, 1,  0, ...  0.  Nach  dem  letzten  Satze 
ist  das  Integral  Ut  durch  diese  Angabe  und  durch  Festlegung  seiner 
unteren  Grenze  bestimmt.  Bei  Zugrundelegung  dieser  Normalintegrale 
nimmt  das  Tableau  der  Perioden  folgende  einfachere  Gestalt  an: 


«1 

0,.. 

.ap 

\ 

b%    . 

h 

«1 

1 

0  . 

.0 

*« 

ta.. 

•      1\P 

«. 

0 

1  . 

.0 

*M 

T„  .  . 

•  T2p 

tt. 

0 

0  . 

.  1 

*pl 

tpt- 

•  •  TPP7 

wobei,   wie   wir  sehr  bald   sehen   werden,  überdies   das   System   der 
Perioden  m  symmetrisch  ist. 

In  ähnlicher  Weise  laust  sich  auch  ein  Abelsches  Integral  mit  be- 
liebig vorgegebenen  Unstetigkeiten  normieren.  Wir  haben  früher  (S.  342) 
gezeigt,  daJCs  von  einem  allgemeinen  Abelschen  Integrale  m  die  Hauptteile 
der  in  den  Unstetigkeitspunkten  stattfindenden  Reihenentwickelungen 
willkürlich  mit  der  einzigen  Einschränkung  angenommen  werden  dürfen, 
dals  die  Summe  aller  Residuen  den  Wert  Null  hat.  Denkt  man  sich 
aber  diese  die  Art  der  Unstetigkeit  von  cd  bestimmenden  Bestand- 
teile gegeben,  so  ist  die  Funktion  hierdurch  noch  nicht  festgelegt, 
sondern  zwei  solche  Integrale,  <o  und  <d<0>,  welche  in  gleicher  Weise 
unendlich  werden,  können  sich  noch  um  eines  der  ersten  Gattung  w 
unterscheiden.  Es  ist  dann  klar,  dafs  wir  o  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmen  können,  wenn  wir  noch  die  in  den  Schnitten  a{ 
oder  die  in  den  Schnitten  b{  geltenden  Differenzen  angeben;  denn,  be- 
sitzt to  an  den  Querschnitten  at  die  Differenzen  L1}  2^,  . . .  LP9  das 
mit  den  gleichen  Unstetigkeiten  versehene  Integral  &W  aber  die  Diffe- 
renzen Lf£\  ZJf>,  . . .  U*\  so  hat  das  Integral  erster  Gattung 

W  =  CO  —  ©W 

die  Differenzen  Lt  —  I/p, . . .  L  —  Ifl)  und  ist  also  hierdurch  bis  auf 

die  Eonstante  bestimmt    Es  gilt  somit  der  Satz: 

Ein  beliebiges  Abelsches  Integral  ist,  abgesehen  von  einer 
additiven  Eonstanten,  festgelegt,  wenn  erstens  die  Hauptteile 
der  in  den  Unstetigkeitspunkten  stattfindenden  Reihenent- 
wickelungen und  zweitens  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  at 
(oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  bi)  gegeben  sind;  dabei 
sind  diese  Bestimmungselemente  nur  der  einzigen  Bedingung 
unterworfen,  dafs  die  Summe  der  Residuen  des  Integrals  ver- 
schwindet.   Insbesondere  kann  man  von  einem  nicht  überall 
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endlichen  Integral  verlangen,  dafs  es  an  den  Querschnitten  a, 
keine  Differenzen  besitzt;  ein  solches  Integral  wird  als  ein  in 
Bezug  auf  die  Querschnitte  a<  normiertes  Integral  be- 
zeichnet 
Die  Normierung  der  Abelschen  Integrale  durch  die  Perioden  wird, 
weil  sie  meist  über  den  Bereich  der  algebraischen  Funktionen  hinaus- 
führt; als  „transcendente  Normierung"  bezeichnet  im  Gegensatz 
zur  algebraischen,  bei   welcher   das  Integral  durch   den   zugehörigen 
Differentialteiler  bis  auf  eine  additive  Eonstante  eindeutig  bestimmt  wird. 

§2- 
Das  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitete  Resultat  ergab  sich  da- 
durch, dafe  wir  das  Integral  judv  um  das  gesamte  Schnittsystem 
herumfuhrten;  welches  die  Begrenzung  der  einfach  zusammenhangenden 
Flache  91'  bildet  Diese  Methode;  welche  als  die  Riemannsche 
Methode  der  Randintegration  bezeichnet  wird;  erweist  sich  auch 
dann  als  ein  überaus  fruchtbares  Prinzip,  wenn  wir  aus  irgend  zwei 
Abelschen  Integralen  mW  und  ©W,  die  aus  dem  Körper  K(j&,  u)  hervor- 
gehen; das  Integral  „ 

I=J(oWd<oW 

zusammensetzen  und  dieses  um  die  Gesamtbegrenzung  von  SR'  herum- 
erstrecken. Besitzen  die  Funktionen  o(1>  und  <d(2>  an  den  2p  Quer- 
schnitten Oi  und  bi  resp.  die  Differenzen 

Zf>,  Ift  . . .  I£>,     Mp,  MF, . . .  MWt 

I1*>,  W  . . .  Itf,    MF,  MF,  ■  ■  ■  Ä», 

so  erhält  das  um  die  Begrenzung  von  9t'  in  positivem  Sinne  herum- 
geführte Integral  I  den  Wert 

denn  es  ergiebt  sich  von  den  beiden  Ufern  der  Schnitte  at  und  ft,  der 
Beitrag 

ai  •« 

=  LwfdaW  +  MfüfdmW  -  W M «  -  I£>  Ä™, 

während  die  von  den  beiden  Ufern  von  c{  herrührenden  Bestandteile 
sich  wieder  aufheben.    Andererseits  läfst  sich  das  Integral  i,  wenn  die 
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Unstetigkeiten  von  a>W  and  tö(2)  bekannt  sind,  mit  Hilfe  des  Cauchyschen 
Satzes  auf  anderem  Wege  auswerten,  und  durch  Vergleichung  beider 
Resultate  erhalten  wir  so  algebraische  Relationen,  welchen  die  Perioden 
der  beiden  Integrale  o(1)  und  <d(2)  genügen  müssen.  Diese  bilinearen 
Periodenrelationen,  welche  wir  nun  im  einzelnen  ableiten  wollen,  sind 
die  Grundlage  jeder  tiefer  in  das  Wesen  der  Abelschen  Integrale 
eindringenden  Untersuchung. 

Da  wir  sowohl  für  a>W  als  auch  für  ©W  eines  der  Elementar- 
integrale  der  drei  Gattungen  wählen  können,  so  erhalten  wir  sechs 
verschiedene  Pundamentalrelationen,  aus  welchen  sich  alle  anderen 
bilinearen  Relationen  zwischen  den  Perioden  Abelscher  Integrale  zu- 
sammensetzen lassen  und  welche  in  Sätzen  verschiedenartigen  Charakters 
ihren  Ausdruck  finden. 

Nehmen  wir  für  gjW  und  o(*)  zunächst  zwei  Integrale  erster 
Gattung,  deren  Perioden  resp.  mit 

"**  A<*>\A?>,...Ay,    Bp,BF,...B? 

bezeichnet  sein  mögen,  so  ist  das  über  die  Begrenzung  von  9t r  er- 
streckte Integral  /» 

lx=JuF>duP> 

nach  dem  Satze  von  Gauchy  gleich  Null.  Da  nämlich  ufü  und  wW 
auf  der  ganzen  zerschnittenen  Fläche  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind 
und  sowohl  die  Funktion  «£>,  als  auch  das  Differential  duW  überall 
positive  oder  verschwindende  Ordnungszahlen  besitzen,  so  erhält  die 
Integralfdnktion  keinerlei  Unstetigkeiten;  bei  dieser  Überlegung  ist  zu 
beachten,  daJjs  von  der  Ordnungszahl  des  Differentiales  dvP)  =  ldz  in 
ganz  demselben  Sinne  die  Rede  ist  wie  auf  S.  294,  und  dafs  hierdurch 
eben  die  Betrachtung  von  der  Variabein  z  ganz  unabhängig  wird,  die  der 
Integration  und  der  Auswahl  der  Riemannschen  Fläche  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Es  gilt  somit  die  bilineare  Relation 
(I)  Jf > JBJ»  -  jpBjp  +  -  •  •  +  jpBW  -  AfBM  -  0. 

Nimmt  man  insbesondere  für  tcM  und  uft)  zwei  der  im  vorigen  Para- 
graphen aufgestellten  Normalintegrale  ut  und  uk,  so  ist  für  das  Integral  ut 

^-*„    -#»-«„ 

und  ebenso  für  w* 

wo  dr9  =*  1  oder  =0  zu  setzen  ist,  je  nachdem  die  Indices  r,  s  gleich 
oder  ungleich  sind.    Man  erhält  daher  aus  (I): 
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In  dem  Tableau  der  Perioden  der  Normalintegrale  auf  S.  347 

ist  also  das  quadratische  System  r**  stets  ein  symmetrisches. 

An  zweiter  Stelle  betrachten  wir  den  Fall,  daGs  das  eine  Integral 

ein  überall  endliches,  das  andere  ein  Integral  zweiter  Gattung  mit  einem 

einzigen  Unstetigkeitspunkte  Q  ist.    Das  erste  Integral  w  habe  an  den 

Querschnitten  Oj, . . .  ap,  b19 . . .  bp  die  Differenzen 

^i>  *A*>  -  -  •  Ap)    **i>  *h f  •  •  •  Bp* 
das  andere  Integral  tjg  werde  im  Punkte  D  von  r*0*  Ordnung  unendlich 
und   habe   die  Perioden 

Cu  C2, . . .  #p,    Du  D2, . . .  Bp. 
Dann  erhalt  das  Integral  „ 

2,  -ji&dw, 

um  die  Gesamtbegrenzung  der  Fläche  91'  herumgeführt,  den  Wert 

C&  -  ^A  +  C%B9  -  J2D2  +  •+  CpBp  -  J^Dp. 
Schneidet  man  femer  aus  der  Flache  3T  den  Punkt  Q  und  seine  Um- 
gebung U  durch  einen  kleinen  Kreis  heraus,  der  sich  ein  oder  mehrere 
Male  um  jQ  herumwindet,  so  ist  auf  der  übrig  bleibenden  Flache  © 
sowohl  tjg  als  auch  w,  folglich  auch  die  Integralfunktion  I%  durchweg 
eindeutig,  endlich  und  stetig,  und  man  erhält  also  den  Wert  Null, 
wenn  man  das  Integral  J,  um  die  Gesamtbegrenzung  von  @,  welche 
aus  der  Begrenzung  von  St '  und  der  Begrenzung  von  U  besteht,  in 
positivem  Sinne  herumfahrt     Somit  hat  man 

fijpdw  —  ptgdw, 

wenn  beide  Integrale  in  positivem  Sinne  erstreckt  werden,  und  da  das 
zweite  Integral,  dividiert  durch  2ni}  nichts  anderes  als  das  Residuum 
des  zugehörigen  Differentials  fttr  den  Unstetigkeitspunkt  D  ist,  so  er- 
hält man  die  folgende  Fundamentalformel  für  die  Perioden  eines 
Integrals  zweiter  Gattung: 

C1Bl^A1D1  +  C%Bi^A^D,+    -+CPBP-APDP 

wobei  R&  ebenso  wie  auf  S.  341  das  Residuum  für  den  Punkt  D  be- 
deutet. Bei  der  Berechnung  dieses  Residuums  genügt  es,  den  Fall  zu 
betrachten,  dafs  der  Hauptteil  des  Integrals  zweiter  Gattung  aus  einem 
einzigen  Gliede  besteht,  da  man  ja  nach  den  Ausführungen  auf  S.  342 
aus  derartigen  Elementarintegralen  und  überall  endlichen  Integralen 
jedes  der  zweiten  Gattung  additiv  zusammensetzen  kann.  Wenn  auf 
der   Riemannschen  Fläche   81,    der    Punkt    D    ein   a-blättriger    Ver- 
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zweigungspunkt  ist  und  z  in  ihm  den  Wert  a  hat,  so  hat  man  in  der 
Umgebung  des  Punktes  D  die  Beihenentwickelnngen 

*i£?  —  — ^~7  +  positiven  Potenzen  von  (jer  —  «), 

1)  (■-«)• 

_1  iL  IL 

«0  =  wo  +  ^(ä  —  *)"  +  m(*  —  «)°  H h  Wr  (*  —  «)"  H , 

wobei,  wenn  a  =  <x>  ist,  jgf  —  a  wieder  durch  —  zu  ersetzen  ist.    Setzt 

z 

man    nun    die    in    Q    in    erster    Ordnung    verschwindende    Funktion 


—  / 1  \ 

{z  —  d)a  resp.  (— t     gleich  ar  und  differenziert  nach  ä,  so  erhalt  man 


dar 

also 


-j-  —  «?!  +  2w2ä  +  3u>8ff*  H h  rwrÄr-1  +  • 


«»*«-«»£*— (n?+-)*"i 


das   gesuchte  Residuum  ist  also  rgwn  und  die  Formel  (II)  erhalt  die 

Gestalt 

(Ha)  C^JBj  -  AiD1  +  C^  -  -4,2),  +  ■  •  •  +  Q,^  -  J,DP  -  2nirgwn 

wo  die  Koeffizienten  <7  und  wr  aus  den  Formeln  (1)  zu  entnehmen  sind. 
Man  kann  das  Integral  zweiter  Gattung  nach  den  Ergebnissen  des 
vorigen  Abschnittes  durch  Hinzufügung  eines  Integrals  erster  Gattung 
so  normieren,  dafs  seine  Differenzen  C19 . . .  Cp  an  den  Querschnitten  ak 
Null  sind;  dann  ergiebt  die  letzte  Gleichung  unmittelbar  Ausdrücke 
für  die  Differenzen  Dlf . . .  Dp  an  den  Querschnitten  bk.  Wählt  man 
nämlich  alsdann  fftr  w  das  auf  S.  346  erklärte  Normalintegral  erster 
Gattung  uty  so  verschwinden  in  (IIa)  nicht  blofs  Cu  . . .  Cp,  sondern  auch 

Alf . . .  4*— i,  4*+i>  •  •  •  Ap> 
während  Ak  —  1  ist;  man  erhalt  somit  die  Gleichung 

—  Dt=*2itirgu%\ 
welche  in  dem  Satze  ihren  Ausdruck  findet: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  a*  normiertes  Integral 
zweiter  Gattung,  welches  nur  im  Punkte  D  wie 


fr-«)- 
unendlich  wird,  besitzt  an  jedem  Querschnitte  bk  eine  Periode  Dh 
welche  algebraisch  von  dem  Unstetigkeitspunkte  £1  abhängt;  es 
ist  nämlich 
(IIb)  Dk=-2*irgitf9 
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r 

wobei  u&  den  Koeffizienten  von  {e  —  a)a  in  der  Entwickelnng 
des  fcten  Normalintegrals  erster  Gattung  uk  bedeutet. 
Wenn  D  för  das  Integral  ein  Pol  erster  Ordnung  ist,  wenn  ferner 

die  Riemannsche  Fläche  in  D  unverzweigt  und  der  zugehörige  Wert  a 

endlich  ist,  so  erhalt  man  die  obige  Gleichung  in  ihrer  einfachsten 

Gestalt,  nämlich: 

(üb)  £*-- 2***4(0), 

wobei  u[  den  Differentialquotienten  von  uk  nach  0,  also  den  Integranden 
des  Normalintegrals  erster  Gattung 

bedeutet. 

Die  Perioden  des  in  der  angegebenen  Weise  normierten  Integrals 
zweiter  Gattung  hängen  also  algebraisch  von  dem  Unstetigkeitspunkte  Q 
ab.  Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  daüs  diese  Normierung  selbst  in  dem 
auf  S.  348  angegebenen  Sinne  transcendent  ist;  denn  wir  haben  zu 
einem  beliebigen  Integrale  zweiter  Gattung,  um  die  Perioden  an  den 
Querschnitten  a4  in  Fortfall  zu  bringen,  ein  Integral  erster  Gattung 

ciw1  +  c%w%  H VcpWp 

hinzugefügt,  dessen  Koeffizienten  Cj, . . .  cp  von  den  Perioden  des  ersten 
Integrals  abhängen  und  daher  noch  nicht  bestimmte  Funktionen  des  Poles 
£1  sind.  Somit  ist  der  Integrand  eines  derartigen  normierten  Integrals 
zweiter  Gattung  zwar,  in  seiner  Abhängigkeit  von  der  Integrations- 
variabein betrachtet,  eine  Funktion  des  Körpers  K(ß,  u);  betrachtet 
man  ihn  aber  in  seiner  Abhängigkeit  von  dem  Pole  D  =  (*0,  t^),  so 
könnte  er  sehr  wohl  außerhalb  des  Körpers  K^Uq)  gelegen  sein. 
Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  es  Integrale  zweiter  Gattung  giebt, 
deren  Integranden,  in  beiderlei  Abhängigkeit  betrachtet,  Funktionen 
des  Körpers  sind,  und  deren  Perioden  algebraische  Funktionen  des 
Unstetigkeitspunktes  sind.  Diese  Frage  wird  durch  einen  späteren 
Satz  bald  ihre  Beantwortung  finden. 

Ebenso  wie  wir  hier  algebraische  Relationen  für  die  Perioden 
eines  Integrals  zweiter  Gattung  erhalten  haben,  so  ergeben  sich 
solche  f&r  die  Perioden  eines  Integrals  dritter  Gattung,  wenn  wir 
das  Integral  fe  durch  ein  Integral  0^0»  mit  zwei  logarithmischen 
Unstetigkeitspunkten  Qt  und  D,  ersetzen.  Es  seien  die  Residuen 
dieses  Integrals  in  den  Punkten  Dj  und  Q,  resp.  gleich  —  1  und 
gleich  + 1  und  seine  Perioden  an  den  Querschnitten  a,  und  6,  gleich 

TP        TP  TP  TP        TP  TP 

&u  &%}  .  .  .  -fcp,      Jfu   J*!,  .  .  .  Jfp, 
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wahrend  das  überall  endliche  Integral  tv,  wie  vorher,  die  Perioden 

A^i  A}, . . .  Ap,    Blf  2^, . . .  Bp 
besitze.    Führen  wir  nun  das  Integral 

um  die  Gesamtbegrenzung  der  auf  S.  339  charakterisierten  Flache  91" 
herum,  auf  welcher  sowohl  w  als  auch  c5ß1o1  eindeutige  und  stetige 
Funktionen  des  Ortes  sind,  so  ist  das  Resultat  nach  dem  Cauchyschen 
Satze  gleich  Null.  Andererseits  erhalten  wir  zunächst,  von  den  Quer- 
schnitten aiy  biy  d  herrührend,  analog  wie  früher,  den  Beitrag 

EXBX  -  A1Fl  +  E%B%  -  A*F2  +--.  +  EpBp  -  A?FP. 

Führen  wir  sodann  das  Integral  IB  über  das  linke  und  rechte  Ufer  des 
Schnittes  \9  so  erhalten  wir  (vgl.  Fig.  27),  da  ©0,0,  auf  dem  linken 
Ufer  um  —  2«i  grofser  ist  als  auf  dem  rechten,  den  Beitrag 

f[*fcfi.(*a)  -  ^o.0fc)]*«  -  -  2**MD1)  "  «(*)L 


A 


wenn  &  der  Anfangspunkt  des  Schnittes  ^  ist.    Ebenso  erhalten  wir, 
von  Zg  herrührend,  x 

2*»  [*(£>,)  -w(8)], 
also  von  lt  und  Z»  zusammen 

2«i[w(D2)-«;(Cl1)], 

so  dafis  der  Punkt  &,  der  ja  nur  Hilfspunkt  ist,  das  Resultat  nicht  beeinflußt. 
Betrachten  wir  schliefslich  die  von  den  kleinen  Kreisen  xx  und  *, 
herrührenden  Beitrage,  so  können  wir  leicht  zeigen,  daüs  sie  dann  in 
Fortfall  kommen,  wenn  man  die  Radien  unbegrenzt  abnehmen  lafst. 
Ist  nämlich  der  Radius  eines  der  beiden  um  die  Unstetigkeitspunkte  D 
herumgeführten  Kreise  gleich  q,  so  liefert  das  Integral  28,  um  x 
herumgeführt,  denselben  Beitrag  wie  das  Integral 


da  tSo1oa  wie  ±lg($  —  a)a  unendlich  wird.    Nun  ist  für  den  Kreis  x 

z  —  a  —  Qei9,    also     lg(*  — a)  =  lgp  +  i#, 
und  es  variiert  fr  von  fr0  bis  fr0+  2jra;  also  ist  das  letzte  Integral  gleich 

±lgQ  I  dw  ±i  J  fr  -  dw] 

hier  aber  verschwindet  der  erste  Summand  nach  dem  Satze  von  Gauchy, 
weil    die    zu    integrierende    Funktion   eine    eindeutige,    endliche    und 

Hcnael  u.  Landaberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  28 
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stetige  Funktion  einer  komplexen  Variabein  und  der  Integrationsweg 
geschlossen  ist;  in  dem  zweiten  Summanden  ist  der  Integrand  zwar 
keine  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen,  weil  die  Funktion  # 
nicht  den  hierfür  charakteristischen  Differentialgleichungen  auf  S.  344 
genügt,  aber  da  man  den  Radius  des  Kreises  unbegrenzt  abnehmen,  den 
Integrationsweg  also  unendlich  klein  werden  lassen  kann  und  hierbei 
der  Integrand  regulär  bleibt,  so  muJs  das  Integral  im  Grenzfalle  den 
Wert  Null  erhalten.  Somit  erhalten  wir  die  Periodenrelation  für 
Integrale  dritter  Gattung: 
f  EXBX  -  A,FX  +  E^B^  -  AiF2+--.+  EpBp  -  ApFp 


(in) 


2ni[w(ß1)  —  «?(D,)]  —  -  2ar i  I  dw. 


f 


Man  kann  auch  das  Integral  äc^c^  so  normieren,  dafe  die  Perioden 
Eu  E%9 . . .  Ep  verschwinden;  nimmt  man  dann  wieder  für  das  Integral  w 
das  Normalintegral  ukf  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  ak  normiertes  Integral 
dritter  Gattung  c3oxo1  mit  den  beiden  Unstetigkeitspunkten  Dj 
und  Q,,  welches  in  diesen  beiden  Punkten  die  Residuen  —1 
und  + 1  hat,  besitzt  an  jedem  Querschnitte  bk  eine  Periode 

Ä-2«[nl(01)-ite(D1)], 
wobei  uk  das  kie  Normalintegral  erster  Gattung  bedeutet 
Weitere  wichtige  Sätze  ergeben  sich,  wenn  wir  in  dem  Integrale  I 
auf  S.  348  beide  Funktionen  ak  Integrale  zweiter  oder  dritter  Gattung 
annehmen.  Wahlen  wir  zuvörderst  zwei  Integrale  zweiter  Gattung 
mit  den  Unstetigkeitspunkten  D  und  D',  so  wollen  wir  uns  hier  von 
vornherein  auf  den  Fall  beschranken,  dafe  die  Unstetigkeit  von  der 
ersten  Ordnung  und  die  Punkte  D  und  D'  gewöhnliche  Punkte  der 
Riemannschen  Fläche  8t,  sind.  Es  werde  das  erste  Integral  ^  in  Q 
unendlich  wie und  besitze  die  Perioden 


CX}  C%} . . .  Cp,    DXy  D%} . . .  Dx 


rpy 


ebenso  werde  das  zweite  £y  unendlich  wie 7  und  habe  die  Perioden 

e  —  ar 

C[,  Cj, . . .  Cp9    B1}  Dg, . . .  Dp. 

Dann  ist  das  um  den  Rand  von  9t f  herumgeführte  Integral 


/* 


einerseits  gleich  dem  bilinearen  Ausdruck 

c^  -  c[  a  +  c8d;  -  ci  a  +  •  •  •  +  cpd;  -  c;a, 
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andererseits  gleich  2ximdl  der  Summe  der  von  den  Unstetigkeits- 
punkten  D  imd  D'  herrührenden  Residuen;  denn  schneidet  man  aus 
der  Flache  9t'  die  Punkte  D  und  D'  und  ihre  Umgebungen  durch 
kleine  Kreise  heraus,  so  ist  auf  der  übrig  bleibenden  Madie  @  sowohl  fo 
als  auch  fe-  regulär,  das  Resultat  der  um  die  gesamte  Begrenzung  von  © 
erstreckten  Integration  also  gleich  NulL  Da  ferner  in  der  Umgebung 
von  O  die  Reihenentwickelungen  gelten: 

fa  -  irh  +  •  •  •,  '*  -  '°'(D>  +  W) (*-«)+•••» 

wobei  t'  die  Ableitung  von  t  nach  0  bedeutet,  so  erhalt  man 

lfe(fc<ifr)-fr(ö)- 
Ebenso  hat  man  in  der  Umgebung  von  Ol: 

t*  -  fe(O')  +  fr(D')  (0  -  «')  +  ■  •  • 

fe<*fr  -  -  l ÖF=5T»  +  T=7  +•  •  • ) de 

Folglich  ergiebt  sich  die  Gleichung 

CiLi-C[Dl  +  C%D;-C'tDl+..  .+  CPDP-CPDP 
^    '  -2*i  [&(&)-&(&')]• 

Sind  insbesondere  die  Perioden  C,  und  0/  gleich  Null,  so  ist  einfach 

(IV.)  fr(O)-fr(ß0, 

und  es  gilt  also  der  Satz: 

Wenn  man  das  Integral  zweiter  Gattung  t&  mit  dem  ein- 
fachen Unstetigkeitspunkte  D  so  normiert,  dals  die  Perioden 
an   den  Querschnitten  a,  verschwinden,   und  man  betrachtet 
den  Integranden  t&  in  seiner  Abhängigkeit  nicht  blofe  von  der 
Integrationsvariabein,   sondern   auch   von    dem    Unstetigkeits- 
punkte D,  so  ist  &(&')  eine  symmetrische  Funktion  seiner 
beiden  Argumente  D  und  D'. 
Hieraus   folgt,    dafs   der   Integrand   des   normierten   Integrals   zweiter 
Gattung  auch  von  dem  Unstetigkeitspunkte  algebraisch  abhängt,  womit 
die  auf  S.  352  aufgeworfene  Frage  wenigstens  für  Integrale  mit   ein- 
fachem Pole  in  bejahendem  Sinne  entschieden  ist. 

Wir  stellen  jetzt  das  Integral  zweiter  Gattung  £&,   das   den  ein- 
fachen Unstetigkeitspunkt  D  und  die  Perioden 

C19  C%, . . .  Cp,    D1}  D%> . . .  Dp 

23* 
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hat,  zusammen  mit  dem  Integrale  dritter  Gattung  ©0,0,,  dae  die 
logarithmischen  Unstetigkeitspunkte  C^  und  D,  mit  den  Residuen  —  1 
und  +1  und  die  Perioden 

TP       TP  TP  TP       TP  TP 

besitzt 

Schneidet  man  nun  aus  der  einfach  zusammenhangenden  Flache  91", 
welche  aus  SR'  durch  Ausführung  der  Schnitte  \  und  Z,  hervorgegangen 
ist,  noch  den  Punkt  D  und  seine  Umgebung  heraus,  so  ist  das  um 
die  gesamte  übrig  bleibende  Flache  ©  erstreckte  Integral 


s> 


nach  dem  Satze  von  Cauchy  gleich  Null.  Zunächst  erhalt  man  Ton 
der  Begrenzung  von  8t '  den  Beitrag 

01F1  -  A^i  +  G%F%  -  D,E,  +• ..+  CPFP  -  DPEP, 

während  die  von  den  beiden  Ufern  von  lx  und  Z,  herrührenden  Bei- 
träge sich  aufheben,  weil  fe  hier  keine  Differenzen  besitzt.  Es  bleiben 
also  bloJs  noch  die  zu  den  drei  Unstetigkeitspunkten  D,  C^,  Qj  ge- 
hörigen Residuen  zu  berechnen.  Nun  ist  in  der  Umgebung  von  O, 
wenn  wir  wieder  annehmen,  dafs  daselbst  keine  Verzweigung  vor- 
handen ist: 

fc  =  ^  +•••,    ffl^o,  -  «0.0.(0)  +  »oto.(Q)(* -«)  +  ••■, 
also 

iJo^Dddfo.D,)  =  ®0i  0»(&)« 

Ebenso  ist  in  der  Umgebung  von  Dj  oder  D,: 
also 


fe-fc(Of)+--,    rf«olot-±jzT+--         (t'-i,t), 


Es  ergiebt  sich  somit  die  Formel 

C.F,  -  A^i  +  Q JP,  -  A^  +  •  •  •  +  CPFP  -  DPEP 
(y)  -  2*»[a&,o,(ö)  -  fcCD.)  +  fe(Q,)]- 

Von  besonderem  Interesse  ist  auch  hier  wieder  der  Fall,  dafs  man 
beide  Integrale  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  a,  normiert  annimmt; 
es  ist  dann  nämlich  _ 

(Va)  dko.(D)  -  fa(0,)  -  fc(0|)  -  -  A<o 

und  es  gilt  also  der  Satz: 
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Betrachtet  man  ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  a,  nor- 
miertes Integral  zweiter  Gattung  mit  einfachem  Pole 

£1 


u 


bei  festgehaltenen  Grenzen  als  Funktion  des  Poles  D,  so  ist 
dasselbe  gleich  dem  Integranden  des  normierten  Integrals  dritter 
Gattung  mit  den  Unstetigkeitspunkten  Dj  und  D,,  also  alge- 
braisch   von    D    abhangig.     Umgekehrt    ist    der    Integrand 
^OiDi(ö)  des  normierten  Integrals  dritter  Gattung,  in  seiner 
Abhängigkeit  von  den  Unstetigkeitspunkten  C^  und  D,  be- 
trachtet,   gleich    einem    Integrale    zweiter    Gattung,    dessen 
Grenzen  £^  und  D,  sind.    Der  Integrand  des  normierten  Inte- 
grals dritter  Gattung  ist  also  eine  transcendente  Funktion 
seiner   logarithmischen  Unstetigkeitspunkte. 
Aus  diesem  Satze  folgt  noch  ein  bedeutsames  Resultat,  wenn  man 
die   Gleichung  (Va)  differenziert  und  den  vorigen  Satz  (IV)   in  An- 
wendung bringt    Faust  man  nämlich  den  Integranden  in  seiner  Ab- 
hängigkeit von  Q}   ins  Auge   und  bezeichnet  mit  8X   eine   von   dem 
Punkte  Dj  abhangige  Variable  des  Körpers,  so  ist 

der  Integrand  des  normierten  Integrals  dritter  Gattung,  nach 
einem  seiner  Unstetigkeitspunkte  $\  differentiiert,  ergiebt  den 
Integranden  des  normierten  Integrals  zweiter  Gattung  mit  dem 
einfachen  Pole  Dj. 
Ein  letztes  Resultat  gewinnen  wir,  wenn  wir  zwei  Integrale  dritter 
Gattung  <£$!$,   und    ©ckd   zur  Bildung    des   Integrals  I  verwenden 
Damit   dieselben   eindeutige   Funktionen  des  Ortes  werden,  lassen 
wir    von    dem    Endpunkte  %   der    Berandung  von    9t'  vier  Schnitte 
**i>  hhf  lü*>  few  nach  den  Punkten  $ßx,  Sßa,  C^,  D*   ausgehen  und  be- 
zeichnen die  so   entstandene  Fläche  mit  91''.     Führen  wir  dann  das 
Integral  f 

um  den  ganzen  Band  von  8t"  herum,  so  erhalten  wir  den  Wert  Null, 
da  beide  Funktionen  «5$^  und  cä^c,  innerhalb  91"  eindeutig,  endlich 
und  stetig  sind.  Haben  nun  die  beiden  Integrale  an  den  Quer- 
schnitten Oi  und  b{  die  Differenzen 

Ej»\  E<p\  .  . .  E&\    Ff*\  F$*\  . . .  fj» 

m  JSJ»,  Ejp, . . .  Ef>,    FjM,  Ff»,   . .  F p<°>, 
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so  erhält  das  Randintegral  zunächst,  von  diesen  Querschnitten  her- 
rührend, den  Beitrag 

Sodann  erhält  man  von  den  beiden  Ufern  des  Schnittes  l^ 

2^[-cöDlo1(*i)  +  «Dlo.(a)] 

und  ebenso  von  dem  Schnitte  l^ 

8»r^o.(*i)--*Dbi).(«)L 

während,  ebenso  wie  auf  S.  353  die  von  den  kleinen  Kreisen  um  Sß2 
und  Sßa  herrührenden  Integralbeiträge  bei  unendlicher  Abnahme  des 
Radius  in  Fortfall  kommen.  Führt  man  schliesslich  das  Integral  über 
die  beiden  Ufer  von  ^  und  fa,  und  die  zugehörigen  Kreise  um  £^  und 
D,,  so  sind  die  von  den  Schnitten  l  herrührenden  Glieder  Null,  und 
als  Resultat  der  Integration  über  die  Kreise  erhalt  man  den  Wert 

2ari[(5tßx^(D1)  -  •**(£>,)]. 

Es  ergiebt  sich  also  die  wichtige  Formel,  welche  als  der  Satz  von 
der  Yertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei  den 
Integralen  dritter  Gattung  bezeichnet  wird: 

(vi)  ,  » 

—  2*t| 


'ljdm9l$%--jd£&lütj. 


In  dem  besonderen  Falle,  dafs  die  Integrale  in  Bezug   auf  die  Quer- 
schnitte Oi  normiert  sind,  erhalt  diese  Gleichung  die  einfache  Gestalt: 

(Via)  Jda^^^Jdä^c] 

d.  h.  es  gilt  der  Satz: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  at  normiertes  Integral 
dritter  Gattung  erleidet  keine  Veränderung,  wenn  man  seinen 
ersten  und  zweiten  Unstetigkeitspunkt  mit  seiner  unteren  und 
oberen  Grenze  vertauscht. 
Der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  ist 
ein  rein  algebraischer  Satz;  wir  werden  dies  bei  einer  späteren  Unter- 
suchung erkennen,  bei  welcher  wir  die  Periodenrelationen  ohne  Benutzung 
der  analysis  situs  auf  direktem  Wege  erhalten  und  in  dem  Vertauschungs- 
satze  die  Quelle  aller  übrigen  Relationen  finden  werden.    Dann  wird 
auch  die  hier  nur  gestreifte  Frage,  in  welcher  Weise  die  Integranden 
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und  die  Perioden  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  von  ihren 
Unstetigkeitspunkten  abhängen,  eine  tiefere  und  eindringendere  Er- 
örterung finden,  und  ebenso  werden  wir  alsdann  auch  auf  algebraischem 
Wege  Auftchlufs  über  die  ZusammenhangsTerhältnisse  der  Biemannschen 
Flache  gewinnen. 

§3. 

Wenn  wir  zu  den  in  dem  Körper  K(z,  u)  enthaltenen  algebraischen 
Funktionen  diejenigen  aus  K  hervorgehenden  Abelschen  Integrale  hinzu- 
nehmen, welche  nur  polare  Ulistetigkeiten  besitzen,  so  sind  die  Funk- 
tionen  des  so  erweiterten  Bereiches  insofern  mit  einfacheren  Eigen- 
schaften ausgestattet,  als  wir  ihnen  die  Lage  ihrer  Pole  und  die  Haupt- 
teile der  zugehörigen  Reihenentwickelungen  ebenso  wie  bei  rationalen 
Funktionen  willkürlich  vorschreiben  können,  während  dies  bei  den  Funk- 
tionen des  Körpers  K(e}  u)  nach  den  Ergebnissen  des  §  4  der  zwanzigsten 
Vorlesung  nicht  möglich  ist.  Wollen  wir  dann  innerhalb  des  so 
erweiterten  Bereiches  wieder  die  Funktionen  des  Körpers  aussondern,  so 
geschieht  dies  nach  dem  Satze  auf  S.  113  vollständig  durch  die  Forderung, 
dafe  die  Funktion  keine  Perioden  besitzen  solle,  also  auf  der  un- 
zerschnittenen  Biemannschen  Flache  eindeutig  sei.  Wir  wollen  zeigen, 
dais  wir  unter  Zuhilfenahme  der  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen 
Periodenrelationen  auch  auf  diesem  von  dem  früheren  ganz  abweichenden 
Wege  die  Gesamtheit  der  durch  einen  gegebenen  Divisor  teilbaren 
Funktionen  des  Körpers  bestimmen  und  auch  so  zu  einem  Beweise  des 
im  Hittelpunkte  der  ganzen  Theorie  stehenden  Biemann-Bochschen 
Satzes  gelangen  können. 

Um  aber  den  Gang  der  nachfolgenden  Untersuchung  nicht  unter- 
brechen zu  müssen,  wollen  wir  vorher  einen  bekannten  Satz  über 
lineare  Gleichungen  in  Erinnerung  bringen  und  gleich  in  der  für  unsere 
Zwecke  geeignetsten  Form  aussprechen.  Sind  tn  lineare  homogene 
Gleichungen  gegeben: 


<*mlXl  +  &m2X*  H h  OmnXn  =  0, 

so  brauchen  dieselben  nicht  alle  voneinander  unabhängig  zu  sein, 
sondern  es  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  <s  von  ihnen  eine  Folge  der 
übrigen  m  —  6  Gleichungen,  diese  letzteren  aber  voneinander  un- 
abhängig sind.    Dann  ist  der  Bang  des  Koeffizientensystems 
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gleich  m  —  tf,  cL  h.  unter  den  Determinanten  (m  —  ö)**T  Ordnung  findet 
sich  mindestens  eine  von  Null  verschiedene,  wahrend  alle  Determinanten 
höherer  Ordnung  verschwinden.  Ebenso  grols  ist  daher  der  Rang  der 
konjugierten  Matrix,  welche  aus  der  vorigen  durch  Vertauschung 
von  Zeilen  und  Spalten  hervorgeht.  Bilden  wir  daher  das  konjugierte 
Gleichungssystem 

aut/i  +  thit/t  +'-  +  "mlüm  —  0 


(hnifi  +  (hnffi  +  •  •  •  +  amHym  =  0, 


so  besitzt  dasselbe  ebenfalls  den  Rang  m  —  6,  und  da  man  somit  z.  B. 
über  die  letzten  6  Unbekannten  ym—a+\, . .  •  ym  frei  verfugen  kann, 
wodurch  dann  die  ersten  m  —  6  Gröfsen  yu  ya, . . .  ym-a  bestimmt  sind, 
so  können  die  sämtlichen  Lösungen  dieses  Systems  aus  ö  linear  un- 
abhängigen Fundamentallösungen  linear  komponiert  werden.  Es  gilt 
also  der  Satz: 

Wenn  in  einem  System  linearer  Gleichungen  ö  von  ihnen 
eine  Folge  der  übrigen,  voneinander  unabhängigen  Gleichungen 
sind,  so  besitzt  das  konjugierte  System,  welches  durch  Ver- 
tauschung von  Zeilen  und  Spalten  aus  dem  vorigen  hervorgeht, 
ö  linear  unabhängige  Fundamentallösungen. 
Stellen  wir  nun  die  Aufgabe,  die  Dimension  der  durch  den  ganzen 
oder  gebrochenen  Divisor 


Q 


bestimmten  Klasse  Q  zu  ermitteln,  so  wollen  wir  zur  Vereinfachung 
der  folgenden  Betrachtungen  voraussetzen,  daCs  der  Zahler  sowohl 
wie  der  Nenner  von  £t  aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren  be- 
steht. Nach  den  früheren  Auseinandersetzungen  wird  diese  Dimensions- 
bestimmung dadurch  geleistet,  dafs  wir  die  sämtlichen  Funktionen 
des  Körpers  aufstellen,  welche  durch  den  Divisor  -^  teilbar  sind, 
d.  h.  welche  die  Punkte  $ßx,  Sß2,  . . .  *ßr  höchstens  zu  einfachen  Polen  und 
die  Punkte  Dj,  D,,  ...  D«  zu  Nullpunkten  mindestens  erster  Ordnung 
haben.  Betrachten  wir  nun  zunächst  allgemeiner  die  sämtlichen 
Integrale  zweiter  Gattung,  für  welche  5ß1;  Sß„  . . .  Sßr  einfache  Pole  sind 
und  welche  an  den  Querschnitten  a,  keine  Differenzen  haben,  so  können 
dieselben  aus  den  r  normierten  Elementarintegralen  zweiter  Gattung 

linear  zusammengesetzt  werden  und  sind  also  in  der  Formel  enthalten: 
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wo  C0}  CX9 . . .  Cr  r  + 1  Konstanten  bedeuten.  Diese  Formel  spielt  in  der 
Theorie  der  allgemeinen  Abelschen  Integrale  zweiter  Gattung  genau  die- 
selbe Rolle,  wie  die  Partialbruchzerlegxing  (vgl.  S.  17)  in  der  Theorie  der 
rationalen  Funktionen,  da  sie  ein  Integral  mit  gegebenen  polaren  Unstetig- 
keiten  aus  Elementarintegralen  mit  einem  Pole  zusammensetzen  lehrt 
Dabei  sind  im  Unterschiede  von  der  etwas  allgemeineren  Partialbruch- 
Zerlegung  in  §  3  der  20.  Vorlesung  die  Integrale  samtlich  so  normiert, 
dafe  sie  an  den  Querschnitten  ak  keine  Differenzen  besitzen;  Heiken 
wir  diese  Voraussetzung  fallen,  so  würde  auf  der  rechten  Seite  obiger 
Gleichung  noch  ein  Integral  erster  Gattung,  also  eine  aus  p  Gliedern 
bestehende  Summe  hinzutreten. 

Soll  nun  die  Funktion  t  allen  vorher  gestellten  Forderungen  ge- 
nügen, so  müssen  die  in  der  Gleichung  (1)  auftretenden  r  +  1  Eon- 
stanten zwei  verschiedene  Arten  von  Bedingungen  erfüllen:  es  müssen 
erstens  auch  die  Differenzen  des  Integrals  an  den  Querschnitten  bk  ver- 
schwinden und  zweitens  die  Punkte  E^,  D,, . . .  Q,  Nullstellen  von  t  sein. 
Nun  ist  die  Differenz  eines  normierten  Integrals  <$  am  Querschnitte  bk 
zufolge  der  Gleichung  (üb)  auf  S.  352  gleich  -  2*t  «**($),  wo  u*(Sß) 
das  £to  Normalintegral  erster  Gattung  bedeutet;  hierbei  mulsten  wir 
aber  die  Variable  z,  nach  welcher  differenziert  wird,  so  wählen,  dals 
weder  die  Biemannsche  Flache  91«  im  Punkte  Sß  verzweigt  ist,  noch 
auch  z  in  5ß  unendlich  wird.  Es  kommt  also  keiner  der  Punkte 
$&,  Sß,, . . .  Sßr  in  dem  zu  dem  Differentiale  dz  gehörigen  Divisor  ^ 

vor.  Das  Integral  t  hat  also  keine  Perioden,  wenn  die  p  linearen 
homogenen  Gleichungen  erfüllt  sind: 

(Mm + <wo&) + •  •  • + Gruim  -  0 
2)  Ci«j(*i)  +  cx(&)+---+a«;(^)=o 

<WGfc)  +  CWOP.)  +  •  •  ■  +  CrU^r)  -  0. 

Außerdem  müssen  aber  die  s  Gleichungen  bestehen: 

*(M  =  c0  +  cm&i)  +  c*th(M  +  •  •  •  +  Crt*r(ßi)  -  o 
*(M  -  Co  +  Q**(a*)  +  Q^(o.)  + •  •  • +  a^CDi)  -  o 


3) 


*(&»)  -  c0  +  ci«fc(D.)  +  c2%,(a)  + . .  -  +  a.^r(a)  -  o. 

Daher  müssen  die  r  +  1  Eonstanten  C  p  +  s  linearen  Gleichungen  ge- 
nügen; unter  der  Voraussetzung  also,  dats  diese  linearen  Gleichungen 
unabhängig  sind,  ist  die  Dimension  der  Klasse  Q: 

{Q}  =  r  +  l-p-s  =  q-p+l, 
wo  q  =  r  —  s  die  Ordnung  der  Klasse  Q  bedeutet 
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Wenn  aber  die  beiden  Systeme  (2)  und  (3)  zusammengenommen 
ein  System  voneinander  abhängiger  Gleichungen  darstellen  and  a  von 
ihnen  eine  Folge  der  übrigen  sind,  so  sind  sie  nur  p  +  s  —  0  un- 
abhängigen Gleichungen  äquivalent,  und  dann  ist 

{Q)  =  r  +  l-p-s  +  6  =  q-p  +  l  +  6. 
Hierbei  ist  nun  a  eine  ganze  nicht  negative  Zahl,  deren  Bedeutung 
für  obiges  Gleichungssystem  mit  Hilfe  des  vorher  aufgestellten  Hilfe- 
satzes  naher  festgestellt  werden  kann.  Bei  dieser  Diskussion  müssen 
wir  aber  zwei  Falle  unterscheiden,  je  nachdem  s,  die  Zahl  der  gegebenen 
Nullstellen  der  Funktion  t}  gleich  Null  oder  gröfser  als  Null  ist. 

I.  Ist  $  =  0,  so  kommt  das  System  (3)  in  Fortfall,  und  unter  den 
p  linearen  Gleichungen  (2)  sind  <r  eine  Folge  der  übrigen 

Dann  besitzt  nach  unserem  Hilfssatze  das  konjugierte  Gleichungs- 
system 

*«;Cfc)  +  **»J(&)  +  ■  •  ■  +  *#40ft)  -  o 

*i*iößi) + «xcm + ■  ■  • + *xöfc)  -  o 

6  linear  unabhängige  Fundamentallösungen.  Da  in  den  Punkten 
?i>  %*>  -  -  -  tyr  die  Riemannsche  Fläche  9t,  unverzweigt  und  z  endlich 
ist,  so  können  wir  durch  Multiplikation  mit  dz  =  ^  zu  einem  völlig 

äquivalenten  Gleichungssysteme  übergehen,  in  welchem  an  die  Stelle  der 
Differentialquotienten  die  Differentiale  getreten  sind,  und  es  giebt  also 
genau  ö  linear  unabhängige  Differentiale  erster  Gattung 

dco  =  x^dux  +  x%dui  H h  XpdUp, 

deren  zugehörige  Divisoren  durch  D  <=  Sß^  •••?*■  teilbar  sind;  denn  wenn 

der  Differentialquotient  ^ xku[  in  jedem  der  Punkte  $„$,,...$,.  ver- 
schwindet, so  ist  der  zu  dem  Differentiale  ^lxhduh   gehörige  Teiler 

i 
durch  jeden  der  jenen  Punkten  entsprechenden  Primdivisoren,  also  auch 

durch  ihr  Produkt  D  teilbar,   und  da  dz  in  jedem  Punkte  Sß?   die 

Ordnungszahl  Null  hat,  so  folgt  aus  der  letzteren  Bedingung  wieder  die 

erstere.    Da  somit  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  o  und  nicht  mehr 

linear  unabhängige  ganze  Divisoren  vorhanden  sind,  welche  durch  0 

teilbar  sind,  so  ist  ö  die  Dimension  der  Ergänzungsklasse  Q*  =  ~q: 


.-[%}-m. 


H.  Wenn  der  Divisor  D  gebrochen  und  die  Ordnung  seines  Nenners 
s  >  1  ist,  so  eliminieren  wir  zunächst  in  den  Gleichungen  (3)  die  Un- 
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bekannte  C0f  indem  wir  von  der  ersten  der  Reihe  nach  die  zweite, 
dritte,  .  . .  sto  Gleichung  subtrahieren.  Wenden  wir  nun  die  Relation  (Va) 
des  vorigen  Abschnittes  an,  so  können  wir  eine  Differenz  ^(Dj)  —  %(Da) 
durch  den  Integranden  ©c^Oß)  des  normierten  Integrals  dritter  Gattung 
mit  den  Unstetigkeitspunkten  DiD*  und  dem  Argument  Sß  ersetzen. 
Daher  ist  das  System  (3)  äquivalent  den  folgenden  s  —  1  Gleichungen: 

CÄO.($i)  +  CtA.O.Ä)  +  -  +  &*.*(&)  =  0 

3a)         4*.*<*l)  +  CÄ^Cß*)  +  •  •  ■  +  Crä'c^m  -  o 

^*Wfc)  +  Q^Ofc) + -  +  a***0M  -  o, 

zu  welchen  noch  die  Gleichung 

3b)  C0  +  CM&J  +  (!***(&)  +  •  •  •  +  CKft.CDO  =  0 

zur  Bestimmung  der  Eonstanten  C0  tritt.  Diese  letzte  übt  aber  offen- 
bar auf  den  Wert  der  Zahl  o  gar  keinen  Einflufs  aus,  sondern  sie  dient 
nur  dazu,  um,  wenn  Cu  Ca,  . . .  Gr  den  Gleichungen  (2)  und  (3a) 
gemäfa  bestimmt  sind,  nun  auch  die  Eonstante  C0  festzulegen. 

Betrachten  wir  aber  jetzt  das  System,  welches  aus  den  Glei- 
chungen (2)  und  (3  a)  zusammengesetzt  ist,  und  nehmen  wir  wieder  an, 
dafs  von  diesen  p  +  s  —  l  Gleichungen  6  eine  Folge  der  übrigen,  von- 
einander linear  unabhängigen  sind.  Dann  hat  nach  unserem  Hilfssatze 
das  konjugierte  System: 

genau  a  unabhängige  Losungen.  Gehen  wir  wieder  durch  Multiplikation 
mit  dz  von  den  Differentialquotienten  zu  den  Differentialen  über,  so 
können  wir  diese  Thatsache  auch  dahin  aussprechen,  dafs  es  6  linear 
unabhängige  Differentiale  dritter  Gattung 

d<o&xbt...o.9=x1du1-\ +  xpdup  +  Xp+xdä^c^  H (-  Xp+i-idm^^ 

giebt,  für  welche  $\,  D,, . . .  D,  Pole  und  $u  $*,...  $#•  Nullpunkte 
erster  Ordnung  sind.  Der  zu  einem  derartigen  Differentiale  gehörige 
Teiler  ist  also  gerade  ein  Vielfaches  des  Divisors 

0,0,...  g.' 

und  es  giebt  also  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  a  linear  unabhängige 
Divisoren,  welche  Multipla  des  Divisors   D   sind;   d.  h.   es   ist  auch 

-  {?)-(«•!■ 
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Also  ist  im  Falle  (I)  und  (II),  wenn  Qf  die  Ergänzungsklasse  von  Q 
bedeutet: 

5)  m  =  q-p+ i+m. 

Eine  besondere  Berücksichtigung  erfordert  noch  der  Fall  s  =  1. 
Dann  erhalten  wir,  da  das  System  (3)  nur  aus  einer  Gleichung  besteht, 
welche  blolis  zur  Bestimmung  der  Eonstanten  C0  dient,  ebenso  wie  im 
ersten  Falle  ö  gleich  der  Dimension  der  Schar  derjenigen  Differential- 
teiler erster  Gattung,  welche  Multipla  von  $ßx  Sß2  .  .  .  Sßr  sind.  Bilden 
wir  aber  andererseits  die  Schar  der  Differentiale,  welche  höchstens 
in  Dj  einen  Pol  erster  Ordnung  besitzen,  so  ist  diese  mit  der  Schar 
der  Differentiale  erster  Gattung  identisch;  denn  es  giebt,  wie  früher 
bewiesen  (S.  309),  keine  Differentiale  mit  einem  einzigen  Pole  erster 
Ordnung.  Daher  kann  auch  in  diesem  Falle,  wie  in  den  beiden 
anderen.  iw\ 

— {f}-wi 

gesetzt  werden,  und  die  Formel  (5)  gilt  also  ganz  allgemein. 

Die  Relation  (5)  kann  leicht  in  die  frühere  Form  des  Riemann- 
Rochschen  Satzes  gesetzt  werden.  Denn  ist  q*  die  Ordnung  der  Er- 
gänzungsklasse  Qf,  so  hat  man 

.        2  +  2'  =  2(p-l), 
also 

{Ö}-{Ö')  =  «-(P-1)=Y(2-«') 
oder 

6)  [Q)-i  =  m-f 

welches  die  frühere  Form  des  Satzes  ist. 

Bei  dieser  Herleitung  haben  wir  über  die  Natur  des  Divisors  D 
eine  einschränkende  Voraussetzung  gemacht  Es  hat  keine  prin- 
zipielle Schwierigkeit,  diese  Einschränkung  aufzuheben,  würde  aber 
den  Apparat  der  zum  Beweise  erforderlichen  Formeln  erheblich 
vergrößern.  Auch  haben  wir  mehrere  Falle  unterscheiden  müssen, 
während  das  Resultat  ein  vollkommen  einheitliches  ist.  Gerade  darin 
zeigt  sich  bei  dieser  Untersuchung  die  Überlegenheit  der  algebraischen 
Behandlung  des  Problems  über  die  analytisch-transcendente,  dafii  der 
Riemann-Rochsche  Satz  bei  der  ersten  sich  sogleich  in  voller  All- 
gemeinheit als  naturgemäfser  Gipfelpunkt  der  systematischen  Ent- 
wickelung  darstellt,  während  bei  der  zweiten  der  Beweis  mehr  den 
Charakter  einer  nachträglichen  Verifikation  trägt  und  die  einheitliche 
Formulierung  des  Endresultates  etwas  Überraschendes  hat. 


Digitized  by 


Google 


Dreiundzwaimgste  Vorlesung. 

Algebraische  Kurven  oder  Gebilde.  —  Die  Gradzahlen  der  Kurve.  —  Trans- 
formation. —  Unendlich  ferne  Elemente  der  Kurve.  —  Mehrfache  Punkte  der 
Kurve;  verschiedene  Definitionen.  —  Ein-  und  mehrzweigige  Singularitäten; 
Tangenten.  —  Aufzählung  der  einfachsten  Singularitäten.  —  Der  Divisor  der 
Doppelpunkte  oder  der  Singularitäten.  —  Zerlegung  dieses  Divisors  in  seine  Ele- 
mentarbestandteile. —  Wesentlicher  und  aufserwesentlicher  Teiler  der  Diskriminante 

der  Kurvengleichung. 

§1. 

Wir  haben  bisher  eine  algebraische  Gleichung  F(u,  f)  =  0  stets 
als  Definitionsgleichnng  einer  algebraischen  Funktion  u  der  un- 
abhängigen Variabein  z  betrachtet  und  unter  diesem  Gesichtspunkte 
alle  bisher  aufgestellten  Sätze  abgeleitet  Anstatt  aber  eine  der  beiden 
Variabein  vor  der  andern  auszuzeichnen,  können  wir  auch  beide  als  gleich- 
berechtigt auffassen  und  den  Inbegriff  der  Wertsysteme  (u  =  u0,  £  =  £0) 
ins  Auge  fassen,  welche  jener  Gleichung  genügen  und  sich  stetig  an- 
einander anschlielsen.  Diese  Anschauungsweise  entspricht  genau  der- 
jenigen, welche  in  der  analytischen  Geometrie  üblich  ist;  wir  wollen 
daher  die  Gesamtheit  jener  die  Gleichung  befriedigenden  Wertsysteme 
auch  als  algebraisches  Gebilde  bezeichnen  und  durch  das  geometrische 
Bild  der  algebraischen  Kurve  interpretieren.  Hierbei  bringt  freilich 
das  Kurvenbild  nur  die  reellen  Punkte  des  algebraischen  Gebildes  zur 
Darstellung,  wahrend  wir  natürlich  auch  überall  die  komplexen  Wert- 
systeme  betrachten,  die  der  Gleichung  genügen;  indes  ist  es  ja  auch 
in  der  analytischen  Geometrie  seit  langer  Zeit  üblich,  zum  Zwecke 
uneingeschränkter  Interpretation  algebraischer  Thatsachen  von  imagi- 
nären oder  komplexen  Kurvenpunkten  zu  sprechen. 

Wir  werden  so  unter  Benutzung  der  bereits  gewonnenen  Resultate 
einen  Einblick  in  die  wichtigsten  Gesetze  erlangen,  von  denen  die 
Lehre  von  den  algebraischen  Kurven  der  Ebene  und  des  Raumes  be- 
herrscht wird,  und  wir  werden  finden,  dafs  die  Theorie  der  algebrai- 
schen Kurven  und  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer 
Veränderlichen  in  wichtigen  Teilen  miteinander  zusammenfallen.  Einige 
der  späterhin  aufzustellenden  Sätze  sind  in  der  That  nur  ein  anderer 
Ausdruck  für  Funktionseigenschaften,  die  wir  vorher  rein  analytisch 
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formuliert  hatten.  Daher  wird  such  der  nächste  und  voroehmlichste 
Zweck  dieser  Vorlesung  darin  bestehen,  die  Definitionen  der  Kurven- 
theorie so  zu  fassen,  dafa  die  bisher  angewendeten  Begriffsbildungen, 
vor  allem  die  Lehre  von  den  Divisoren,  in  ausnahmsloser  Allgemein- 
heit auf  sie  übertragen  werden  können. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Variabein  mit  x  und  y,  so  bestehe 
zwischen  ihnen  die  irreduktible  Gleichung 

1)  F(*,9)-2He*****'wm0' 

welche  in  x  vom  Grade  m,  in  y  vom  Grade  n  sein  möge.  Hierbei 
machen  wir  also  zunächst  keinerlei  besondere  Annahme  über  die 
Dimension,  welche  den  einzelnen  Gliedern  x^y*  der  Kurvengleichung 
höchstens  zukommen  kann,  und  wir  werden  erst  späterhin  auf  die 
Modifikationen  eingehen,  welche  bei  unseren  Begriffsbildungen  ein- 
treten, wenn  wir  mit  Kurven  einer  bestimmten  Ordnung,  d.  h.  von  be- 
stimmter Maximaldimension  zu  thun  haben.  Demgemäß  wird  die 
Kurve,  wenn  wir  zunächst  von  allen  singulären  Vorkommnissen  ab- 
sehen, von  einer  Parallelen  zur  x- Achse  y  —  b  =  0  in  m,  von  einer 
Parallelen  zur  t/- Achse  x  —  a  —  0  in  n  Punkten  geschnitten,  deren 
Abscissen  resp.  Ordinaten  durch  die  Gleichungen  m*6*  und  nton  Grades 

*(M)-0,  F(*,V)-0 
bestimmt  sind.  Da  nach  dem  auf  S.  246  bewiesenen  Satze  die  Funk- 
tion x  die  Ordnung  n,  die  Funktion  y  die  Ordnung  m  hat,  so  ent- 
sprechen die  m,  resp.  n  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  genau  den 
m,  resp.  n  Primdivisoren,  in  welche  die  Zähler  $,_6  und  jx-«  der 
Funktionen  y  —  b  und  x  —  a  zerlegt  werden  können;  denn  nur  für 
diese  nimmt  y  den  Wert  b,  resp.  x  den  Wert  a  an. 

Für  die  Ziele  der  Kurventheorie  ist  es  oftmals  zweckmäßig,  an 
Stelle  des  soeben  angewendeten  einfachsten  Koordinatensystems  ein 
allgemeineres  zu  Grunde  zu  legen  und  dadurch  eine  etwas  inhalts- 
reichere Interpretation  der  Gleichung  F(x,  y)  =  0  zu  gewinnen.  Anstatt 
nämlich  die  Ebene  mit  zwei  Scharen  von  parallelen  Geraden  zur  x- 
und  zur  y-  Achse  y  —  b  —  0  und  x  —  a  =  0  zu  überspinnen,  können 
wir  ebensogut  von  irgend  zwei  Punkten  A  und  B  der  Ebene,  die 
endlich  oder  auch  unendlich  fern  sein  können,  zwei  Strahlenbüschel 
ausgehen  lassen  und  jeden  Strahl  des  einen  oder  des  anderen  Büschels 
durch  das  Doppelverhältnis  festlegen,  welches  er  mit  drei  festen 
Strahlen  t^,  o^,  o,  des  Büschels  A,  resp.  b1}bt9  bz  des  Büschels  B  bildet. 
Sind  a  und  b  zwei  Strahlen  der  Büschel  A  und  B  (Fig.  28),  und  be- 
zeichnen wir  mit  denselben,  aber   unüberstrichenen    Buchstaben    die 
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Werte  der  Doppelverhaltnisse,  welche  sie  mit  den  Grundstrahlen 
bilden,  sind  also  die  Quotienten 

z-  -  _  -v  ein  (acL)  sin  (5. 5.) 

(at 0.0.0)  =    .  ;,-1;  .  ~ ?:-  =  o, 

v  *   '   »   '         8in(60  sinfo^)  ' 

so  wird  durch  das  Wertsystem  (x  =  a,  y  =  b)  ein  Punkt  P  der  Ebene 
als  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  AP  und  BP  mit  den  Gleichungen 
x  —  a  =  0,  resp.  y  —  b  =  0  bestimmt. 


Fig.  38. 


Es  ist  klar,  dafe  das  gewöhnliche  Cartesische  Koordinatensystem 
nur  ein  spezieller  Fall  dieses  allgemeineren  ist,  denn  wählen  wir  das 
Büschel  der  Parallelen  zur  «/-Achse  als  das  erste  A,  so  ist  das 
Doppelverhältnis  (äiä2ä5ä)  gleich  dem  Doppelverhältnis  der  zu  den 
Geraden  a19  ä%}  ä8;  ä  gehörigen  Schnittpunkte  mit  der  x- Achse  und 
durch  dieses  zu  ersetzen;  es  ist  also 


(a  o  a  a\^  («-«Üte-qJ. 


wo  jetzt  of  o1}  a^9  o^  die  Gartesischen  Koordinaten  der  Schnittpunkte 
mit  der  x- Achse  bedeuten,  und  dieses  wird  für  o1  =  0;a8  =  oo,  ajj  =  l 
einfach  gleich  a;  ähnliches  gilt  für  das  Büschel  B. 

Halten  wir  nun  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlenbüschel  ^.und 
B fest,  führen  aber  anstatt  der  drei  Grundstrahlen  au ät} ä3,  resp. b19bi} bs 
drei  andere  öj,  öj,  SJ,  resp.  JJ,  6,,  63  ein,  so  sind  die  neuen  Koordinaten 
rf,  resp.  feines  Punktes  P  der  Ebene  nach  den  Grundlehren  der  analytischen 
Geometrie  lineare,  im  allgemeinen  gebrochene  Funktionen  der  alten: 

*>  X        yx  +  d'  y        y'y  +  *'' 
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wobei  die  Determinanten  ad  —  ßy,  a'd*  —  /J'y'  von  Null  verschieden 
sind.  Es  gilt  nämlich,  wenn  öj,  5J,  aj  in  dem  ersten  Koordinaten- 
system resp.  die  Gleichungen  #  =  a^,  z  =  #8?  z  =  Zj  haben,  z.  B.  ffir  ot 
die  Transformationsgleichting 

welche  in  #  linear  ist.  Geht  durch  eine  solche  Transformation  die 
Gleichung  x=*a  des  Strahles  .4P  in  xr  =  ar  über,  so  ist  offenbar  der 
Divisor  j*_a  =  j»'_a';  und  es  bleibt  also  die  Definition  der  Schnitt- 
punkte der  Geraden  und  der  Kurve  von  einer  solchen  Transformation 
ganz  unberührt.  Das  gleiche  ist  mit  allen  späterhin  zu  gebenden 
Definitionen  der  Fall,  welche  stets  so  gefafet  sind,  dafa  sie  invariant 
sind,  wenn  wir  eine  oder  auch  beide  Variabein  irgend  welcher  linearen 
Substitution  unterwerfen. 

Legen  wir  dieses  allgemeinere  Koordinatensystem  zu  Grunde,  so 
erscheint  die  Kurve  F(x,y)  =  0  als  das  Erzeugnis  zweier  Strahlen- 
büschel A  und  JB,  die  in  der  Weise  aufeinander  bezogen  sind,  dab 
einem  Strahle  a?  =  a  des  ersten  Büschels  n  des  zweiten,  und  einem 
Strahle  y  =  6  des  zweiten  m  des  ersten  zugeordnet  sind.  In  diesen 
Doppelverhältniskoordinaten  stellt  also  z.  B.  eine  Gleichung,  welche 
in  x  und  in  y  linear  ist,  den  allgemeinsten  Kegelschnitt  durch  die 
Grundpunkte  A  und  B  dar. 

Hiernach  ist  es  denn  auch  ohne  weiteres  ersichtlich,  was  wir  unter 
der  Geraden  x  =  oo,  resp.  y  ~  oo  zu  verstehen  haben.  Die  erste  dieser 
beiden  Geraden  entspricht  dem  Doppelverhältniswert  oo  und  ist  also 
der  Grundstrahl  ä8.  Die  Gerade  sc  —  oo  hat  also  n,  die  Gerade  y  =  oo 
m  Punkte  mit  der  Kurve  gemein,  und  der  zugeordnete  Divisor  ist  der 
gemeinsame  Nenner  der  Funktionen  x  —  a,  resp.  y  —  6,  also  ttx  resp.  ny. 
Durch  lineare  Transformation  kann  man  aber  stets  die  Gerade  x  =  oc 
in  eine  Gerade  x*  =  a'  mit  endlichem  Doppelverhältnis  ar  überführen; 
denn  man  braucht  ja  nur 

x  sf  —  a 

zu  setzen.  Ähnliches  gilt  für  die  Gerade  y  =  oo.  In  der  hier  an- 
gegebenen Weise,  also  durch  lineare  Transformation  einer  oder  beider 
Variabein,  werden  wir  zunächst  durchweg  diejenigen  Punkte  der  Kurve 
untersuchen,  die  zu  unendlich  groJäen  Werten  der  Variabein  gehören; 
erst  später  werden  wir  Veranlassung  haben,  hierin  eine  Modifikation 
eintreten  zu  lassen. 

Die  vorher  gegebene  Definition  der  Schnittpunkte  der  Kurve  mit 
einer  Geraden  der  Strahlenbüschel  A  und  B  kann  jetzt  ohne  weiteres 
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auf  beliebige  Sohnittkurven  übertragen  werden,  wobei  wir  auch  hier  noch 
zunächst  von  singulären  Vorkommnissen  absehen.  Ist  G(x,y)  =  0  eine 
zweite  Kurve,  so  werden  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Grundknrve  durch 
die  Primdivisoren  des  Zählers  j<?  der  Funktion  G(x,y)  geliefert;  in  der 
That,  zerlegen  wir  die  in  dem  Körper  K{x,y)  enthaltene  Funktion 
G=  G(x,y)  in  Zähler  und  Nenner: 

bo  gehören  die  Primdivisoren  des  Zählers  zu  denjenigen  Punkten,  für 
welche  G  verschwindet  und  in  welchen  also  die  Kurve  (?  =  0  die 
Grundkurve  schneidet.  Hierbei  ist  ein  Punkt  als  mehrfacher  Schnitt- 
punkt in  Anrechnung  zu  bringen,  felis  der  Exponent  des  zugehörigen 
Primdivisors  gröfser  als  eins  ist.  Es  ist  bemerkenswert,  dafs  sich  bei 
dieser  durch  die  Kurventheorie  gebotenen  Anschauungsweise  zunächst 
nur  die  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  der  Untersuchung  darbieten 
und  hierdurch  eine  bevorzugte  Stellung  innerhalb  der  Gesamtheit  der 
Funktionen  des  Körpers  K(x,y)  erhalten. 

§2. 
Fassen  wir  nun  irgend  einen  Punkt  der  durch  die  Gleichung 
F(x,  y)  =  0  und  die  Variable  x  bestimmten  Riemannschen  Fläche  8tx 
ins  Auge,  so  gehört  zu  ihm  ein  gewisses  Wertsystem  (x  =  a,  y  —  b). 
Jedem  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  entspricht  also  ein  und  nur 
ein  reeller  oder  imaginärer,  endlicher  oder  unendlich  ferner  Punkt  des 
algebraischen  Gebildes.  Wir  machen  nun  aber  die  wichtige  Bemerkung, 
dafa  umgekehrt  nicht  jedem  Punkte  der  Kurve  ein  einziger  Punkt  der 
Riemannschen  Fläche  zu  entsprechen  braucht  In  der  That  kann  es 
ja  sehr  wohl  eintreten,  dafs  zu  Je  Punkten  ^ßi;$s,...^ß*  der  Riemann- 
schen Fläche  dasselbe  Wertsystem  (x  =  a,  y  =  6),  also  auch  derselbe 
Punkt  P  der  Kurve  gehört;  und  zwar  ist  das  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  $*_a  und  jy_ö  einen  gemeinsamen  Teiler  ft  von  der 
ft*6*  Ordnung  besitzen.  In  diesem  Falle  werden  wir  den  Punkt  P  als 
einen  ft-fachen  Kurvenpunkt  zu  bezeichnen  haben,  und  wenn  wir 
durch  P  eine  beliebige  Gerade 

p(x  —  a)  +  q(y  —  b)  =  0 
hindurchlegen,  so  müssen  wir  uns  die  Vorstellung  bilden,  dafe  in  dem 
Schnittpunkte  P  der  Geraden  und  der  Kurve  Je  einfache  Schnittpunkte 
zusammengefallen  sind.  In  der  That  würde  sich  ja  auch,  wenn  wir 
die  Gerade  unendlich  wenig  in  beliebiger  Richtung  verschieben  wollten, 
der  Punkt  P  in  k  einfache,  unendlich  benachbarte  Schnittpunkte  auf- 
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lösen,  wie  dies  ans  den  Reihenentwickelungen  der  Funktion  y  nach 
Potenzen  von  x  —  a  unmittelbar  hervorgeht.  Demgemäß*  treffen  wir 
folgende  Festsetzung: 

Ein  Punkt  (x  «=  a,  y  =  6)  der  Kurve  heilst  ein  fc-facher 
Kurvenpunkt,  wenn  die  Zahler  der  Funktionen  x  —  a,  y  —  b 
einen  Divisor  £*"  Ordnung  gemein  haben.    Ist  a  oder  b  gleich 

unendlich,  so  tritt  —  an  Stelle  von  x-a  oder  —  an  Stelle  von  y—h. 
x  y 

Hierbei  ist  es  nicht  nötig,  dafe  die  k  zu  dem  gemeinschaftlichen 
Divisor  Ä  gehörigen  Punkte  alle  voneinander  verschieden  sind,  viel- 
mehr haben  wir  eben  verschiedene  Kurvensingularitäten  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  die  h  Primfaktoren  jenes  Divisors  alle  voneinander 
verschieden  sind  oder  zum  Teil  miteinander  zusammenfallen. 

Die  hier  gegebene  Definition  einer  Kurvensingularität  weicht  in 
ihrer  Form  von  derjenigen  ab,  welche  in  den  Lehrbüchern  der  analy- 
tischen Geometrie  gebräuchlich  ist.  Man  pflegt  nämlich  gewöhnlich  einen 
im  Endlichen  gelegenen  Kurvenpunkt (x=a9y*=b)  einen  ft-fachen  Punkt 
zu  nennen,  wenn  für  ihn  nicht  blofs  die  Funktion  F(x,  y)y  sondern 
auch  alle  ihre  ersten,  zweiten,  ...(&  —  l)ton  Ableitungen 

0F     dF%      PF      d*F      d*F .  &~XF        P^F  #~XF 

dx}  0y5  dx*'  dxdy  0yf5'"  dx*"1'  dx*-*dy'"  dy*"1 
verschwinden,  während  die  £***  Ableitungen  nicht  mehr  alle  Null  sind. 
Nach  dem  Taylorschen  Satze  für  Funktionen  zweier  Veränderlicher 
kann  diese  Bedingung  auch  so  formuliert  werden,  dafa  in  der  Ent- 
wickelung  der  Funktion  F{x}  y)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a 
und  y  —  b  die  Glieder  niedrigster  Dimension,  welche  auftreten,  von 
der  ft**  Ordnung  sind.     Setzen  wir 

y  —  b  =  u(x  -a), 
wo  u  eine  Unbestimmte  bedeutet,  so  können  wir  offenbar  dieser  Be- 
dingung auch  folgende  Form  geben: 

Ist  (x  =  a,  y~b)  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der 
analytischen  Geometrie  ein  i-facher  Punkt  der  Kurve  F(z,  y) =0, 

80ist  F(x,b  +  u(x-a)) 

für  unbestimmtes  u  durch  (x  —  a)*,  aber  nicht  durch  (#  — a)*+1 
teilbar. 
Dafis  aber  diese  Definition  mit  der  unsrigen  wirklich  übereinstimmt, 
beweisen  wir  leicht,  indem  wir  die  ganze  Funktion 

F(s,  F )  «  an(*0  Fn  +  a,-!  (^  ^^ 
welche  die  linke  Seite  der  Kurvengleichung  bildet,  wirklich  aufstellen. 
Bedeutet  nämlich  Feine  Unbestimmte,  yl9  yi9 . . .  yn  aber  die  Konjugierten 
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der   algebraischen   Funktion  y,   welche  der   Gleichung  jF=0  genügt, 
so  ist  zunächst;  wie  schon  auf  S.  116  gezeigt  wurde: 

Fix,  Y)  =  o.(*)(r-»o(r-fc)  •  •  •  (*-*) 
-fl.(*)2T(r-jf), 

also  ,  x  ,  v 

±  F(z,  b  +  u(x-a))  -  On(x) N(y-b-  u(x-a)\ 

.  Wir  wollen  nun  diese  Funktion  noch  weiter  umformen  und 
geradezu  als  Norm  eines  bestimmten  Divisors  darstellen,  und  da  wir 
die  zu  untersuchende  Stelle  (x  =  a,  y  =  b)  als  im  Endlichen  gelegen 
voraussetzen,  so  werden  wir  jetzt  und  bei  analogen  spateren  Unter- 
suchungen von  den  nach  (x  =  od)  fallenden  Punkten  der  Riemannschen 
Flache  9t*  völlig  absehen  und  daher  nicht  mit  den  eigentlichen,  sondern 
mit  den  Idealnormen  der  betreffenden  Divisoren  operieren  können 
(S.  221);  dabei  soll  die  Idealnorm  eines  Divisors  D  kurz  durch  N(£i) 
bezeichnet  werden.  Die  ganze  Funktion  On(x)  verschwindet  z.  B.  für 
diejenigen  endlichen  Werte  von  x,  für  welche  y  unendlich  wird  (S.  74), 
und  zwar  tritt,  wenn  ein  Punkt  Sß0  A-mal  in  dem  Nenner  tty  erscheint, 
der  entsprechende  Linearfaktor  x  —  x0  A-mal  in  an(x)  auf;  daher  ist 
der  Koeffizient  an(x)  einfach  die  Idealnorm  von  n,: 

wahrend 

tf(«.)-l 

ist,  weil  die  Primdivisoren  von  n*  für  die  Bildung  der  Idealnorm  ohne 
Einflufs  sind.    Ferner  gelten  die  Divisorengleichungen 


x  —  a  = 


&*—a         -__£-—  **"~ b , 


11«  *  lly 

und  es  haben  der  Voraussetzung  zufolge  die  Zähler  j*_a  und  ä„_6 
einen  Divisor  ttor  Ordnung  Ä  gemein,  dessen  Norm  also  gleich  (x  —  a)k 
ist.     Daher  ist  $g  $$ 

,  H»  Hy 

wo  9  und  85  ganze  relativ  prime  Divisoren  sind,  also 

y  —  b  —  u(x  —  a)  =  — - — — - =  — —  > 

wobei  der  mit  der  Unbestimmten  u  gebildete  Zählerdivisor 

Su  =  ft(»n*-w«n,) 
ist.     Somit  erhalt  man  einfach  die  folgende  Darstellung: 

±  F(»,  b  +  u(x-a))  -  N(n,)N(y  -  6  -  *(*-a))  -  2T(«.), 

24* 
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und  da  N($t) « (x  —  a)*  und  2*  durch  Ä  teilbar  ist,  so  ist  in  der 
That,  wie  es  sein  soll,  N(&u)  durch  (#  —  a)*  teilbar.  Diese  Potenz 
Ton  a?  —  a  ist  aber  auch  die  höchste  aufgehende  Potenz,  da  ein  weiterer 
in  dem  Divisor  Stt  enthaltener  und  von  u  unabhängiger  Primdivisor 
von  lx—a  sowohl  in  Ätty,  als  auch  in  Sit*  enthalten  sein  müfste.  Das 
ist  aber  unmöglich,  weil  keines  der  beiden  Divisorenpaare 

(*,»),      (iv, ») 

einen  gemeinsamen  Teiler  hat  und  ein  Primfaktor  von  }*_B  nicht  in 
tta  enthalten  sein  kann.  Ans  dieser  Deduktion  folgt  auch  umgekehrt, 
dafs,  wenn  die  Norm  von  fi„  durch  (x  —  a)*  teilbar  ist,  notwendig 
der  von  u  unabhängige  Divisor  Ä  vom  ftton  Grade  sein  mufs.  Beide 
Definitionen  des  k- fachen  Kurvenpunktes  sind  also  nur  formell  von- 
einander verschieden  und  laufen  sachlich  auf  genau  dasselbe  hinaus. 
Wir  heben  noch  besonders  folgendes  Teilresultat  hervor,  welches  für 
die  Folge  von  Wichtigkeit  ist: 

Ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  (x  ~  a,  y  =  V)  ist  dann 
und  nur  dann  vielfacher  Kurvenpunkt,  wenn  die  Funktionen 

'<»*.  *-%*.  ^ 

für  x  =  a  und  y  =  b  verschwinden.  Dann  und  nur  dann  haben 
lx—a  und  jy_6  mindestens  einen  quadratischen  Teiler  gemein. 
Bei  der  zuerst  gegebenen  Definition  des  ft-fachen  Kurvenpunktes 
wurde  hervorgehoben,  dafs  der  grofste  gemeinsame  Teiler  Ä  der  beiden 
Divisoren  j*_a  und  jy_6  ebensogut  aus  h  zum  Teil  gleichen,  wie 
aus  lauter  verschiedenen  Primdivisoren  bestehen  kann.  Hierauf  gründet 
sich  eine  erste  Einteilung  der  Kurvensingularitäten,  je  nach  der  Anzahl 
der  verschiedenen  Primdivisoren  $&,  Sßt, . . .  Sßx,  welche  in  ft  auf- 
treten.   Ist 

also 

«1  +  ÄjH +  «*  Ä  *; 


so  giebt  es  im  ganzen  an  der  Stelle  (x  =  a)  x  verschiedene,  durch  die 
Punkte  $&,  $j, . . .  $ß*  charakterisierte  Reihenentwickelungen  der  Funk- 
tion y,  deren  Anfangsglied  gleich  b  ist.  Daher  gehen  von  dem  Kurven- 
punkte P  x  verschiedene  Zweige  oder  Äste  der  Kurve  aus,  und 
man  kann  auf  jedem  dieser  x  Zweige  zu  benachbarten  Punkten  fort- 
schreiten; wir  werden  daher  die  Kurvensingularität  als  eine  x-zweigige 
Singularität  bezeichnen.  Schreitet  man  auf  dem  ersten  Aste  vorwärts, 
welcher  dem  Punkte  ^  der  Biemannschen  Flache  entspricht,  so  haben 
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die  Zahler  von  x  —  a  und  y  —  b,  also  auch  der  Zahler  jeder  linearen 
Verbindung  dieser  Funktionen: 

ix  =  y  —  &  —  X(x— a) 

in  9ßt  die  Ordnungszahl  at]  d.  h.  jede  Gerade  des  Strahlenbüschels 
£i  =  0  durch  den  Kurvenpunkt  P  trifft  den  ersten  Kurvenast  in  at  zu- 
sammenfallenden Punkten.  Die  Tangente  an  den  ersten  Kurvenast  ist 
dann  diejenige  Gerade  unseres  Strahlenbüschels,  für  welche  die  Ordnungs- 
zahl mindestens  a±  +  1  wird,  und  es  giebt  also  im  ganzen  x  Tangenten 
im  Punkte  P,  welche  ihrerseits  verschiedene  oder  auch  gleiche  Rich- 
tungen haben  können.  Hierdurch  erst  erfahrt  der  Begriff  der  Kurven- 
tangente  eine  für  alle  Fälle  ausreichende  Bestimmung,  und  wir  stellen 
daher  die  Definition  auf: 

Besitzt  die  Kurve  in  P  eine  x-zweigige  Singularität,  so 
verstehen  wir  unter  der  Tangente  eine  Gerade,  welche  mit 
dem  betreffenden  Kurvenzweige  einen  Schnitt  von  höherer 
Multiplicität  wie  jede  andere  Gerade  des  Strahlenbüschels  durch 
P  hat;  die  Kurve  hat  dann  in  P  x  verschiedene  oder  zusammen- 
fallende Tangenten. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  diejenigen  Kurvensingularitäten, 
welche  in  gewissem  Sinne  die  einfachsten  sind,  weil  sich  auf  sie,  wie 
wir  sehen  werden,  alle  anderen  zurückführen  lassen.  Ist  (x  =  a,  y  =  b) 
ein  £-facher  Kurvenpunkt,  so  treten  in  der  Entwickelung  von  F(x,  y) 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  und  y  —  b  zunächst  Glieder  der 
t*611  Dimension  auf,  und  zwar  sei,  wenn  wir  die  Glieder  der  r*6*  Dimension 
in  ur  zusammenfassen: 

F(*>  y)  =  w*  +  W*+i  +  W*+,  +  •  •  •, 
wobei 

w*  —  <t>(x  —  a)k  +  c1{x-a)h-l{y  —  b)  +•••  +  ck(y  —  6)* 

ist  Wenden  wir  nun  das  Diagramm  an  und  bezeichnen  die  Je  Wurzeln 
der  Gleichung 

1)  .   c0+c1l  +  c,X*  +  -.-+ckX*  =  0, 

in  welcher  wir  ck  der  Einfachheit  halber  als  von  Null  verschieden  an- 
nehmen, mit  Aj,  A,,  . . .  Xk,  so  ergiebt  sich  Xq{x  —  a)  als  erstes  Glied 
einer  Reihenentwickelung  an  der  Stelle  (a,  b).    Die  Geraden 

y  -  b  -  X9(x-  a)  ~  0  fe-  1, 2, . .  .*) 

haben  folglich  mit  der  Kurve  in  P  nicht  bloß  wie  jede  andere  Ge- 
rade ä,  sondern  mindestens  h  +  1  koineidente  Punkte  gemein;  sie  sind 
also  die  Tangenten  an  die  Kurve,  da  jede  von  ihnen  wenigstens  mit 
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einem  der  x  Kurvenaste  einen  Schnitt  von  höherer  Multiplizitat,  wie 
die  anderen  Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  P  besitzt  Nehmen 
wir  insbesondere  an,  dafs  die  Wurzeln  Xl7 1^9  *8, . . .  h  alle  voneinander 

verschieden  sind,  so  hat 
die  Kurve  in  P  einen 
fc- fachen  Punkt  mit 
getrennten  Tangen- 
ten, wie  es  die  neben- 
stehende Figur  für  k — 3 
darstellt.  In  diesem 
Falle  schreiten  die 
Reihenentwickelnngen 
der  Funktion  y  an  der 
**»•  Stelle      (a,  6)      nach 

ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fort  und  entsprechen  der  Reihe  nach  den 
k  Wurzeln  Xl,  A,, . . .  lk: 

\yi-b  =  li(v^a)  +  l[(x-ay+.- 
2)  ,  fc -&-a,(*-a) +  *;(*-•)» +  ■■• 

yk-b  =  Xk(z-a)  +  X'k(x-ay  +  .-. 

Die  Biemannsche  Flache  8t*  besitzt  also  für  (x  =  a)  k  gewöhnliche 
Punkte  Sß17  Sß,, . . .  $*>  welche  gar  keine  Besonderheit  darbieten  und  in 
denen  nur  zufällig  die  Funktion  y  den  gleichen  Wert  b  erhält,  während 

die  Funktion  ^—  in  ihnen  die  k  ungleichen  Werte  i^,  2,, .  • .  A*  an- 
nimmt. 

In  diesem  einfachen  Falle  ist  es  auch  ohne  weiteres  möglich,  zu 

bestimmen,  in  welchen  Ordnungen  die  Ableitungsfunktionen  *—  und  -g— 
in  den  Punkten  tyu  Sßt, . . .  Sß*  verschwinden.    In  der  That,  da 

F(xf  y)  -  ^(«Xjf-yJöf-ft) . .  -  (y-y») 

ist,  so  hat  die  Derivirte  g—  im  Punkte  $ß*  dieselbe  Ordnungszahl  wie 

das  Differenzenprodukt 

<*n(x)(yh-y1)(tfh-y$)...(yh~yk-1)(yh-yh+1)...^ 

Wir  wollen  in  dieser  nur  vorbereitenden  Auseinandersetzung  jetzt  und  in 

der  Folge  annehmen,  dafs  alle  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  x=axmi 

y=>b  mit  der  Kurve  ins  Endliche  fallen;  dann  sind  die  gemeinsamen  Teiler 

(j,_a,n,)     und    (Jy-6,tt,) 
beide   gleich  1,   und   es  ist  am(x)  =  J/"(tty)  nicht  durch  x  —  a  teilbar. 
Daher  erhalten  die  ersten  h  —  1  Faktoren  des  obigen  Produktes 
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die  Ordnungszahl  eins,  wahrend  alle  übrigen  die  Ordnungszahl  Null  haben; 
denn  da  n,  und  Jx_a  relativ  prim  sind,  so  ergeben  sich  für  x « a 
aufser  den  Beihenentwickelnngen  (2)  noch  n  —  h  weitere  Entwicke- 
lungen,  deren  Anfangsglieder  alle  endlich  und  von  b  verschieden  sind. 

dF 
Somit  verschwindet  *—  in  jedem  der  Je  Punkte  $i>  $»>  •  •  •  $*  genau 

in  der  (Je  —  l)ten  Ordnung,  und  da  auch  xtx  und  jy_ö  teilerfremd  sind, 

dF  dF  dF 

so  trifft  das  gleiche  für  ~—  zu;  in  diesem  Falle  sind  also  g—  und  g— 

beide  genau  durch  das  Produkt  Oßi^ßj  -  •  -  $*)*""  *  teilbar. 

Viel  verwickelter  kann  diese  Untersuchung  in  dem  Falle  werden, 
dafe  die  Wurzeln  j^,  üj, . . .  Jl*  der  Gleichung  (1)  nicht  alle  voneinander 
verschieden  sind  und  also  die  h  Tangenten 
des  Punktes  P  samtlich  oder  teilweise  mit- 
einander zusammenfallen.  Beschranken  wir 
uns  zunächst  auf  den  Fall  des  Doppelpunktes 
(Jfc  =  2),  so  haben  wir  also  / 

*(*#y)-«s  +  *  +  «A  +  ---, 

und  hier  ist  nach  der  Voraussetzung  w*  ein 

Quadrat 

^ -(-!(*_«) +  ü,-5))i, 

wahrend    die   folgenden  Glieder   die  Form 
haben  mögen: 

«♦  —  floC*-«)4  +  «i(s-»)8(y-&)  +  ••  •  +  ft(y-o)4 

«5  =  r0(a;-a)8  +  r1(a;-a)*(»-6)  +  "+»*5(y-6)5 


«. 


J' 

,*' 

2 
/ 

0 

f 

Flg.  80. 


Stellen  wir  nun  die  Beihenentwickelnngen  für  den  Kurvenpunkt  (a,  b) 
auf,  so  müssen  wir  eine  ganze  Anzahl  von  Fallen  unterscheiden.  Sub- 
stituiert man  nämlich  für  y  die  lineare  Funktion 

3)  rj  =  y-&-  X(x  —  a), 

so  genügt  1}  der  neuen  Gleichung 

4)      V+*Ci)(*-«),+j'(i)(*-«)^  +  «W(*-a)4  +  --"s0» 

worin 

fGO-A+Al+A^+A*3! 
ffOO  =  2o  +  2i*  +  Ä*f  +  al»  +  &1* 
gesetzt  ist.    Ist  also 

1)  p(x)  4=  0,  haben  also  u,  und  tij  keine  gemeinsamen  Wurzeln, 
so  ist  bei  Anwendung  des  Diagramms  (Fig.  30)  der  Punkt  %  =  (2,  0) 
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auf  der  Abscissenachse  mit  dem  Punkte  %  =  (0,  3)  auf  der  Ordinaten- 

achse  zu  verbinden;  die  Steigung  der  Sehne  ist  also  y>  and  es  wird 

s 

somit  das   Anfangsglied    der   Entwickelung  von  tj   gleich  e(x  —  a)1, 
wo  der  Koeffizient  e  durch  die  Gleichung 

bestimmt  ist.    Also  erhalt  man  in  diesem  Falle  für  y  —  6  die  Reihe 


worin  c  —  j/ —  jp  (A)  von  Null  verschieden  ist.  Die  Kurve  besitzt  als- 
dann in  P  einen  Bückkehrpunkt  (Fig.  31)  derart,  dab  sie  von  einer 

beliebigen,  durch  P  gehenden  Ge- 
raden in  zwei,  von  ihrer  Tangente 

y-6-  X(x-a)  =  0 
aber  in  drei  koincidenten  Punkten 
getroffen  wird;  denn  die  auf  der 
linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Funktion  verschwindet  in  dritter 
"* 81-  Ordnung,    während    eine    beliebige 

lineare  Verbindung  von  x  —  a  und 
y  —  b  im  allgemeinen  nur  die  Ordnungszahl  zwei  hat.  Die  Biemannsche 
Flache  8t*  besitzt  an  der  Stelle  (x  =  a,  y  -■  6)  einen  Verzweigungs- 
punkt  Sß  von  der  ersten  Ordnung,  und  wenn  man  die  Ableitungs- 
funktion  g—  bildet,  so  ergiebt  sich  fttr  sie  unter  den  vereinfachenden 

Annahmen,  die  wir  gemacht  haben,  dafs  sie  in  $  in  dritter 
Ordnung  verschwindet 

2)  Wenn  p(X)  =  0  ist,  so  geht  die  obige  Gleichung  (4)  über  in 

in  dem  zugehörigen  Diagramm  enthalt  die  letzte  Begrenzungssehne 
die  Punkte  «,  =  ((),  4),  ^  =  (2,2),  «,«(2,0),  sie  besitzt  also 
die  Steigung  2,  und  der  zugehörige  Anfangskoeffizient  e  wird  durch 
die  quadratische  Gleichung 

5)  *+*'(*)« +  «(l)-0 

geliefert  Hat  also  die  quadratische  Gleichung  (5)  zwei  ungleiche 
Wurzeln  /^  und  p,,  so  findet  man  zwei  verschiedene  Entwickelungen, 
welche  beide  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreiten: 

y  —  b  =*  X(x  —  a)  +  ^(x  -a)*  +  --- 
y  -  b  =  X  {x  -  a)  +  p,  (x  -  a)  »  +  •  •  - 
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Die  Kurve  hat  in  diesem  Falle  (Fig.  32)  einen  Selbstberührungspunkt; 
bricht  man  nämlich  eine  der  beiden  Reihenentwickelungen  nach  dem 
zweiten  Gliede  ab,  so  stellt 
jede  dieser  Gleichungen  eine 
Parabel  dar,  welche  mit  dem 
einen    Kurvenaste    eine    ge- 
wöhnliche, mit  dem  andern 
aber    eine    osculierende    Be- 
rührung hat,  und  die  Kurve- 
besteht  also  in  der  Umgebung 
der  Stelle  P  aus  zwei  parabel- 
formigen,  sich  daselbst   be- 
rührenden   Arten,    zwischen 
welchen  unendlich  viele  Pa- 
rabeln hindurchgelegt  werden 

können.  Die  Riemannsche  Flache  aber  besitzt  in  diesem  Falle  daselbst 
zwei  gewöhnliche,  übereinander  liegende  Punkte  ^  und  Sßj,  in  denen 
beiden  y  =»  b  wird,  wahrend  die  Funktion 

y  —  b  —  X(x—a) 

in  $!  und  ^  die  ungleichen  Werte  ^  und  p,  annimmt.  Die  Ab- 
leitung  g—  wird;  wie  man  ebenso  wie  früher  ermittelt,  in  ^  und  ^ 
je  in  zweiter  Ordnung  Null. 

3)  Wenn  aber  die  quadratische  Gleichung  (5)  zwei  gleiche  Wurzeln  p 
hat,  so  hat  man  die  Gleichung  jF=  0  zunächst  durch  die  Substitution 
i\  =  y  —  6  —  X(x  —  a)  —  p(#  — a)f  zu  transformieren  und  findet  a1«l«m 
bei  Anwendung  des  Newtonschen  Diagramms,  dab  ij  im  allgemeinen 

6 

von  derselben  Ordnung  wie  (a?  —  a)2  wird.  Es  ergiebt  sich  nämlich 
die  Reihenentwickelung  5 

»-1-  X(x-a)  +  ii(x-ay  +  v(a:-a)*  +  ..., 
worin  der  Koeffizient  v  aus  der  Gleichung 

-  2v*  =p"(X)q(X)  -  «'(1)1/(4)  +  2r(A), 
'00  =  ro  +  M  +  rt  X*  +  r$X*  +  rAX*  +  r6A6 
zu  bestimmen  ist  und  daher  im  allgemeinen  nicht  verschwindet.  Die 
Kurve  besitzt  alsdann  in  P  (Fig.  33)  eine  sogenannte  Schnabelspitze, 
der  Kurvenast  gabelt  sich  nämlich  wie  beim  gewöhnlichen  Rückkehr- 
punkte in  zwei  Teile  mit  gemeinsamer  Tangente,  aber  diese  beiden 
Kurvenzüge  liegen  auf  derselben  Seite  der  Tangente  in  P,  denn  für 
hinreichend  benachbarte  Kurvenpunkte  nimmt  die  Funktion 
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y  —  b  —  X(x  —  a)  =  p(a-a)*  +  v{x  —  a)%  -\ 

stets  das  Vorzeichen  von  p  an,  einerlei,  ob  man  auf  dem  einen  oder 
dem  andern  Knrventeile  von  P  ans  fortschreitet.*)  Konstruiert  man 
hingegen  die  hyperosculierende  Parabel 

y  —  6  —  X{x  —  d)  —  p>(x  —  a)*  =  0, 
so   geht   diese   zwischen  den  beiden  Kurvenzügen  hindurch,   da   man 
offenbar  für  kleine  Werte  von  x  —  a  zwei  Gröfsen  verschiedenen  Vor- 

Zeichens  erhält,  je  nachdem  man  der  Potenz  {x  —  a)%  den  einen  oder 
den  andern  Wert  zuerteilt.  Die  Riemannsche  Flache  hat  für  (x=a,y=b) 


Fig.  88. 

dF 
einen  Windungspunkt  Sß  erster  Ordnung,  und  die  Ableitungsfunktion  -k~ 

verschwindet  in  $  in  fünfter  Ordnung. 

Wie  man  sieht,  erschöpfen  die  hier  aufgeführten  Singularitäten 
nicht  einmal  den  Fall  Je  —  2  vollständig,  da  ja  der  Koeffizient  ?, 
welcher  vorher  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde,  seiner- 
seits wieder  verschwinden  kann,  was  zu  neuen  Singularitäten  Ver- 
anlassung gäbe.  Behandelt  man  die  hier  eintretenden  Möglichkeiten 
nach  gleicher  Methode  und  setzt  alsdann  die  Untersuchung  für  den 
Fall  Ä  >  2  fort,  so  erhalt  man  immer  neue  Singularitäten  ver- 
schiedenen Charakters,  deren  Aufzählung  zu  einer  unübersichtlichen 
und  verwirrenden  Vielheit  führen  würde.  Wir  gelangen  aber  zu  einer 
alle  Möglichkeiten  umfassenden  Übersicht  der  verschiedenen  Kurven- 
singularitaten,  wenn  wir  von  der  Erwägung  ausgehen,  dafs  die  bereits 
behandelten  Spezialfälle  sich  vor  allem  auch  dadurch  unterscheiden, 
dafs  die  Ableitungsfunktionen  -g—  und  -g—  in  den  zu  P  gehörigen 
Punkten  der  Riemannschen  Fläche  ganz  verschiedenes  Verhalten  zeigen. 
Wir  werden  so   darauf  geführt,   die   diesen  Funktionen    zugehörigen 

*)  Allerdings  setzen  diese  Ausführungen  /u.  =4=  0  voraus.  Wenn  p  »  0  ist, 
unterscheidet  sich  die  Schnabelspitze  äußerlich  von  einem  gewöhnlichen  Bückkehr- 
punkte nur  dadurch,  dafs  die  beiden  nach  verschiedenen  Seiten  laufenden  Kurven- 
züge sich  näher  an  die  Tangente  anschmiegen. 
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»■ 

Divisoren  einer  näheren  Untersuchung  zu  unterziehen  und  von  hier 
aus  eine  Einteilung  und  einen  Überblick  über  die  samtlichen  bei  einer 
Kurve  möglichen  Singularitäten  zu  gewinnen.      t 

i 
§3. 

Es  werde,  um  die  vorher  angekündigte  Untersuchung  vorzunehmen, 
die  linke  Seite  der  Kurvengleichung  nach  Potenzen  von  x  oder  y 
geordnet;  dann  ist,  wenn 


i) 


ft=sO    ysaO 


—  <**(?)#*  +  fl»-i(*)sr~1  +  •  •  • + «iO&)y  +  <**>(*) 

ist,  entweder 

2)  oder 

Dann  handelt  es  sich  im  wesentlichen  nur  um  die  Untersuchung  des- 
jenigen Divisors,  welcher  der  dem  Korper  K(x,  y)  angehörigen  Funktion 

3)  |£  -na,(ar)y»-1  +  (n-l)oB_1(a;)»—  t  +  ---+a1(x) 

dF 
zugeordnet  ist,  da  die  andere  Ableitungsfanktion  -a—  mit  dieser  in  ein- 
fachem Zusammenhange  steht.    Betrachten  wir  nun  in  der  Gleichung  (1) 
x  als  unabhängige  Variable  und  bezeichnen  die  Konjugierten  der  ab- 
hängigen Variabein  y  mit  ylf  y$, . . .  yn,  so  ist,  wie  wir  wissen: 

F(x,y)  =  an(x)(y-y1)(t/-yi) . . .  (y-yw), 

dF 
also  die  Ä*6  Konjugierte  von  y- : 

3a)   (^)=^(*)(y*-yi)(yA-^^ 

und   dieses  Differenzenprodukt   ist  also   für   eine  beliebige  Entwicke- 
tang  tfk  der  Funktion  y  zu  untersuchen. 

Diese  Betrachtung  wollen  wir  zunächst  in  der  Weise  verein- 
fachen, dafe  wir  jede  der  beiden  Variabein  einer  passenden  linearen 
Transformation  aä4-ß  «'  w  4-  0' 

y«  +  *     y      y'i?  +  *' 
unterwerfen  und  uns  gestatten,  an  Stelle  der  Gleichung  F(x,  y)  =  0 
die  transformierte  Gleichung  <t>(|,  ij)  =  0  zu  behandeln.    Wir  werden 
dann  nachtraglich  die  Wirkung  einer  derartigen  Transformation  unter- 
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suchen  und  zeigen,  cjafs  dieselbe  fBr  unsere  Zwecke  überhaupt  ganz 
unwesentlicher  Natur  ist  Damit  wird  also  das  zunächst  unter  ver- 
einfechten Annahmen  i  abgeleitete  Resultat  als  allgemein  giltig  erwiesen 
sein.  i 

Diese  Vereinfachung  besteht  aber  in  zwei  Annahmen  verschiedenen 
Charakters.  Betrachten  wir  die  Gerade  (x  =  oo),  so  schneidet  dieselbe 
die  Kurve  in  n  Punkten,  welche  gewöhnliche  oder  singulare,  getrennte 
oder  zusammenfallende  Punkte  sein  können;  wir  wollen  annehmen,  dafe 
sie  die  Kurve  in  n  getrennten,  gewöhnlichen  Punkten  schneidet, 
und  dafe  die  zugehörigen  Werte  ßi9  0,,  . . .  ßn  von  y  endlich  sind. 
Ebenso  soll  die  Gerade  (y  =  oo)  die  Kurve  in  m  getrennten  ge- 
wöhnlichen Punkten  schneiden,  zu  welcher  endliche  Werte  a^  <4, . . .  a* 
von  x  gehören. 

Die  zweite  Annahme  trifft  eine  Festsetzung  über  die  Koordinaten 
derjenigen  Kurvenpunkte,  welche  dem  Verzweigungsdivisor  3»  ent~ 
sprechen.  Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Verzweigungsdivisore 
bei  der  auf  S.  367  gegebenen  Interpretation  des  Koordinatensystems 
ist  leicht  zu  erkennen.  Verbinden  wir  das  Gentrum  A  des  ersten 
Strahlenbüschels  mit  einem  Kurvenpunkte  P,  so  hat  die  Gerade  AP 
im  allgemeinen  mit  der  Kurve  in  P  nur  einen  einfachen  Schnitt- 
punkt, einen  mehrfachen  vor  allem  aber  dann,  wenn  die  Gerade 
AP  in  P  die  Kurve  berührt,  und  diese  Berührungspunkte  P  der 
Kurve  liefern  also  einen  Beitrag  zum  Verzweigungsdivisor  &*,  da  ja 
in  allen  Punkten  dieses  Divisors  }*_ a  von  höherer  als  erster  Ordnung 
verschwindet.  Aufeer  diesen  Berührungspunkten  der  von  A  an  die 
Kurve  gelegten  Tangenten  können  nur  noch  die  singulären  Punkte 
einen  Beitrag  zum  Divisor  3*  geben;  diese  komplizierteren  Verhaltnisse 
sollen  später  eine  ausführliche  Erörterung  finden,  für  jetzt  genügt  die 
Bemerkung,  dafe  durch  den  Divisor  3«  jedenfalls  eine  endliche  Anzahl 
von  Punkten  auf  der  Kurve  bestimmt  wird,  und  dafe  dieselben  nur 
von  der  Wahl  des  Gentrums  A,  aber  nicht  von  der  Auswahl  der  Grund- 
strahlen des  Büschels  abhängen.  Denn  führen  wir  durch  lineare 
Transformation  x  in  £  über,  so  ist,  wie  schon  auf  S.  249  bemerkt  wurde, 
&x=:&£,  was  eben  der  Inhalt  unserer  Behauptung  ist.  Wir  wollen 
nun  die  Annahme  machen,  dafe  in  den  durch  den  Divisor  3*  be- 
stimmten Kurvenpunkten  P  und  in  ihren  konjugierten,  welche  durch 
die  sämtlichen  Strahlen -4P  auf  der  Kurve  ausgeschnitten  werden,  die 
Variable  y  endlich  ist. 

Man  überzeugt  sich  sehr  leicht  davon,  dafe  man  wirklich  durch 
lineare  Transformation  den  sämtlichen  Annahmen  genügen  kann.  Denn 
da  man,  wenn  die  Punkte  A  und  B  gewählt  sind,  jede  Gerade  der 
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beiden  Strahlenbüschel  zur  Geraden  (x  =  oo),  resp.  (y  =  oo)  machen 
kann,  so  labt  sich,  nachdem  die  zum  Verzweigungsdivisor  3*  gehörigen 
Punkte  P  und  ihre  konjugierten  bestimmt  sind,  zunächst  die  Gerade 
(tf  =  oo)  so  wählen,  dafe  sie  an  diesen  Punkten  vorbeigeht  und  überdies 
die  Kurve  in  m  ge wohnlichen  und  distinkten  Punkten  schneidet;  nach- 
dem dies  geschehen,  kann  man  alsdann  die  Gerade  (x  —  oo)  so  wählen, 
dafe  sie  ebenfalls  die  Kurve  in  n  gewöhnlichen,  distinkten  Punkten 
schneidet  und  die  Gerade  (y  =  oo)  nicht  auf  der  Kurve  trifft  Wenn 
diese  Bedingungen  sämtlich  erfüllt  sind,  so  ist  also 

1)  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  (n*,  tty)  —  1; 

2)  bestehen  tt*  und  ny  aus  lauter  verschiedenen  Primteilern; 

3)  sind  die  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  (3*,  11*)  und  (3«,  fy)  =  1 
und  es  sind  auch  die  zu  den  Primteilern  von  3«  konjugierten 
Divisoren  in  lt*  nicht  enthalten. 

Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist  die  Art  des  Unendlich- 
werdens der  Funktion  -*—  sofort  festzustellen.     Die  Funktion  besitzt 

oy 

offenbar  nur  in  den  Punkten  einen  Pol,  in  denen  x  oder  y  unendlich 
wird,  also  in  denjenigen,  welche  den  n,  resp.  tn  Primfaktoren  von  n* 
und  tty  entsprechen;  diese  sind  aber  nach  unserer  Voraussetzung  alle 
voneinander  verschieden.  Die  Gerade  (y  =  oo)  schneidet  aber  die  Kurve 
in  m  verschiedenen  Punkten  (#— au  a$, . . .  <rm),  in  denen  die  Riemannsche 
Fläche  SR,  unverzweigt  ist.    Also  ist  die  Idealnorm 

tf(«f)  -  a*(x)  -  (*- *i)(*-«i)  •  •  •  (*-<*»)> 
und  wir  erhalten  für  x  —  aß  eine  Reihenentwickelung,  welche  nur  ein 
Glied  mit  dem  negativen  Exponenten  —  1  enthalt: 

wahrend  die  konjugierten  Reihenentwickelungen  y%,  y9, . . .  yn  nach  den 
getroffenen  Annahmen  nur  Potenzen  mit  positiven  Exponenten  erhalten. 
Das  Produkt    ^F 

W A     **(*)bh-¥d(Mi-!h)  •  •  •  (ft -*) 

besteht  somit  aus  n  Faktoren,  von  denen  der  erste  in  unserem  Punkte 
die  Ordnungszahl  1,  die  letzten  w  —  1  die  Ordnungszahl  —  1  besitzen 
Die  Funktion  ■*—  enthält  also  jeden  der  m  Primdivisoren  von  fy  in  der 
—  (n  —  2)ton  Potenz  und  ihr  Nenner  ist  also  ein  Vielfaches  von  nj"~*. 
Noch  einfacher  ist  die  Feststellung  der  Ordnungszahlen  für  die 
Prim&ktoren  von  nx.  Für  x  =  oo  erhalten  wir  die  n  konjugierten 
Reihenentwickelungen  y        $ 
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welche  zufolge  unserer  Voraussetzung  sämtlich  gewöhnliche  Potenz- 
reihen und  deren  Anfangsglieder  ß19  ßif . . .  ßn  voneinander  verschieden 
sind.    Folglich  hat  in  dem  Produkte 

("sf  )kmm  a^)(y*^»i)  •  •  •  (»-*») 

der  erste  Faktor  die  Ordnungszahl  —  m,  weil  er  eine  ganze  Funktion 

fl»**"   Qrades   ist,  während  alle  folgenden  Einheitsfunktionen  sind;  die 

dF 
Derivirte  •*—  enthalt  also  jeden  Primdivisor  von  ux  in  der  —  m*6*  Potenz 

und  ihr  Nenner  ist  also  genau  fl*nj"~f. 

Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  das  verhalten  der  Funktion  -*—  in  ihren 
Nullpunkten  festzustellen,  so  ist  klar,  dais  sie  in  jedem  a-  blättrigen 
Verzweigungspunkte  der  Riemannschen  Fläche  SR,  mindestens  die 
Ordnungszahl  a  —  1  besitzt;  denn  in  dem  Produkte 

erhalten  die  a  ersten  Entwickelungen  y1}  yt, . . .  ya  nur  Potenzen  mit 
positivem  Exponenten  und  dasselbe  Anfangsglied,  die  a  —  1  Differenzen 
yi~~y*>  •  •  •  Vi  —  V*  haben  also  positive  Ordnungszahlen,  wahrend  die 
Ordnungszahlen  der  übrigen  Faktoren  nach  der  letzten  von  uns  ge- 
troffenen Annahme  jedenfalls  nicht  negativ  sind.  Indem  wir  eine 
genauere  Untersuchung  dieser  Verhaltnisse  auf  später  verschieben, 
genügt  es  für  jetzt  festgestellt  zu  haben,  dab  der  Zahler  von  -^  - 
durch  den  Verzweigungsdivisor  3*  teilbar  und  der  Nenner  gleich  dem 
Produkte  n£ttj~*  ist,  so  dafis  wir  setzen  können: 

dF  ^     38« 
V  dy        i£u»-'' 

wo  ©  einen  ganzen  Divisor  bedeutet.    Derselbe  Divisor  ©  tritt  auch 

dF 
im  Zahler  der  Ableitungsfunktion  -g—  auf;  denn  berücksichtigen  wir,  dafe 

dF dF  dy 

dx  l)y  dx 

und  nach  dem  auf  S.  292  bewiesenen  Satze 

dy       S¥*l 

ist,  so  finden  wir  ö*  ' 

a   n  dF  ^ 

Es  erübrigt  nun  noch,  die  Wirkung  einer  linearen  Transformation 
der  Variabein  zu  untersuchen;  hierzu  genügt  es  offenbar,  nur  eine  der 
beiden  Variabein  x  einer  Substitution 
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zu  unterwerfen,  da  wir  ja  hinterdrein  auch  auf  die  andere  eine  ganz 
ebensolche  Transformation  ausüben  können.  Geht  nun  durch  (5)  F=  0 
in  <J>  =  0  über,  so  ist,  da  die  Variable  x  bis  zum  m***  Grade  auf- 
steigt,  identisch         ^  y)  ^  +  ^  =  ^  ^ 

also  wenn  man  differenziert  nnd  «8  —  ßy  ■»  1  annimmt: 

Nun  ist  y  j;  +  <J  Null  in  den  Punkten,  für  die  x  ■*  oo  ist,  und  hat  die- 
selben Pole  wie  g,  also  hat  man  die  Divisorenzerlegung 

ferner  ist  8*  =  3$,  wie  schon  früher  bemerkt  wurde,  und  folglich 
findet  man  ^     »8g    ^ 

"2y       llf,nJ-2, 

Diese  Formeln  haben  aber  genau  dieselbe  Form  für  das  Gebilde 
^(5;  y)  =  0  wie  die  ursprünglichen  für  das  Gebilde  F(x,  y)  —  0. 
Eine  lineare  Transformation  einer  oder  auch  beider  Variabein  lafist 
somit  den  Divisor  ©  ganz  unberührt,  und  es  ist  also  gleichgiltig,  ob 
man  den  Divisor  ©  durch  die  Formeln  (4)  und  (4a)  für  das  ursprüng- 
liche oder  für  irgend  ein  durch  lineare  Transformation  der  Variabein 
aus  ihm  hervorgehendes  Gebilde  definiert 

Der  Divisor  ©   hat  hiernach  die  Eigenschaft,  dafs  in  den  enfc- 

dF  dF 

sprechenden  Punkten  der  Biemannschen  Flache  sowohl  ■*—  als  auch  y- 

Null  wird,  vorausgesetzt,  dab  die  zugehörigen  Werte  von  x  und  y 
endlich  sind,  was  durch  lineare  Transformation  stets  erreicht  werden 
kann;  jeder  Primteiler  von  ©  entspricht  also  einem  vielfachen  Punkte 
der  Kurve  F(x>  y)  —  0.  Umgekehrt  lehrt  die  nachfolgende  Diskussion 
dieses  Divisors,  dafs  alle  Punkte  der  Biemannschen  Flache,  welche 
Singularitäten  der  Kurve  entsprechen,  in  2)  auch  wirklich  vorkommen, 
und  zwar  in  einer  bestimmten  Multiplizität,  welche  von  der  Beschaffen- 
heit der  Singularität  bedingt  ist.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnen  wir 
5)    als    den    Divisor    der   Doppelpunkte    oder    der    singulären 
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Punkte  der  Kurve  F{x,  y)  —  0.  Er  spielt  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Kurven  eine  Rolle  von  ähnlicher  Wichtigkeit,  wie 
der  Verzweigungsdivisor  in  der  Theorie  der  Riemannschen  Flachen; 
hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dals,  wahrend  der  Verzweigungs- 
teiler 3*  nur  von  der  Variabein  x  abhängt  und  derselbe  bleibt,  gleich- 
viel welche  abhangige  Variable  y  man  innerhalb  des  Körpers  K(z,  y) 
gewählt  haben  mag,  der  Divisor  $)  von  beiden  Variabein  x  und  y, 
also  von  der  Kurve  abhängt  und  sich  im  allgemeinen  auch  bei 
birationalen  Transformationen  nur  einer  dieser  beiden  Variabein  ver- 
ändert. Nur  lineare  Transformationen  sind  auf  ihn  ohne  Einflufs. 
Der  Divisor  S)  ist  durch  die  Gleichung  (3)  als  ein  Teil  des  Zählers 

dF  .  dF 

von  -g—  definiert;  nachdem  nämlich  festgestellt  ist,  dals  die  Punktion  j- 

für  ein  algebraisches  Gebilde  mit  den  Ordnungszahlen  m,  n  den  Nenner 
n"ltj""*  oder  einen  Teiler  hiervon  erhält,  ist  er  derjenige  Teil  des 
Zählers  dieser  Funktion,  welcher  nach  Absonderung  des  hier  immer 
als  Faktor  auftretenden  Verzweigungsdivisors  3*  übrig  bleibt  Die 
nachfolgenden  Betrachtungen  werden  die  Zweckmäßigkeit  dieser  Defi- 
nition erweisen.    Unstatthaft  wäre  es,  den  Divisor  3)  als  den  gröfsten 

/5  TP  TiTP 

gemeinsamen  Teiler  der  Zähler  der  Ableitungsfunktionen  -g—  und  -g—  be- 
stimmen zu  wollen,  weil  diese  aufser  5D  noch  weitere  gemeinsame 
Teiler  haben  können,  wenn  nämlich  3«  und  3?  solche  besitzen.  Dagegen 
kann  man  die  Einführung  des  für  diese  Untersuchungen  überflüssigen 
Verzweigungsteilers  vermeiden,  wenn  man  von  dem  Divisor  ausgeht, 
welcher  dem  Differential 

5)  ^'TF-IF 

dy  dy 

zugeordnet  ist.     Denn  da  nach  den  Ausführungen  des  §  3  der  neun- 

o 
zehnten  Vorlesung  dem   Differential  dx  der  Divisor  -f  zugehört,  so 
erhält  man  nach  Formel  (4) 

so  dals  sich  der  Verzweigungsteiler  3*  forthebt.  Es  ergiebt  sich  also 
der  Satz: 

Der  Divisor  S)  der  Doppelpunkte  ist  der  Nenner  des  dem 

Differential  d<p  zugehörigen  Differentialteilers,  wenn  d<p  durch 

Gleichung  (5)  definiert  ist. 
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Die  Ordnung  des  Divisors  3)  ist  stets  eine  gerade  Zahl  2d,  denn 
ans    den   Gleichungen   (4)   und  {4a)    ergiebt  sich,    weil  Zähler    und 

dF  dF 

Nenner  der  Funktionen  y-  und  -k-  von  gleicher  Ordnung  sind: 

2d  =  2(m-l)n-«<v 
«  2(n—  l)m  —  wx, 

und  da  die  Verzweigungszahlen  wx  und  wy  gerade  Zahlen  sind,  so  ist 
es  auch  2d.    Führt  man  an  ihrer  Stelle  lieber  das  Geschlecht 
w  w 

p  =  Y»-(„_i).^_(w,-i) 

ein,  so  findet  man  die  symmetrische  Formel 

6)  d  =  (m-l)(w-l)-.p. 

Da  p  nicht  negativ  ist,  so  ergiebt  sich  für  d  die  obere  Grenze 

d^(m-l)(»-l), 
ein  Gebilde  mit  den  Ordnungszahlen  m,  n  kann  also  nie  mehr 
als  (m  —  1)  (n  —  1)  Doppelpunkte  haben,   und  diese  Zahl  nur 
dann,  wenn  p  «=  0,  das  Gebilde  also  rational  ist. 

§4. 

Will  man  jetzt  für  eine  gegebene  Kurve  F(x,  y)  =  0  den  Bei- 
trag berechnen,  welchen  eine  bei  (x  *=*  a,  y  =  b)  liegende  Singularität 
zum  Divisor  der  Doppelpunkte  liefert,  so  kann  man  einfach  in  der 
Weise  verfahren,  dafe  man  in  allen  Punkten  der  Riemannschen  Fläche, 

die  diesem  Kurvenpunkte  entsprechen,  die  Reihenentwickelungen  der 

dF 
Funktion  y  aufstellt,  aus  ihnen  das  Differenzenprodukt  -j-  bildet  und 

sodann  die  Formel  (4)  des  vorigen  Abschnittes  anwendet.  Dabei 
können  und  wollen  wir  überall  voraussetzen,  dafis  die  Zahlen  a  und  b 
endlich  sind  und  dafs  das  Gleiche  auch  von  den  übrigen  zu  x  =  a 
gehörigen  Werten  von  y  gilt;  denn  dies  kann  durch  lineare  Trans- 
formation der  Variabein  stets  erzielt  werden.     Dann  besitzt  also  auch 

dF 
der   Faktor   o,»(#)  =  ^(fy),    der  ^  1T~  auftritt,    *&   den    zu    unter- 
suchenden Stellen  stets  die  Ordnungszahl  Null  und  kann  daher  fort- 
gelassen werden. 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  zunächst  in  dem  Falle  durch- 
fahren, dals  dem  singulären  Punkte  P  der  Kurve  nur  ein  Punkt  Sß 
der  Riemannschen  Flache  entspricht,  die  Singularität  der  Kurve  also 
nach  Art  des  Rückkehrpunktes  und  der  Schnabelspitze  einzweigig  ist 
Es  mag  nämlich  im  Punkte  Sß  die  Reibenentwickelung  gelten: 

Hensel  u.  Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  26 
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±  fL  h. 

yt-h  =  k(x-a)r  +  ^(s-a)'  +  i,(*-a)r  +  •••, 

so  dafis  die  Riemannsche  Fläche  81*  daselbst  einen  r-blattrigen  Win- 
dungspunkt  besitzt  Bezeichnen  wir  nun  mit  cd  eine  primitive  r*6  Ein- 
heitswurzel, so  entspringen  ans  der  Beihenentwickelung  r— 1  konjugierte: 

±  h. 

yh+1  _  b  -  lat'(z-a)r  +  l1<ö**(a?-a)r  +  -  - ., 

worin  A  die  Werte  1,  2, ...  r  —  1  annimmt.  Dann  hat  die  Funktion  -j- 
in  Sß  dieselbe  Ordnungszahl,  wie  das  Differenzenprodukt 

denn  die  übrigen  Faktoren  **»(#),  & —#r-H,  ••  .&  —  !/»  ■™^  amtlich 
Einheitsfunktionen,  weil  yr+i> . . .  y*  für  #  =  a  endliche  und  von  b  ver- 
schiedene Werte  erhalten.  Bezeichnen  wir  nun  den  gröfsten  gemein- 
schaftlichen Teiler  von  r  und  s  mit  (r,  s)  und  bilden  der  Reihe  nach 

so  müssen  wir  in  der  Bildung  dieser  Zahlen*  so  weit  gehen,  bis  der 
Teiler  eins  erreicht  ist    Berechnen  wir  nämlich  die  r  -  1  Differenzen 

(Ä  =  l,2,  ...r-1), 

am 

so  liefert  eine  solche  zu  dem  Differenzenprodukt  -g—  als  Beitrag  den 
Faktor  (#  —  a)r,  wenn  nicht 

ist.    Wenn  aber  diese  Gleichung  für  einen  Wert  von  h  erfüllt  ist,  so  ist 

hs  =  0    (moA  r), 
also 

Äf-0    (mod.f), 
ri  \         r\f 

ST  T 

und  da  —  und  —  teilerfremd  sind,  so  mufs  h  ein  Vielfaches  von  —> 
also  h  eine  der  Zahlen 


*'»V"fc-i>* 


sein.     Schaltet  man  zunächst  diese  rx  —  1  Differenzen  aus,  so   liefern 
die  übrigen  den  Beitrag  ^r"r^\ 

Betrachten  wir  jetzt  die  vorher  ausgeschalteten  Differenzen,  so  hat 

jede  derselben  den  Faktor  (x  —  a)r,  wenn  nicht 

»A*  =  1, 
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hSi  =  0    (mod.  r) 
ist.    Da  aber 

ist,  wo  Ax  eine   der  Zahlen  1,2,  ...rj  —  1   ist,  so  mufs  ftladimTi  ^A 

••  *i 

eine  ganze  Zahl,  also  ^  ein  Vielfaches  von  —  sein.     Sieht  man  also 

wieder  von  diesen  r2  —  1  Differenzen  ab,  für  welche 

*,-£,    »i,...(ri-l)A., 

also 

A-f,    Ji,...(r,-l)f 

ist,  so  ergeben  die  übrig  bleibenden  den  Beitrag  *ß*l(ri~~r*^  und  durch 

dF 
Fortsetzung  dieses  Verfahrens   findet  man,  dais  -^—  genau   durch  Sß* 

teilbar  ist,  worin  der  Exponent 

1)  c«s(r-r1)  +  s,(r1-r8)  +  52(r8~r8)+... 

ist  und  die  Summe  soweit  fortzusetzen  ist,  bis  der  Teiler  ry  =  1  auf- 
tritt Andererseits  erhalt  der  Verzweigungsdivisor  3»  ^e  folgende 
Potenz  von  98: 

Zufolge  der  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen  tritt  also  im  Divisor  3) 
der  Doppelpunkte  der  Primteiler  $  in  der  Potenz 

auf,  deren  Exponent  in  eine  der  beiden  folgenden  Formen  gesetzt 
werden  kann: 

a-(f-l)(r-r1)  +  fe-l)(r1-r1)  +  (*-l)(rl-ri)+... 

2)  oder 

•-(•- 1)('-  l)+fe-»)(r,-l)+Ä-gi)(r,-l)+.- 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  u.  a.  auch,  dais  jeder  Punkt  Sß,  welcher 
sowohl  in  3*  wie  in  3*  vorkommt,  auch  im  Divisor  3)  der  Doppelpunkte 
auftritt;  denn  in  der  Reihenentwickelung  an  dieser  Stelle  sind  alsdann 
die  Zahlen  r  und  8  gröfser  als  eins,  woraus  folgt,  dais  der  eben  be- 
stimmte Exponent  e  positiv  wird.    Aus  diesem  Grunde  ist  auch,  wie 

schon  auf  S.  383  angegeben  wurde,  jeder  Primdivisor,  für  welchen  -*r- 

d  F 
und  -g—  verschwinden,  notwendigerweise  Teiler  von  S);  denn  aus  den 

Formeln  (4)  des  vorigen  Paragraphen  geht  hervor,  dafs  ein  derartiger 
Teiler  andernfalls  in  3c  und  Qy  enthalten  sein  müfste,  und  dies  kann 
nicht  der  Fall  sein,  wenn  er  in  3)  nicht  enthalten  ist.  Andererseits 
sieht  man  auch,  dais  S)  im  allgemeinen  nicht  mit  dem  grofsten  ge- 

25« 
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dF  dF 

meinßamen  Teiler  der  Zahler  von  -g-  und  -g-~~  identisch  ist,  nämlich 

immer  dann  nicht,  wenn  für  einen  Punkt  $ß  die  Zahlen  r  und  s,  welche 
nach  S.  248  die  Ordnungszahlen  von  x  —  a  und  y  —  b  in  Sß  sind,  beide 
gröfser  als  eins  sind. 

Die  durch  die  Formel  (2)  bestimmte  Zahl  $  ist  stets  eine  gerade 
Zahl.    Denn  in  der  Summe 

s  -  (s-  l)(r-rx)  +  fc-lXri-r.)  +  (*  - 1)  (r,  -  r.)  +  ••• 

ist  jeder  einzelne  Summand  gerade.  Wäre  nämlich  z.  B.  der  erste 
Summand  ungerade,  so  wäre  8  gerade  und  r  —  rt  ungerade;  das  ist 
aber  unmöglich,  weil,  wenn  8  gerade  ist,  der  gröfste  gemeinsame 
Teiler  rx  =  (r,  s)  gleichzeitig  mit  r  gerade  oder  ungerade,  also 

r  =  rt     (mod.  2) 

ist;  ganz   das  gleiche  gilt  auch  für  jeden  der  folgenden  Summanden. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  den  Einflufs  einer  Euirensingulariüt 
auf  den  Divisor  der  Doppelpunkte  zu  bestimmen,  welche  dadurch 
entsteht,  dafe  mehrere  Kurvenzweige  sich  in  dem  Punkte  P  durch- 
setzen oder  berühren.  Es  genügt  aber,  wenn  wir  den  Fall  einer 
zweizweigigen  Singularität  vollständig  erörtern,  denn  wir  werden  nach- 
traglich leicht  zeigen  können,  dafs  jede  beliebige,  noch  so  verwickelte 
Singularität  als  Übereinanderlagerung  einer  Anzahl  einzweigiger  und 
zweizweigiger  Singularitäten  aufgefaßt  werden  kann,  in  dem  Sinne,  daß 
der  Anteil,  welchen  die  Singularität  zu  dem  Divisor  $)  liefert,  einfach 
das  Produkt  der  von  den  Komponenten  gelieferten  Beiträge  ist. 

Die  Singularität  komme  dadurch  zu  stände,  dafe  die  beiden  Reihen- 
entwickelungen 

&((*-«)•)    ™d    &((*-«■)') 

der  algebraischen  Funktion  y  in  den  beiden  Punkten  $ßt  und  Sß,,  welche 
resp.  ein  a-  und  ein  ß-  blättriger  Punkt  der  Biemannschen  Flache  sein 
mögen,  eine  Anzahl  von  Gliedern  gemein  haben.  Wir  bezeichnen  nun 
die  erste  Entwicklung  und  ihre  konjugierten  durch  ylf  y„  . . .  ya>  die 
zweite  mit  ihren  konjugierten  durch  ya+i,  Va+z,  •  • .  Va+ß-  Wenn  wir 
nun  den  durch  diese  partielle  Übereinstimmung  der  beiden  Reihen 
hervorgerufenen  Anteil  zum  Divisor  der  Doppelpunkte  feststellen,  so 
ist  es  klar,  dafa  der  Primteiler  ^  in  SD  ebenso  oft  wie  in  dem  für 
y  =  yt  gebildeten  Produkte 

?i  (y)  -  (y  -  y«+0  (y  -  y«+2>  - . .  (y  -  »*+/*), 
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der   Primdivisor  Sßj  aber  ebenso  oft,  wie  in  dem  fllry»  ya+t  gebil- 
deten Produkte 

r«(y)-(a¥-!fi)  (*-!&)  ■•■(*-*) 

BF 
vorkommt,  indem    alle  übrigen  Faktoren   von  -*—  für  den  Punkt  Sßt 

resp.   Sß2  entweder  Einbeitsfonktionen   sind  oder  wenigstens  nicht  von 
den  beiden  zu  tyt  und  Sß2  gehörigen  Kurvenzweigen  herrühren. 

Man  kann  aber  zunächst  leicht  erkennen,  dafs  der  Divisor  ^ 
in  dem  ersten  Produkte  den  gleichen  Exponenten  erhalt  wie  der 
Divisor  Sß,  in  dem  zweiten.  Führen  wir  nämlich  die  erste  Multiplikation 
aus,  so  erhalten  wir 

Fi(y)  -*  +  ^W-1  +  B,(»)yf-*  +  •■■+  Bß(x), 
worin    die    Koeffizienten  BQ(x)    als    symmetrische    Verbindungen    der 
konjugierten  Entwickelungen  ya+i,  #<*+«>  •  •  •  1/a+ß  gewöhnliche,  nach 
ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende  Reihen  sind.     Setzen  wir 
jetzt  für  y  die  Reihenentwickelung  yx  ein,  so  mag  sich  ergeben: 

*i(ft)--«(»-«)"  +  -, 

so    dafs   3)   den  Beitrag  $|$J  erhalt     Setzen  wir  aber  für  y  eine  der 
konjugierten  Entwickelungen  y2}  y8, . . .  ya,  so  erhalten  wir  für  das  erste 

Glied  c(Qk{x  —  a)a ,  wo  cd  eine  primitive  ato  Einheitswurzel  ist,  also 
ist  das  Produkt 

^(yi)y1(y*)^(ys)..^i(y«)==±^(^~«)*  +  --- 

Führen  -wir  die  analoge  Untersuchung  für  das  zweite  Produkt  durch, 
so  mag  sich  ergeben:  < 

rt(r.+0-«'(*-«)7+---» 

8180         rs(y„+1)rs(y0+i)...r,(y0+/S)  =  ±c'/»(a;-a)'  +  -. 
Nun  aber  sind  die  beiden  so  berechneten  Produkte  bis  aufs  Vorzeichen 
einander  gleich,  weil  sie  beide  die  Resultante  der  beiden  in  y  ganzen 
Funktionen  Ft(y)  und  F2(y)  sind;  es  ist  nämlich 

r»<»)  r»w  •  •  •  ii  w  -  "<*.-*>        Cli'+v;. '."«+?)' 
*.<*+<> r,ötM> •  •  •  ijö^HO-nk-irt  C:r,t1:.:ae(+')' 

folglich  sind  die  Exponenten  A  und  2  einander  gleich,  d.  h.  es  hat  die 
Entwickeking  Tx(jfx)  im  Punkte  tyx  dieselbe  Ordnungszahl  wie  die 
Entwickelung  F2(ya+i)  im  Punkte  Sß2,  was  zu  beweisen  war. 

Die  wirkliche  Berechnung  des  Exponenten  l  kann  aber  alsdann 
sehr  viel  einfacher  erfolgen  und  unmittelbar  aus  den  in  Sßj  und  5ß2 
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geltenden  Reihenentwickelungen  abgelesen  werden.  Beide  Reihen  haben 
einen  gewissen  Bestandteil  gemein,  welchen  wir  in  der  Form  darstellen: 

G(x)  =  X(x-a)r  +  lt(x-a)r  +  --.+  k*-i(x-a)  r   . 
Hierbei    mögen    die    Exponenten    auf   einen    kleinsten    gemeinsamen 
Nenner  r  gebracht  sein,  so  dafis  die  Zahlen  rf  s,  sif . . .  s*_i  teilerfremd 
sind;  der  Generalnenner  r  mufs  alsdann  ein  gemeinsamer  Teiler  von  a 
und    ß    sein,    da    der    Bestandteil    G    sowohl    in    der    ersten    Reihe 

(^1\(x  —  a)a)f  als  auch  in  der  zweiten  %\(«  —  a)?)  auftritt  Diese 
Reihen  lassen  sich  daher  in  die  Form  setzen: 

y«+i  =  Q  (x)  +  v(x-aY  +  •  •  •, 

wo  die  Glieder  p,(x  —  a)a  und  v(x  —  a)^  nicht  mehr  gleich  sind. 
Bilden  wir  daher  die  Differenz 

yi-y«+i  —  c(x—ay  +  ~; 

so  ist  f  der  kleinere  der  beiden  Brüche  —  und  -j : 

/— (W)" 

Um  jetzt  das  Produkt 

(Ä  =  0,l,2,  ...0-1) 

auszuwerten,  empfiehlt  es  sich,  vorerst  die  Faktoren  zu  berücksichtigen, 
für  welche  der  Bestandteil  Gr(x)  beim  Übergang  von  yff+i  zu  der 
konjugierten  Entwicklung  ya+1+h  keine  Änderung  erfahren  hat.  Ist 
nun  q  eine  primitive  /J*6  Einheitswurzel,  so  ist 

•*£  JL  '**/*  * 

ya+A+i-Ap  r  (a?-a)r  +  A!p  r  (*  — a)r  +  --- 

+  A.-1P     r      (s-a)   '    +vph(x-a)ß  +  --, 
und  es  werden  daher  die  ersten  v  Potenzen  von  q,  welche  hier  auf- 
treten, dann  und  nur  dann  gleich  Eins,  wenn 

sh  =  saä  =  •  •  •  =  s,— iA  =  0    (mod.  r) 
ist;  da  aber  r,  5, . . .  *,_ i  teilerfremd  sind,  so  mufs  h  ein  Vielfaches 
von  r,  also  eine  der  Zahlen 

0,    r,    2r,  .../J-r 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  4.    Zweizweigige  Singularitäten.  391 

sein.  Für  diese  —  Differenzen  yt  —  y«+i+A  ergiebt  sich  alsdann  das- 
selbe Anfangsglied  c(x  —  ay  der  Reihenentwickelung,  also  für  das 
Produkt  aller  das  Glied 

und  da  (x  —  a)a  die  Ordnungszahl  eins  hat,  so  erhalten  wir  von  hier 
aus  zur  Zahl  l  den  Beitrag 

aß  * 
r  r> 

welcher   stets   eine  ganze  Zahl   ist,  weil  der  Bruch  f  entweder  den 
Nenner  a  oder  den  Nenner  ß  erhalt  und  r  sowohl  in  a  als  in  ß  aufgeht 
Berücksichtigen  wir  jetzt  eine  der  r  —  1  Differenzen 

Vi  -  y«+*>  »i  -  y*+*>  •  •  •  Vi  -  y«+n 

welche  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  der  bisher  in  Rechnung 
gezogenen  Differenzen,  nämlich  zwischen  yx  —  ya+i  und  y,  —  ya+i+r, 
auftreten,  so  kann  man  diese  auch  so  schreiben: 

(yi  -  y«+0  +  (y«+i  -  y«+a)>  G&  -  y«+0  +  (y«+i  -  y«+»)>  •  •  • 
(yi  -  y«+0  +  (y«+i  -  y*+r), 

und  wenn  man  nun  hier  z.  B.  die  Differenz  y«+i  —  y<*+a  bildet,  so 
unterscheiden  sich  bereits  die  Bestandteile,  welche  von  der  Funktion  G(x) 
herrühren,  und  es  hat  also  ya+i  —  y«+t  eine  kleinere  Ordnungszahl 
als  yt  —  yö-fi.    Daher  liefert  das  Produkt 

(yi-y«+2)(y1-y«+s)...(yi-y«+r) 

denselben  Beitrag  wie  das  Produkt 

(y«+i  -  y«+»)  (y«+i  -  y«+3) . .  -  (y«+i  -  y«+r), 

wenn  man  das  letztere  auf  den  ersten  Bestandteil  0(x)  beschränkt. 
Für  ein  solches  Produkt  haben  wir  aber  im  Vorhergehenden  den  Anteil 
bereits  bestimmt;  wir  fanden  nämlich  als  erstes  Glied  der  Entwickelung 

e 

(z  —  a)r,  wo 

1)  e  —  s(r  —  rt)  +  ^fa  -r2)  +  -  •  •  +  s,_i(r,_i- 1) 

und  rt  —  (s,  r),  ra  =  fo,  rx)  u.  s.  w.  ist.  Wenn  wir  schließlich  irgend 
eines  der  folgenden  aus  r  —  1  Faktoren  bestehenden  Produkte  nehmen, 
welche  nach  den  Differenzen 

Gfi-jk+i),   (ft-y«+i+r),   (yi-y«+i+2r),...(yi-ya+/?-r+i) 

eingeschaltet  sind,  so  liefert  jedes  derselben,  wie  man  leicht  sieht, 
immer  wieder  denselben  Beitrag  wie  das  erste,  das  wir  soeben  unter- 
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sucht  haben.  Daher  erhalten  wir  von  allen  noch  fehlenden  Produkten 
zusammen  den  Beitrag 

±L 

<*-a)rr, 

i_ 

also  da  ($  —  a)a  die  Funktion  erster  Ordnung  ist,  so  liefern  jene 
Produkte  zur  Zahl  l  den  Anteil  *yy* 

So  erhalten  wir  schließlich  die  einfache  Endformel  für  den 
Exponenten  l: 

3)  l-*f+*<L±-*(f  +  ±), 

wo  der  Bruch  f  die  kleinere  von  den  beiden  Zahlen  —  >  -I-  ist  und  die 
ganze  Zahl  e  allein  durch  den  beiden  Reihenentwickelungen  gemein- 
samen Bestandteil  G(x)  vermöge  der  Formel  (1)  bestimmt  ist.  Da  in 
diese  Formel  die  beiden  Reihenentwickelungen  yx  und  ya+i  in  völlig 
symmetrischer  Weise  eintreten  und  keine  vor  der  andern  einseitig 
bevorzugt  ist,  so  erhalten  wir  aufs  neue  einen  Beweis,  dab  die  beiden 
Punkte  $ßt  und  Sß8  denselben  Exponenten  in  dem  Divisor  Z)  der 
Doppelpunkte  besitzen. 

Haben  wir  jetzt  eine  beliebige  Kurvensingularitat  P,  in  welcher 
x  Kurvenzweige  zusammenlaufen,  so  entsprechen  dem  Kurvenpunkte  P 
*  verschiedene  Punkte  der  Riemannschen  Flache  $i>  $»?  •  •  •  $*>  dann 
können  wir  den  Anteil,  den  der  Punkt  P  zum  Divisor  der  Doppel- 
punkte liefert»  stets  in  folgender  Weise  ermitteln.  Wir  wenden  zuvorderst 
eine  lineare  Transformation  an,  durch  welche  der  Punkt  P  und  auch 
alle  seine  konjugierten,  in  denen  x  denselben  Wert  a  erhalt,  ins  End- 
liche fallen.  Sodann  bestimmen  wir  für  jeden  der  Punkte  $&,  Sß,, . . .  $x 
vermöge  der  Formel  (2)  die  Potenzen  SP*  ^£, . . .  $ß**,  welche  durch 
jeden  Kurvenast  einzeln  geliefert  werden.  Zweitens  bestimmen  wir 
durch  die  Gleichung  (3)  die  Beitrage,  welche  durch  das  Zusammen- 
treten je  zweier  Kurvenaste  entstehen: 

wobei  die  Anzahl  dieser  Potenzen  gleich  der  Anzahl  der  Kombinationen 
von  x  Elementen  zu  je  zweien,  also  gleich  yx(x— 1)  ist.  Hierdurch 
haben  wir  offenbar  den  von  dem  Punkte  P  hervorgerufenen  Beitrag  zum 
Divisor  3)  vollkommen  erschöpft,  da  jede  Differenz  zweier  konjugierten 
Reihenentwickelungen  ffh  —  ifi,  welche  überhaupt  den  Divisor  der  Doppel- 
punkte beeinflufst,  in  einein  der  Teilprodukte  und  auch  nur  in  einem 
einzigen  auftritt.    Bilden  wir  endlich  das  Produkt 
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4)  »-{£{*?*?• •  ■  wwMMWiW>,u---w*-i$>,)''-i>*} 

und  erstrecken  dasselbe  über  alle  Paukte  P  der  Kurve  (nicht  über  die 
Punkte  der  Riemannschen  Fläche),  so  ist  dieses  offenbar  mit  dem 
Divisor  S)  der  Doppelpunkte  vollkommen  identisch,  und  wir  haben  so 
eine  schone  und  theoretisch  vollkommen  durchsichtige  Darstellung  des 
Divisors  S)  gewonnen. 

Der  einfachste  Fall  einer  x- zweigigen  Singularität  ist  der,  wenn 
in  der  Formel  (4)  die  Exponenten  slf  sif  .  .  .  ex  gleich  Null,  die 
Exponenten  l^,  ^8, . . .  ?*-i,*  gleich  eins  werden.  Dieser  Fall  tritt,  wie 
schon  in, dem  vorigen  Abschnitte  ausgeführt  wurde,  dann  ein,  wenn 
die  Kurve  einen  x-fachen  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  hat  Aus 
der  Gleichung  (3),  durch  welche  die  Exponenten  bestimmt  werden, 
folgt  aber  auch  umgekehrt,  daüs  er  nur  für  eine  solche  Singularität 
eintritt,  daüs  also,  wenn 

si  Ä*«  —  '••—  ««^O;     ^ia  Ä  ^3  =  •  •  •  =  ?x— 1, «  —  1 

ist,  die  Kurve  notwendig  bei  P  einen  x-fachen  Punkt  mit  getrennten 
Tangenten  besitzt    Ist  nämlich 

so  ist,  da  beide  Summanden  nicht  negative  ganze  Zahlen  sind  und  der 
erste  seiner  Bedeutung  nach  nicht  Null  sein  kann,  notwendig 

^/•-l     und    e«0. 

Wenn  aber  e  =  0  ist,  so  ist  notwendig  r  —  rx  =  •  •  •  =  *v_i  ■=  1,  also 
lautet  der  den  beiden  Reihenentwickelungen  gemeinsame  Teil 

Q(x)  -  k(z-ay  +  lx(x-a)*  +.••+  ^-tix-df—K 

Nun  ist  f  die  kleinere  von  den  beiden  Zahlen  —t^-t  also  entweder 

ßp  =  1     und    —<■!■»        °der       aq  =  1     und    ~  <  — ; 

im  ersten  Falle  ist  ß=p=  1,  und  die  beiden  Reihenentwickelungen 
lauten  also  1  ^ 

fc  =  G(x)  +  <*(*-<*)" +•-.,    ya+t-  Q(x)  +  *(*-<*/  +-■•; 

dann  aber  ist  0(x)  notwendig  eine  Konstante,  und  da  die  zweiten 
Glieder  der  beiden  Reihenentwickelungen  bereits  verschieden  sind,  so 
können  die  Tangenten  an  beide  Kurvenzweige  nicht  übereinstimmen. 
Es  gilt  also  der  Satz:  .     . 

Digitized  by  VjOOQIC 


394  Dreiondzwanzigste  Vorlesung. 

Sind  $ly  Sß,,  . . .  Sß*  k  verschiedene  konjugierte  Punkte 
der  Riemannschen  Flache  %»,  nnd  ißt  der  Divisor  der  Doppel- 
punkte genau  durch 

Ofc  »,...*)»-» 

teilbar,  so  entspricht  den  k  Punkten  tyv  ^J,, ...  ^  ein  einziger 
Punkt  P  des  algebraischen  Gebildes,  und  dieser  ist  ein  ft-ftcher 
Punkt  mit  getrennten  Tangenten. 
Dieser  Satz  ist  die  Umkehrung  desjenigen,  der  auf  S.  375  erwähnt 
wurde.    Für  Jfc  =  2  hat  man  den   gewöhnlichen  Doppelpunkt;   es  ist 
hiernach  klar,  dafe  der  Ä-fache  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  als 
Übereinanderlagerung  von  yfc(i—  1)  Doppelpunkten  aufgefafst  werden 
kann.    Ein  fc-facher  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  ist  daher  auch 
als   eine   Singularität  von   gleicher  Einfachheit  wie  ein  Doppelpunkt 
anzusehen.    Ein  fc-facher  Punkt  hingegen  mit  Tangenten,  die  alle  oder 
zum  Teil  zusammenfallen,  darf,  wie  die  obige  allgemeine  Formel  (4) 
zeigt,  im  allgemeinen  nicht  in  gleich  einfacher  Weise  als  blofse  Über- 
einanderlagerung von  Doppel-  oder  Rückkehrpunkten  aufgefaist  werden 
und  ist  daher  eine  Singularität  höherer  Art. 


§5. 

Gehen  wir  jetzt  zur  Idealnorm  des  Divisors  ©  für  die  Variable  x 
über,  so  erhalten  wir,  da  die  Idealnorm  aller  konjugierten  Primfaktoren 

gleich  x  —  a  ist: 

#(»)  -  TJ(z -*)*+*+' -*•*+**», 

worin  Z£u  über  alle  Kombinationen  zu  zweien  der  x  Primdivisoren 

zu  erstrecken  ist,  welche  dem  Kurvenpunkte  P  entsprechen.  Diese 
ganze  Funktion  von  x  heilst  nach  Kronecker  der  aufserwesentliche 
Teiler  der  Diskriminante  D  der  Kurvengleichung;  da  die 
Exponenten  sv  «,,...  ex,  wie  früher  bewiesen,  gerade  Zahlen  sind,  so  ist 
sie  stets  das  volle  Quadrat  einer  ganzen  Funktion  X: 

2v-(©)  =  X*; 

der  Grad  von  X  ist  offenbar  die  schon  in  Formel  (6)  des  §  3  bestimmte 
Zahl  d. 
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Im  Gegensatze  hierzu  heilst  die  Idealnorm  des  Verzweigungs- 
divisors $*  der  wesentliche  Teiler  der  Diskriminante  der 
Kurvengleichung  oder  die  Diskriminante  A  des  Körpers  K,  die 
somit  durch  die  Gleichung  erklart  wird: 

Gehen  wir  nun  in  der  Formel  (3)  des  §  2  zur  Norm  über,  so  finden 
wir,  da  die  Diskriminante  D  der  Kurvengleichung  in  Beziehung  auf 
die  Variable  y  bekanntlich*)  durch  die  Gleichung 

-*W-jr(!f) 

bestimmt  ist,  und  da  ferner  nach  Gleichung  (4)  desselben  Paragraphen 

8 F  m     S8, 

also 

fdF\       N(*»m,) 


»63 


ist: 

D  =  AX*. 

Dieses  wichtige  Resultat  fassen  wir  in  folgendem  Satze  zusammen: 

Die  Diskriminante  D  einer  Kurvengleichung  -F(#,  y)  =  0 
in  Beziehung  auf  die  Variable  y  besteht  stets  aus  zwei  Faktoren. 
Der  erste  derselben  A  ist  die  Idealnorm  des  zur  Variabein  x  ge- 
hörigen Verzweigungsdivisors  3*  oder  die  Köi^erdiskriminante, 
sein  Grad  gleich  der  Verzweigungszahl  w.  Der  zweite  so- 
genannte aufserwesentliche  Teiler  ist  die  Idealnorm  des 
Divisors  $  der  Doppelpunkte  und  als  solche  das  Quadrat  einer 
ganzen  Funktion  X;  der  Grad  dieser  Funktion  X  ist  die  vorher 
bestimmte  Zahl  d.  Diese  Gradbestimmungen  sind  an  die  Vor- 
aussetzung gebunden,  dafis  die  Werte,  welche  die  Variable  x 
in  den  Punkten  von  3*  xm^  von  ®  erhält,  sämtlich  endlich 
ausfeilen;  andernfalls  treten  Graderniedrigungen  der  ganzen 
Funktionen  ein. 
In  der  alteren  Litteratur  geht  alles  auf  die  Untersuchung  dieser 
ganzen  Funktionen  D,  A,  X,  also  auf  die  Untersuchung  gewisser 
Normen  von  Divisoren  hinaus.    Bei  unserer  Art  der  Betrachtung  treten 

*)  Vgl  z.B.  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  5.  Aufl., 
8.  186. 
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diese  Divisoren  selbst  in  den  Vordergrund,  und  die  Satze  über  die 
Normen  erscheinen  als  blofse  Folgerungen  dieser  Analyse  der  Divisoren. 
In  dieser  von  Dedekind  eingeleiteten  Wendung  der  Untersuchung  ist 
ein  wesentlicher  Fortschritt  zu  erblicken;  denn  zu  bestimmten  Divisoren 
gehören  bestimmte  Normen,  aber  zu  bestimmten  Normen  gehören,  wie 
schon  auf  S.  150  erwähnt  wurde,  im  allgemeinen  mehrere  verschiedene 
Divisoren.  Aulserdem  verhalten  sich  die  Divisoren,  wie  wir  wissen, 
bei  jeder  Transformation  invariant,  die  Normen  aber  kommen  über- 
haupt erst  dadurch  zum  Vorschein,  dafs  man  eine  bestimmte  Variable  x 
bevorzugt  und  in  Beziehung  auf  sie  das  Produkt  der  Konjugierten 
bildet.  Kurz,  die  Divisoren  sind  hier  wie  überall  das  Wesentliche, 
obgleich  oder  eben  weil  sie  nicht  analytische  Gebilde,  sondern  diesen 
zugeordnete,  invariante  Symbole  sind;  die  Sätze  über  Funktionen,  ins- 
besondere über  Normen  sind  interessante,  aber  beiläufige  Korollarien 
der  für  die  Divisoren  geltenden  Gesetze. 
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VierundzwanzigBte  Vorlesung, 

Auflösung  der  Singularitäten.  —  Erste  Methode.  —  Zweite  Methode.  —  Funk- 
tionenringe. —  Die  Bedeutung  des  Divisors  der  Doppelpunkte  für  Funktionen- 
ringe. —  Adjungierte  Kurven  und  Differentiale  erster  Gattung.  —  Die  birationale 
Transformation  als  allgemeinstes  Abbildungsprinzip  algebraischer  Kurven. 

§  i. 

Anstatt  die   Bestimmung  des   Divisors   der  Doppelpunkte   durch 

dF  dF 

direkte  Bildung  eines  der  beiden  Differentialquotienten  -^  oder  -j- 

vorzunehmen,  kann  man  auch  einen  anderen  Weg  einschlagen,  welcher 
zugleich  ein  geometrisch  bedeutsames  Resultat  ergiebt.  Man  kann 
nämlich  durch  eine  successive  Folge  einfacher  Transformationen  die 
gegebene  Kurve  F(x,  y)  =  0  in  eine  andere  überführen,  welche  an  all 
den  Stellen,  an  denen  die  Singularitäten  der  ersten  Kurve  gelegen 
sind,  gewöhnliche  Punkte  besitzt  und  welche  an  Stelle  dieser  verlorenen 
Singularitäten  nur  vielfache  Punkte  mit  getrennten  Tangenten  ein- 
getauscht hat;  diese  letzteren  können  aber  nach  dem  Früheren  als  ein- 
fache Singularitäten  angesehen  werden.  Das  hier  einzuschlagende  Ver- 
fahren, welches  als  Auflösung  der  singulären  Punkte  der  ge- 
gebenen Kurve  bezeichnet  wird,  kann  dann  auch  dazu  dienen,  für 
die  ursprüngliche  Kurve  den  Divisor  der  Doppelpunkte  zu  berechnen; 
denn  jede  einzelne  der  anzuwendenden  Transformationen  besteht  in 
einer  bestimmten  und  leicht  zu  übersehenden  Reduktion  dieses  Divisors. 
Die  Kurve  F(x,y)  =  0  werde  zu  diesem  Zwecke  zunächst  durch 
eine  lineare  Transformation  der  Variabein,  welche  ja,  wie  wir  wissen, 
den  Divisor  der  Singularitäten  unberührt  laust,  so  umgeformt,  dais  sich 
für  die  Gerade  (x  =  <x>)  n  verschiedene  endliche  Werte  (y =&,  ß9, . . .  ßn) 
ergeben,  und  dais  die  singulären  Punkte  der  Kurve  sämtlich  ins  End- 
liche fallen.  Dann  haben  zufolge  der  ersten  Voraussetzung  die  Divi- 
soren n*  und  n,  keinen  Teiler  gemein,  und  in  der  Kurvengleichung 

1)  F(x,y)=gx'*tr  +  ---  =  0 

hat  das  Glied  höchster  Dimension  notwendig  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Koeffizienten  g\  denn  immer  dann,  wenn  g  —  0  ist,  wird 
für  x  =  oo  auch  einer  der  Werte  von  y  unendlich,  wie  dies  unmittelbar 
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aus  dem  auf  S.  75  bewiesenen  Satze  oder  auch  durch  direkte  An- 
wendung des  Diagramms  folgt  Zufolge  der  zweiten  Voraussetzung 
sind  die  Divisoren  nx  und  n,  beide  zum  Divisor  $  der  Doppelpunkte 
teilerfremd.  # 

Ist  nun  bei  (x  —  a,  y  =  b)  ein  Ä-facher  Kurvenpunkt  P  gelegen, 
so  wollen  wir  zunächst  annehmen,  dafis  die  Gerade  x  —  a  —  0  die 
Kurve  aulser  in  P  in  n  —  h  von  P  und  voneinander  verschiedenen 
Punkten  schneidet;  wir  wollen  dann  nachtraglich  zeigen,  in  welcher 
Weise  sich  diese  Voraussetzung  realisieren  lafet,  wenn  sie  nicht  von 
vornherein  erfüllt  sein  sollte.    Setzt  man  dann 


öx—a  x.  8y— 6 


so  haben  (vgl.  S.  372)  die  Zähler  §*_a  und  jf_6  den  dem  Kurven- 
punkt P  entsprechenden  Divisor  &*•'  Ordnung 

ft  -  $ri  *?  •  •  •  W" 

gemein,  und  in  den  Gleichungen 

sind  nicht  blofs  die  Divisoren  ß  und  SR  zu  einander  teilerfremd,  sondern 
es  mufe  auch  vermöge  unserer  Voraussetzung  der  Divisor  2  aus  n  —  h 
ungleichen  Primdivisoren  bestehen,  welche  alle  von  $i>  $»>•-•  $*  ver- 
schieden sind.  Wir  unterwerfen  nun  die  Kurve  der  einfachen  Trans- 
formation 

2)  l-8-^ 

'  s        x  —  a 

und  zeigen,  dafis  hierdurch  in  demjenigen  Teile  des  Divisors  der  Doppel- 
punkte, welcher  von  St  herrührt,  eine  Reduktion  hervorgebracht  wird. 

Die  Variable 

b9-bn* 


hat  den  Grad  m  +  n  —  k,  denn  Zähler  und  Nenner  haben  den  Faktor  ft, 
aulser  diesem  aber  keinen  weiteren  Teiler  gemein,  da  nach  Weghebung 
des  Faktors  St  *       « 

und 

tt,  -  *?=£*  -  n,S 

relativ  prim  sind;  es  sind  nämlich  alle  vier  Paare  von  Divisoren 

(*i«r),     OB,«),    (H.,8)i     («w«) 
ohne  gemeinsamen  Teiler.    Demzufolge  mufis  die  durch  die  Substitu- 
tion (2)  transformierte  Gleichung  0(a?,  q)  —  0  in  x  den  Grad  *»  +  »  —  *, 
in  i}  den  Grad  n  haben. 
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Dasselbe  ergiebt  sieb  auch,  wenn  man  die  Funktion  F(x,  y)  nach 
Potenzen  yon  x  —  a  und  y  —  b  entwickelt  und  dann  y  an  Stelle  von  y 
durch  die  Gleichung  (2)  einführt;  denn  weil  P  ein  %-facher  Punkt  ist, 
so  bat  man 

F(Xfy)  =  c0(x-aY  +  ci(x-aY~*(y--b)  +  -  -  +  c*(y-&)* +  ••• 
+  g(x  —  a)m(tf-b)*, 
wo  g  derselbe  Koeffizient  wie  in  Gleichung  (1)  ist.    Ersetzt  man  nun 
hier  y  —  b  durch  ri(x  —  a),  so  hebt  sich  der  Faktor  (#  —  a)*  heraus, 
und  man  findet 

es  ist  also  identisch 

F(x,y)-(x-aY<l>(x,rj) 

und  es  steigt  in  der  That  in  der  transformierten  Gleichung 

<D(s,ij)  =  0 

x  bis    zum    (m  +  n  —  ft)*611  Grade  auf.     Hieraus  ergiebt   sich    durch 

Differentiation  nach  y  die  Identität 

--(s-a)*-!-. 

Bezeichnet  man  nun  den  Divisor  der  Doppelpunkte  der  transformierten 
Kurve  0  —  0  mit  (E,  so  hat  man  nach  der  Formel  (4)  in  §  3  der 
vorigen  Vorlesung 

W  ~  «ffiij-1 '    87      iC+*-*n*-* ' 
folglich,  wenn  man  diese  Divisorengleichungen  in  die  vorige  Formel 
einsetzt:  ^  »^tfZ*"1  _  »g^g— !l! 

Die  Bedeutung  dieser  wichtigen  Formel  ist  folgende:  Es  hat  zunächst 
der  Divisor  (£  gegenüber  S)  eine  Reduktion  erfahren,  da  aus  S)  der 
Faktor  ft*""1  entfernt  worden  ist;  sind  nämlich  die  Primfaktoren 

%i>    %t>  •  •  •  $* 
des  Divisors  St  in  dem  Divisor  S)  der  Reihe  nach  mit  den  Exponenten 
tt9  d%,...  dx  behaftet,  so  tritt  der  Punkt  Sßr  in  dem  neuen  Divisor  (S 
der  Doppelpunkte  in  der  Multiplizitat 

*r  =  dr  — (ft— l)ar 
auf,  und  es  wird  also  durch  unsere  Transformation  eine  Verringerung  der 
Exponenten  hervorgebracht.    Andererseits  sind  in  den  Divisor  (£  hierfür 
zwei  neue  Faktoren,  nämlich  nj""1  und  S"""*""1  eingetreten.   Diese  neuen 
Singularitäten  sind  aber,  wie  aus  dem  auf  S.  394  aufgestellten  Satze 
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folgt,  nichts  weiter  als  ein  n-facher  und  ein  (n  —  A)-facher  Punkt  mit 
getrennten  Tangenten,  die  dadurch  hervorgerufen  sind,  dals  die  Trans- 
formation den  n  Schnittpunkten  der  Geraden  x  =  <x>  denselben  Punkt 
(x  =  oo,  tj  =  0)  und  den  n  —  Je  Punkten,  in  welchen  die  Gerade  x=*a 
die  Kurve  aulser  in  P  schneidet,  denselben  Punkt  (#  — a,  y  =  oo)  zu- 
ordnet. Das  Gleiche  folgt  auch  daraus,  dafs  in  den  n  Punkten  von  nx 
die  Reihenentwickelungen  gelten: 

x 

also  ist  0     , 

und  da  ß1}  ß%, . . .  /)»  voneinander  verschieden  sind,  so  erhalt  man  hier 
einen  gewöhnlichen  n- fachen  Punkt.  Andererseits  ergiebt  sich  in  den 
Punkten  des  Divisors  S 

y  =  lr  +  Pr(x  —  a)  +  ---        (r-l,«t  ...*-*), 

worin  die  Koeffizienten  Jtly  As, ...  A*-.*  nach  unserer  Voraussetzung 
alle  voneinander  und  von  &  verschieden  sind.    Folglich  ist 

oder  wenn  wir,  da  rj  für  x  =  a  unendlich  wird,  zum  reeiproken  Werte 

übergehen: 

1         ä  —  a  (x  — a\*  t 

die  Kurve  hat  also  hier  in  der  That  einen  (n  —  k)-  fachen  Punkt  mit 
getrennten  Tangenten. 

In  der  hier  angegebenen  Weise  kann  durch  eine  Folge  von  Trans- 
formationen jede  beliebige  noch  so  komplizierte  Kurvensingularitat 
aufgelöst,  d.  h.  durch  einfache  Singularitäten  der  transformierten 
Kurve  ersetzt  werden,  vorausgesetzt,  dals  die  Gerade  x  =  a  wirk- 
lich der  Bedingung  genügt,  die  wir  gestellt  haben,  und  die  Kurve 
aulser  in  P  in  n  —  k  von  P  und  voneinander  verschiedenen  Punkten 
schneidet.  Wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  so  müssen  wir  der 
Transformation  (2)  erst  eine  andere  vorausschicken,  welche,  ohne  die 
Singularitäten  wesentlich  zu  verändern,  jene  Voraussetzung  für  die 
neue  Kurve  statthaft  macht. 

Wir  gelangen  zu  dieser  Hilfstransformation,  wenn  wir  berück- 
sichtigen, dals  sich  in  dem  Strahlenbüschel 

3-a->l(y-&)  =  0 

offenbar  solche  Geraden  befinden,  welche  die  Kurve  aufser  in  P  nur 
in  lauter  von  P  und  voneinander  verschiedenen  Punkten  treffen.    Be- 
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stimmen  wir  nun  X  dieser  Forderung  gemäfe,  so  wollen  wir  die  Trans- 
formation 

9\                                            f.        x-a-X(y-b) 
*)  « ^Ty 

anwenden,  wobei  die  Gröfse  V  so  gewählt  werden  möge,  dafs  die 
Gerade  y  —  &'  =  0  die  Kurve  in  m  voneinander  und  von  den  Schnitt- 
punkten der  Zählergeraden  verschiedenen  Punkten  schneidet;  hierbei 
hat  die  Einführung  des  Nenners  y  —  V  den  Zweck,  die  f&r  (£  =  oo) 
sich  einstellenden  Singularitäten  der  transformierten  Kurve  zu  möglichst 
einfachen  zu  machen.  Wir  wollen  zeigen,  dab  diese  Transformation 
wirklich  den  gewünschten  Erfolg  hat,  und  nehmen  hierbei  wieder  an, 
dab  die  Nenner  n*  und  n,  aus  n  resp.  m  verschiedenen  Primfaktoren  be- 
stehen und  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben. 
Die  Variable  %  erhält  die  Divisorenzerlegung 

y>   — —  _____   •    _£ ^_   ________  , 

nxnf  '     n9         My-6' 
worin  &  einen  ganzen  Divisor  bedeutet;   sie   ist  also,   da  der  Bruch 
bereits  die  reduzierte  Form  hat,  vom  Grade  m  +  n,  und  ihr  Nenner  ist 

ne  —  tkjy-*'. 
Setzen  wir  nun  in  der  Kurvengleichung  unter  Benutzung  von  (2) 

so  erhalten  wir 

F(x,y)  -  F{a  +  %ii,-V)  +  X{y-l),y)  -  <D(|,y), 
also  durch  Differentiation  nach  g: 

Bezeichnen  wir  nun  den  Divisor  der  Doppelpunkte  für  die  ursprüng- 
liche und  für  die  transformierte  Kurve  mit  S)  und  S),  so  haben  wir 
zufolge  der  Formel  (4a)  auf  S.  382 

BF         *>S9         00       _5_§y_ 
Bx  ™  ^«-2n;,     21"  ""  nm-«tt«+»* 

Trägt    man    diese    Divisorenzerlegungen    in    die    Gleichung    (3)    ein 

Tic 

und  berücksichtigt,  dab  —  =  jy— ©'  ist,  so  ergiebt  sich  schließlich 


n— 1 


Die  Wirkung  dieser  Transformation  ist  also  nur  die,  dab  zum 
Divisor  der  Doppelpunkte  der  Faktor  jmZ"6'Äj'"1  hinzugetreten  ist, 
und    dies   besagt   nach   dem   auf  S.  394  bewiesenen   Satze,    dab   die 

Hensel  n.  Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  26 
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m  Schnittpunkte  der  Geraden  y  —  V  =  0  auf  einen  einzigen  m- fachen 
Punkt  mit  getrennten  Tangenten  (j;  =  oo,  y  =  V)  und  ebenso  die 
m  Schnittpunkte  der  Geraden  y  =»  oo  auf  einen  m- fachen  Punkt 
(£  —  —  A,  y  =  oo)  abgebildet  worden  sind.  In  der  That  hat  man  auch, 
wenn  man  y  als  unabhängige  Variable  ansieht,  bei  (y  =  V)  die  m  schon 
in  den  ersten  Gliedern  verschiedenen  Reihenentwickelungen 

s  -  «/*  +  ft*(y  —  V)  +  •  •  •  ö»  - 1,  2, .  ■  ■  »), 

woraus 

folgt,  und  ebenso  fttr  (y  =  oo)  die  m  Reihenentwickelungen 

*  — fr  +  y  +  ---  (fi  =  l, *,...»), 

also 

8--i  +  ^ p — -  +  -, 

durch  welche  die  aufgestellte  Behauptung  auft  neue  bewiesen  wird. 
Abgesehen  von  diesen  einfachen  hinzutretenden  Singularitäten  ist  der 
Divisor  der  Doppelpunkte  unverändert  geblieben,  aber  die  transformierte 
Kurve  0  —  0  hat  in  der  That  die  geforderte  Eigenschaft,  dafs  die 
Gerade  £  =  0  aufserhalb  des  aufzulösenden  vielfachen  Punktes  in 
m  +  n  —  k  voneinander  und  von  P  verschiedenen  Punkten  schneidet 
In  dieser  Weise  fortgehend,  kann  man  also  eine  gegebene  Kurve 
F(x,  y)  =  0  mit  noch  so  komplizierten  Singularitäten  durch  eine  Folge 
umkehrbarer  Substitutionen  Punkt  för  Punkt  eindeutig  auf  eine  Kurve 
mit  einfachen  Singularitäten  abbilden,  und  es  gilt  also  der  Satz: 

Jede  Kurve  kann  durch  umkehrbar  eindeutige  Trans- 
formation auf  eine  andere  abgebildet  werden,  welche  nur  viel- 
fache Punkte  mit  getrennten  Tangenten  besitzt 


§2. 

Anstatt  die  Singularitäten  der  Kurve  successive  durch  passend  ge- 
wählte Abbildungen  aufzulösen,  wie  das  im  vorigen  Paragraphen 
geschehen  ist,  können  wir  auch  ein  allgemeineres  Verfahren  anwenden, 
indem  wir  eine  ganze  Schar  von  Transformationen  betrachten  und 
zeigen,  dafs  dieselben  bis  auf  gewisse  Ausnahmeelemente  samtlich 
die  Eigenschaft  haben,  die  Kurve  auf  eine  andere  mit  gewöhnlichen 
Doppelpunkten  abzubilden.  Diese  für  die  Zwecke  der  Praxis  weniger 
geeignete  Methode  hat  gegenüber  der  ersten  den  Vorzug,  die 
Auflösung   der  Singularitäten   mit  einem  Schlage   zu   bewerkstelligen 
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und  einen  theoretisch  vollkommeneren  Einblick  in  das  Wesen  der  auf- 
lösenden Transformationen  zu  gewahren. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  das  algebraische  Gebilde  F(x,y)  =  0 
bereits  in  solcher  Gestalt  an,  dafs  die  Primfaktoren  des  Nenners  xtx 
der  Variabein  x  n  verschiedenen  und  unverzweigten  Punkten  der  Riemann- 
schen  Flache  9tx  entsprechen,  und  betrachten  alsdann  dasjenige  Ideal  von 

Funktionen  des  Körpers  K(x,  y),  welches  zu  einem  Divisor  -=:  gehört, 
wobei 

ein  ganzer  Divisor  der  Ordnung 

sein  solL  Dabei  behalten  wir  uns  vor,  die  Ordnungszahl  q  hinreichend 
grofs  zu  wählen,  und  nehmen  überdies  zur  Vereinfachung  der  folgenden 
UnterBuchung  an,  dafs  auf  der  Riemannschen  Flache  SR*  die  Punkte  Sß^ 
Sßi, . . .  SßA  und  ihre  in  Bezug  auf  x  konjugierten  Punkte  unverzweigt 
sind  und  dafs  auch  keine  zwei  von  ihnen  einander  konjugiert  sind. 
Die  Idealnormen  dieser  Primfaktoren 

sind  daher  alle  voneinander  verschieden,  und  an  der  Stelle  (x  =  ai)  liegt 
niemals  ein  Verzweigungspunkt,  und  es  gehört  ihr  immer  nur  ein  Prim- 
teiler ?ß/  des  Divisors  D  zu.  Es  sei  nun  rfx\  rf^, . . .  rf">  ein  Fundamental- 
system jenes  Ideals ,  dann  wollen  wir  aus  dem  Komplex  aller  Funk- 
tionen t\  des  Ideals 
1)  ri  -  i^rjW  +  M, rjW  +  -  •  •  +  umiß>, 

wobei  ul9  Uj, . .  .un  ganze  Funktionen  von  x  sind,  diejenigen  aussondern, 
welche  sich  im  Unendlichen  regulär  verhalten  und  also  Vielfache  des 
Divisors  -^  sind.  Wir  werden  dann  zeigen,  daJs,  wenn  wir  die 
Variable  x  festhalten  und  an  Stelle  der  Variabein  y  eine  Funktion  i\ 
einf&hren,  das  transformierte  Gebilde  <t>  (#,  77)  =  0  im  allgemeinen,  d.  h. 
bei  Vermeidung  gewisser  spezieller  Funktionen  17,  keine  anderen  Sin- 
gularitäten als  Doppelpunkte  besitzen  kann. 

Da  die  Idealnorm  des  Nenners  einer  Funktion  v\  des  Ideals  gleich 
der  Norm  von  Et,  also 

ist,  so  lautet  die  Gleichung  der  Funktion  17,  wenn  man  die  Nenner 
der  Koeffizienten  beseitigt: 

<D  (x,  ri)  —  A(x)  (fj  -  %)  (rj  -  %)  . . .  (q  -  rjn)  —  0, 

26* 
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wo  %,%,...  rjn  die  Konjugierten  bedeuten.    Die  Diskriminante  dieser 
Gleichung  ist  i-r 


-wr**Q 


also  ein  Produkt  von  w(w— 1)  Linearformen  der  Ghrofsen  u17%  . ..«*,,, 
welches  bei  Ausführung  der  Multiplikation  ganze  Funktionen  von  2 
zu  Koeffizienten  erhalt.  Andererseits  ist  nach  der  schon  oft  benutzten 
Formel  (4)  auf  S.  382,  welche  Funktion  17  unseres  Ideals  auch  gewählt 
worden  sein  mag,  «.  $0 

wobei  r  ein  positiver  Exponent  ist,  der  für  uns  unwesentlich  ist.  Also 
erhält  man  beim  Übergang  zur  Idealnorm,  da  N(rtn)  «=  A(x),  Nfn*)  —  1 

B  -  ^(«)—  Jjrgj)  -  2T0D)  1T(8.). 

Die  Gleichungsdiskriminante  D  besteht  somit,  wie  wir  schon  früher 
erkannt  haben,  aus  zwei  Faktoren,  von  denen  der  eine  die  Körper- 
diskriminante  A  —  N(QX),  also  von  den  Unbestimmten  u  unabhängig 
und  ein  gemeinsamer  Teiler  der  Koeffizienten  von  D  ist,  während  der 
andere  die  Norm  des  Divisors  3)  der  Doppelpunkte  ist  und  uns  hier- 
durch über  die  Beschaffenheit  dieses  Divisors  Aufschlufs  giebi  Wir 
werden  nämlich  zeigen,  dafs  dieser  zweite  Faktor,  welcher  eine  ganze 
homogene  Funktion  von  u1}  u2, . . .  un  des  Grades  n(n  —  1)  mit  ganzen 
Funktionen  von  x  als  Koeffizienten  ist,  das  Quadrat  einer  Form  U  ist, 
welche  keinen  von  den  Unbestimmten  u  unabhängigen  Teiler  besitzt 
und  bei  Spezialisierung  der  u  im  allgemeinen  lauter  verschiedene 
Wurzeln  erhält.  Es  können  sich  also,  wenn  man  den  Parametern  an- 
gemessene individuelle  Werte  erteilt  und  zunächst  von  den  Prim- 
faktoren von  tt*  absieht,  für  die  Kurve  <t>(#,  17)  — 0  ^  der  That  nur 
Doppelpunkte  einstellen,  da  ja  alsdann  jedem  einzelnen  der  quadratischen 
Faktoren  von  -^   ein  und  nur  ein  Doppelpunkt  entspricht. 

Zum  Beweise  dieser  Thatsache  haben  wir  die  Diskriminante  D  für 
alle  möglichen  Linearfaktoren  x  —  azn  untersuchen  und  unterscheiden 
hierbei  zwei  Fälle,  je  nachdem  x  —  a  ein  Faktor  der  Körperdiskri- 
minante  A  ist  oder  nicht 

1)  Wenn  x  —  a  ein  Faktor  der  Körperdiskriminante  A .  ist,  so 
mögen  etwa  bei  (x »  a)  drei  Punkte  &a,  33^,  SSy  der  Riemannschen 
Fläche  übereinander  liegen,  in  denen  resp.  a,  ß,  y  Blätter  der  Fläche 
zusammenhängen.    Dann  kann  man  ebenso   wie  auf  S.  207  u.  flg.  das 
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Fnndamentalsystem  17W,  rjW, . . .  rfri  in  ein  normales  |W,  #*\  . . .  5(n)  s° 
umformen,  dafs 

ist,  worin  t?j,  t;2,  . .  .  t?„  lineare  Funktionen  der  u  mit  nnimodnlarer 
Determinante  sind;  und  da  nach  unserer  Voraussetzung  die  Punkte 
®<r>  93/9^  95y  in  dem  Divisor  D  nicht  auftreten,  so  gehören  zu  dem 
Fnndamentalsystem  £(1),  |(8); .  . .  £<")  die  Ordnungszahlen 

I    |(«    |(2)^  #  b  _    g(a).        g(«+l)^  |(a+^  .  .  .  §(«+0;       #«+/»+!),  |(« +/»+«>,  .  .  .  |00 

S«  1    0,    1,  ...  a  —  1;      00,       00,     ...     00;  00,  00,       ...    00 

ftp  !  00,  00,  . . .    00;         0,        1,     ...  ß  —  1;  oo,  00,       ...    00 

SSy  I  00,  00,  . . .    00;        00,       00,    .  . ,     00;  0,  1,       ...  y  —  1 

Also  erhalten  bis  auf  beliebig  hohe  Potenzen  von  x  —  a  die  Kon- 
jugierten von  %  folgende  Darstellungen: 

L  «—1 

li"-s«i+  v%{x  —  a)a  +•••+  va-i(x-a)  * 

i  a--l 

Ur^ 

&»+iassst;«+i  +  v«+i(a;  —  <*)*+•••  +  va+ß(x—  a)  ß 

£«+ 9  —  f?a+l  +  * t?a+»(a?-  »/  H h       Ö^1  Va+ß  (x  —  o)   fi 

1  £-1 

|a+^+is=^+/J+i+         *a+/H-i(s  — a)y  +  •••  +  vn(x  —  a)  Y 

|a+^+»aast;a+/j+t+       *t>a+j+t(Ä  — a)y  H f-    rr-1!;*^-  a)  Y 

-  Y— 

um- 
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Berechnen  wir  nun  die  Diskriminante  D,  so  verfahren  wir  in  der 
Art;  dafs  wir  zuerst  das  Differenzenprodukt  der  ersten  a  Konjugierten 
\\Av  %<*  bilden;  jedes  der  a(a  —  1)  Glieder  dieses  Produktes  isi* 
wenn  wir  uns  auf  das  erste  Glied  beschränken;  von  der  Form 

cv%(x  —  a)a, 
worin  c  jetzt  und  in  der  Folge  eine  von  Null  verschiedene  Eonstante 
bedeutet     Ebenso  iiefern  die  Faktoren  der  beiden  aus  |a+i>  •  •  •  £«+/* 
resp.  aus  %a+ß+i, . . .  |„  gebildeten  Differenzenprodukte  Anfangsglieder 
der  Form  i  ^ 

cva+*(x  —  d)ß9    resp.    cva+ß+i(x  —  a)Y . 
Wenn  man  sodann  eine  der  a  ersten  Konjugierten  von  einer  der  fol- 
genden ß  abzieht;  so  ist  das  Anfangsglied  vx  —  t?a+i;  und  ebenso  geben 
Differenzen  wie  %x—  ia+ß+u  resp.  wie  |«+i  —  |«+^+i  Anfongsglieder 
der  Form 

Vt  —  Va+ß+l,      resp.      t?ci+l  —  0a+/J-f  1- 

Da  ferner  die  ganze  Funktion  A(x)  nach  den  von  uns  getroffenen 
Voraussetzungen  den  Faktor  x  —  a  nicht  enthalt;  so  ergiebt  sich  für 
die  Diskriminante 

(Vx  -  Va+i)'«^  -  Va+ß+l)**Y  (*«+*  -  *«+f +l)V* 

+  höheren  Potenzen  von  x  —  a. 
Diese  Formel  ist  zunächst  unter  der  Annahme  abgeleitet;  dafs  jede  der 
Zahlen  a,  ß,  y  >  1  ist;  sie  gilt  aber  auch  in  dem  Falle;  dafs  eine  der- 
selben gleich  eins  ist;  da  ja,  wenn  z.  B.  cc  =  1  ist,  t^  den  Exponenten 
Null  erhalt  und  also  wirklich,  wie  es  sein  mufs,  aus  dem  Produkt 
ganz  fortfällt. 

Da  die  Körperdiskriminante  A,  wie  wir  wissen,  den  Faktor  (x  —  a) 
ebenfalls  in  der  Multiplizität  (a  —  1)  +  (ß  —  1)  +  (y  —  1)  enthält,  so 
besitzt  die  Gleichungsdiskriminante  D  alle  diese  Faktoren  in  gleicher 
Ordnung  wie  A,  und  bei  Spezialisierung  der  Unbestimmten  u  oder  v 
ist  es,  damit  keiner  dieser  Faktoren  in  einer  höheren  Potenz  aus  der 
Diskriminante  heraustritt,  notwendig  und  hinreichend,  den  folgenden 
Ungleichungen  zu  genügen: 

und  wenn  resp.  u,ß>y>  1  ist,  den  weiteren  Ungleichungen 

V}  ~\z  0,    Va+*  =|ee  0,    va +ß+*  ~|=  0    (mod.  s  —  a). 

Wenn  diese  Bedingungen  erfallt  sind,  so  erhält  das  Gebilde  bei  x  =  a 
keine  Singularität. 
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2)  Wenn  x  —  a  nicht  in  der  Körperdiskriminante  enthalten  ist, 
so  ersetzen  wir  ebenfalls  das  Fundamentalsystem  rf1\  rf*\  . . .  rfrt  durch 
ein  normales  $x\  Q*\  . . .  £W.  Da  nun  der  Zähler  von  x  —  a  aus 
n  verschiedenen  Primteilern  besteht  und  nach  Voraussetzung  entweder 
einer  oder  gar  keiner  von  diesen  in  dem  Divisor  D  enthalten  ist,  so 
hat  das  System  der  Ordnungszahlen  die  Form 


£U) 

1« 

!<»). 

. .  |<-> 

& 

-X 

oo 

oo  . 

. .  oo 

«1 

oo 

0 

oo  . 

. .  oo 

& 

oo 

oo 

0  . 

. .  oo 

f. 

oo 

oo 

oo  . 

..  0 

wobei  X  einfach  die  Ordnungszahl  von  A(x)  fttr  x  =  a  ist;  denn  wenn 
x  —  a  nicht  in  A{x)  vorkommt,  so  ist  X  —  0,  wenn  aber  x  —  a  ein 
Faktor  von  A{x)  ist,  so  ist  X  positiv  und  gleich  dem  zugehörigen 
Exponenten  von  x  —  a.  Folglich  ist  bis  auf  Glieder  beliebig  hoher 
Ordnung  in  x  —  a 

li  -  (x  —  a)-xvu    g,  =  v%,    |s  -  v9)  . . .  !„  -  t>„. 
Ferner  ist,  wenn  E  eine  Einheitsfunktion  für  die  Stelle  x=a  bedeutet, 

also  erhalt  man  durch  Einsetzen,  wenn  man  die  Potenzen  mit  nega- 
tivem Exponenten  von  x  —  a  beseitigt,  bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung: 

D  -  E(x\a)  •  ^-{x-afv^  (n-(*-a)*n)f . . .  ^-(x-a^v^x 

Diese  Gleichung  zeigt,  daJüs  bei  unbestimmten  vu  vi7 . . .  vn  die 
Di8kriminante  D  den  Faktor  x  —  a  nicht  enthält.  Bei  Spezialisierung 
der  Gröfsen  vu  v9,  ...  vn  erhält  D  an  einzelnen  Stellen  (x  =  a) 
allerdings  quadratische  Faktoren,  wenn  nämlich  z.  B.  v2  —  v8  oder 
%—  (#  —  aYv2  durch  #  —  a  teilbar  wird;  aber  dann  wird  im  all- 
gemeinen eben  nur  ein  Faktor  (x  —  a)*  und  keine  höhere  Potenz  in  D 
auftreten  können,  weil  in  ]/2)  nur  ein  Faktor  und  dieser  nur  durch 
die  erste  Potenz  von  x  —  a  teilbar  wird.  Die  Kurve  erhalt  somit,  wenn 
man  die  Funktionen  vlfv2,...vn  geeigneten  Ungleichheitsbedingungen 
unterwirft,  nur  Doppelpunkte  an  solchen  durchweg  ins  Endliche  fallen- 
den Ausnahmestellen.    Da  die  Nullpunkte  der  ganzen  Funktion  von  x: 


U- 


■VI 
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die  Stellen  (x  =-  a)  bestimmen,  an  welche  die  Doppelpunkte  feilen,  so 
wäre  es,  damit  diese  Stellen  alle  ungleich  ausfallen,  zur  wirklichen 
Aufstellung  jener  Ungleichheitsbedingungen  erforderlich,  in  Beziehung 
auf  x  die  Diskriminante  der  Funktion  U,  welche  nicht  identisch  ver- 
schwinden kann,  zu  bilden  und  die  Gröfsen  4^,  iij, . . .  un  so  ab  ganze 
Funktionen  von  x  zu  bestimmen,  dafs  diese  zweite  Diskriminante  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  erhalt. 

Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  ist  hiernach  folgendes:  Die 
Diskriminante  D  der  sogenannten  Fundamentalgleichung  <b(x,  17)  =  0 
des  Gebildes  F(x,  y)  =  0  besitzt  die  Zerlegung 

worin  A  die  Körperdiskriminante  bedeutet,  [7  aber  eine  ganze  homogene 
Funktion  der  Unbestimmten  Uy  u^, . . .  un  von  der  Dimension  —  n (n—  1) 
ist,  deren  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  x  ohne  gemeinsamen 
Teiler  sind,  und  welche,  als  Funktion  von  x  betrachtet,  bei  unbestimmten 
u  lauter  einfache  Wurzeln  besitzt  und  daher  auch  bei  Spezialisierung  diese 
Eigenschaft  behalten  kann.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Bildkurve  <t>(#,  rj)  —  0 
ausserhalb  der  Geraden  x  =  oo  nur  Doppelpunkte  als  Singularitäten 
hat.  Es  bleibt  also  schliefslich  nur  noch  übrig,  das  Verhalten  der 
Kurve  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  x » 00  zu  regeln. 
Hier  nun  können  und  wollen  wir  es  einfach  so  einrichten,  dafs  die 
Gerade  x  *=*  00  die  Kurve  <t>(#,  rj)  =  0  in  n  verschiedenen  gewöhnlichen 
Punkten  rj  =  ßi  mit  endlicher  Ordinate  ßt  schneidet  Damit  eine  der- 
artige Verfügung  möglich  sei,  rnufs  es  innerhalb  des  Ideals  -f(-jg) 
Funktionen  geben,  welche  nicht  blofs  für  das  zu  endlichen  Werten 
von  x  gehörige,  sondern  für  das  ganze  Gebiet  9t*  Vielfache  des 
Divisors  -g>  also  von  der  Form  -g  sind,  wo  ®  einen  ganzen  Divisor 
bedeutet.  Zur  Erreichung  dieses  Zieles  müssen  wir  aber  vor  allem 
Sorge  tragen,  dals  die  Ordnungszahlen  des  Fundamentalsystems 

rf>7  ijW,...^») 
für  x  «b  00  sämtlich  nicht  negativ  ausfallen;  denn  sonst  könnte  es 
eintreten,  dafs,  wenn  wir  innerhalb  des  Ideals  diejenigen  Funktionen 
aussondern,  welche  sich  im  Unendlichen  regulär  verhalten,  einige  der 
Koeffizienten  ulf  u^, . . .  un  gleich  Null  gesetzt  werden  müssen  und  dafs 
diese  Gleichungen  in  Widerspruch  mit  den  vorher  aufgestellten  Un- 
gleichheiten treten.  Ist  aber  diese  Bedingung  erst  erfüllt,  so  werden 
wir  es  auch  stets  erzielen  können,  dals  die  Anfangsglieder  ß1}  /Jj, . . .  ßn 
der  n  Reihenentwickelungen  der  Funktion  rj  bei  (x  =  00),  also  auch  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  x  «=  00  mit  der  Kurve  alle  verschieden  sind. 
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Wir  genügen  aber,  wie  wir  nun  zeigen  wollen,  obiger  Forder- 
ung einfach  dadurch,  dafs  wir  die  Ordnungszahl  q  des  Divisors  Q 
gröüser  als  die  Verzweigungszahl  wx  der  Riemannschen  Flache  %c  an- 
nehmen. Es  sei  nämlich  das  Fundamentalsystem  rf1),  r^\  . . .  rf")  für 
(x  —  oo)  normal  und  besitze  an  dieser  Stelle  die  Ordnungszahlen 
Gly  6%y . . .  an.  Ist  nun  ip>,  iJW, . .  .  rjW  das  komplementäre  System,  so 
ist  dieses  nach  dem  Satze  V  auf  S.  231  ein  Fundamentalsystem  für 
den  Divisor  -~-  und  hat  die  Ordnungszahlen  —  tf1;  —  <f9, . . .  —  tf».  Da 
aber   die   Ordnung   von  D  gröfser   als  wx,   also   der  Divisor  -~-  von 

positiver  Ordnung  ist,  so  können  sich  die  Funktionen  ip>,  rf?\  . . .  ij<w> 
im  Unendlichen  nicht  regulär  verhalten,  weil  sie  sonst  mehr  Null- 
steilen  wie  Pole  erhalten  würden,  und  folglich  sind  —  elf  —  ff2, . . .  —  6n 
negative,  also  619  tf2, . . .  ön  positive  Zahlen.  Bilden  wir  jetzt  diejenigen 
Funktionen  des  Ideals 

n  =  t^d)  +  t^  V2)  +  •  •  •  +  «M00; 
welche  im  Unendlichen  regulär  sind,  so   ergiebt  sich  als  Dimension 
dieser  Schar  nach  S.  224  und  S.  226: 

Wir  können  also  für  uu  t^, . . .  uH  irgend  welche  ganze  Funktionen 
resp.  von  den  Graden  ot  + 1,  6%  + 1,  ...  <rn  +  1  nehmen,  und  da  das 
System  i/*>,  rf*\  . . .  ij<n>  für  x  =  oo  normal,  nach  dem  Satze  auf  S.  167 
also  die  Determinante  \ailt\  der  Anfangskoeffizienten  der  konjugierten 
Reihenentwickelungen  der  n  Funktionen  von  Null  verschieden  ist,  so 
lassen  sich  die  Koeffizienten  der  höchsten  Glieder  in  Wj,  «^, . . .  un  stets 
so  wählen,  dab  die  Anfangsglieder  ß1}  ß9J . . .  ßn  der  Reihenentwicke- 
lungen von  i\  beliebige  vorgegebene,  also  auch  voneinander  verschiedene 
Gröfsen  werden.  Damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  erwiesen. 
Es  gilt  also  der  wichtige,  zuerst  von  Eronecker  bewiesene  Satz: 

Jede  Kurve  F(x,  y)  =  0  kann  durch  eine  Transformation 
H  =  <t>  (x,  y)}  bei  welcher  die  eine  Variabele  ungeändert  bleibt, 
umkehrbar  eindeutig  auf  eine  Kurve  <t>  (#,  rj)  —  0  abgebildet 
werden,  welche  nur  im  Endlichen  liegende  Doppelpunkte  als 
Singularitäten  besitzt. 

§3. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  untersucht 
haben,  in  welcher  Weise  für  eine  beliebig  gegebene  Kurve  F(x,y)  =  0 
der  Divisor  der  Doppelpunkte  ermittelt  und  reduziert  werden  kann, 
wollen  wir  nunmehr  erörtern,  welche  Bedeutung  diesem  Begriffe  in 
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der  Theorie  der  algebraischen  Kurven  zukommt;  und  einen  für  alle 
Anwendungen  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  auf  Kurven 
grundlegenden  Satz  aufstellen. 

Geht  man  von  dem  geometrischen  Bilde  der  Gleichung  F(x,  y)  —  0 
aus,  so  bieten  sich  als  nächstes  und  unmittelbarstes  Objekt  der  Unter- 
suchung, wie  schon  auf  S.  369  bemerkt  wurde,  die  ganzen  Funk- 
tionen von  x  und  y  dar;  denn  eine  solche  ganze  Funktion  G(x,y) 
stellt,  gleich  Null  gesetzt,  eine  zweite  Kurve  dar  und  giebt  also  in 
Verbindung  mit  der  Gleichung  JF=  0  ein  Schnittpunktesystem  auf  der 
Grundkurve.  Wir  werden  so  darauf  geführt,  innerhalb  des  Funktionen- 
körpers K(x,  y)  dasjenige  engere  Gröfsengebiet  auszusondern,  welches 
aus  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  gebildet  wird;  ein  solches  Gebiet 
bezeichnen  wir  mit  Herrn  Hubert  als  einen  in  dem  Funktionen- 
korper  enthaltenen  Funktionenring.  Nun  hat  eine  ganze  Funk- 
tion G(x,y)  offenbar  die  Eigenschaft,  nur  an  den  Stellen  unendlich 
zu  werden,  in  denen  entweder  x  oder  y  unendlich  ist;  es  entsteht  also 
die  Frage,  ob  oder  inwieweit  diese  Eigenschaft  für  die  in  dem  Korper 
enthaltenen  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  charakteristisch  ist  und 
zur  Definition  verwendet  werden  kann.  Es  ist  aber  von  vornherein 
ersichtlich,  dafs  es  eine  unstatthafte  Umkehrung  des  Satzes  wäre 
zu  behaupten,  dafs  jede  Funktion  des  Körpers,  welche  nur  für 
x  oder  y  =  oo  Pole  besitzt,  sich  als  ganze  Funktion  von  x  und  y  müsse 
darstellen  lassen;  denn  es  kann  sehr  wohl  eintreten,  dals  eine  solche 
Funktion  bei  ihrer  Darstellung  in  x  und  y  notwendig  in  gebrochener 
Form  erscheint.     Betrachten  wir  z.B.  die  kubische  Parabel  y*=pa?, 

so  hat  offenbar  die  Funktion  —  jene  Eigenschaft,  da  sie  nur  einen 

einzigen  Pol  (erster  Ordnimg)  bei  x  =  oo  besitzt,  und  sie  ist  offenbar 
doch,  auch  wenn  man  die  Kurvengleichung  selbst  zu  Hilfe  nimmt, 
niemals  als  ganze  Funktion  von  x  und  y  darstellbar.  Daher  ist  es 
wichtig,  Bedingungen  kennen  zu  lernen,  unter  denen  man  sicher  sein 
kann,  dals  eine  Gröfee  des  Körpers  als  ganze  Funktion  von  x  und  y 
darstellbar  ist  und  also  dem  Ringe  angehört;  ein  solches  System  von 
hinreichenden,  wenn  auch  nicht  notwendigen  Bedingungen  wird  aber 
durch  folgenden  wichtigen  Satz  geliefert: 

Wenn  in  der  Gleichung  F(x,  y)  =  0  x  bis  zum  wton, 
y  bis  zum  nten  Grade  aufsteigt  und  tt*  und  ny  die  Nenner- 
divisoren von  x  und  y,  3)  aber  den  Divisor  der  Doppelpunkte 
bedeutet,  so  ist  jede  Funktion  des  Körpers  K(x>  y)7  welche 
ein  Vielfaches  des  Divisors  OT_1  w_t  ist,  als  ganze  Funktion 
von  x  und  y  darstellbar.        *        * 
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Wesentlich  in  diesem  Satze  ist  also  vor  allem  die  Voraussetzung, 
dafia  der  Zahler  der  Funktion  den  Divisor  der  Doppelpunkte  enthalten 
soll;  auüserdem  haben  wir,  um  den  Satz  in  den  Grenzen  seiner  späteren 
Anwendungen  zu  halten,  eine  weitere,  aber  nebensächliche  Voraus- 
setzung über  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  der  Funktion  für 
(x  =  oo)  oder  (y  =  oo)  hinzugefügt 

Beim  Beweise  des  Satzes  haben  wir  öfter  von  einer  dem 'Körper 
angehörigen  Funktion  q>(x}y)  die  Summe  der  konjugierten  Gröften 

8(q>)  —  qpt  +  g>8  +  . . .  +  <pn 
zu  bilden.  Für  diese  Gröfse,  welche  nach  S.  117  die  Spur  der  Funk- 
tion q>  heilst  und  stets  eine  rationale  Funktion  von  x  ist,  gelten  nun 
einige  einfache  Gesetze,  von  denen  wir  jetzt  und  später  Gebrauch  machen 
und  welche  wir  deshalb  dem  Beweise  der  vorher  ausgesprochenen  Be- 
hauptung voraufschicken. 

Hat  man  bei  der  Divisorenzerlegung 

so  ist  der  Nenner  der  Spur  S(<p)  im  allgemeinen  offenbar  die  Ideal- 
norm von  %py  weil  diese  ja,  wenn  man  von  den  nach  (x  =  oo)  fallenden 
Punkten  absieht,  das  Produkt  aller  Konjugierten  von  ftp  ist.  In  be- 
sonderen Fällen  erhält  man  aber  viel  einfachere  Resultate,  denn  es 
gilt  der  folgende  Satz,  der  übrigens  auch  später  für  den  Beweis  des 
Abelschen  Theorems  von  grundlegender  Bedeutung  ist: 

Wenn  der  Nenner  von  tp  ein  Teiler  des  Verzweigungs- 
divisors 3«  ist,  so  ist  die  Spur  von  <p  eine  Konstante. 
Denn  ist  , 

um 

*-£' 

so  gelten  in  einem  a- blättrigen  Verzweigungspunkte  SS«  der  Riemann- 
schen  Fläche  Reihenentwickelungen  der  Form: 

9>i  =  Z=i  +  ä=t  +•••+      r    +"'■ 

(x-a)  a  (x-a)  a  (x-a)a 

%  —         ö=i        +         «=I         +•■■+      T     +"•• 

wa~'1(x-a)  a  a>a~2(x-a)  a  <a(x-a)a 

<p*=  ^=r  +  S37  +•••+ T"  +"• 

a>'l"-V(x-a)  a  a^*-*) (x-a)  a  <**{x-a)a 

m    m C«-l |_  C«-* ,  j 5 


J_ 

.«■-D<«-i)(Ä_a)  «         „<■-«(— »>(«_«)  a  »■-1(*-a)B 
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wobei  cö  eine  primitive  ate  Einheitswurzel  bedeutet.  Da  nun  för  jede 
ganze  Zahl  r,  die  nicht  durch  a  teilbar  ist, 

1  +  a>r  +  <o*r  H h  (d^-1)1,  —  0 

ist,  so  fallt  in  der  Summe  g?x  +  <P*  H h  <pa  der  Hauptteil  der  Ent- 

wickelung  fort.  Also  muis  auch,  wenn  bei  (x  =  a)  mehrere  Punkte  der 
Riemannschen  Fläche  übereinander  liegen,  die  Spur 

S(<p)  Ä  Vi  +  Vi  +'"+<Pn 

eine  bei  (x  =  a)  reguläre  Funktion  sein;  dies  gilt  aber  für  jede  beliebige 
endliche  oder  unendlich  ferne  Stelle  (x  =  a),  da  man  för  unendlich  ferne 

Punkte  nur  x  —  a  durch  —  zu   ersetzen  hat,   folglich   ist  S(w)   eine 

sc 

Konstante,  was  zu  beweisen  war. 

Ganz  dasselbe  Resultat  flieJst  auch  ohne  Anwendung  von  Reihen- 
entwickelungen aus   der  einfachen  Erwägung,    dab   die   Funktion   <p 

nach  Multiplikation  mit  x  —  a,  resp.  mit  —  für  die  Primfaktoren  von 
}*_«,,  resp.  von  n*  positive  Ordnungszahlen  erhält  Folglich  hat  auch 
die  rationale  Funktion 

S((x-a)q>)  =  (x--a)S(tp),    resp.    S(±tp)  =  ±S(<p) 

fftr  (x  =  a),  resp.  (x  ==  oo)  eine  positive,  S(qp)  also  an  jeder  beliebigen 
Stelle  eine  nicht  negative  Ordnungszahl    Folglich  ist  8  (<p)  =  const. 
Dieser  Satz  läfst  sich  leicht  in  folgender  Art  erweitern: 

Wenn  der  Nenner  der  Funktion  <p  das  Produkt  aus  dem 
Yerzweigung8divisor  3*  tmd  einer  positiven  Potenz  von  Xtx  ist, 
so  dafs 

ist,  so  ist  S(<p)  eine  ganze  Funktion  ft*"1  Grades  von  %. 
Denn  zunächst  trifft  für  alle  endlichen  Werte  von  x  die  gleiche 
Deduktion  wie  vorher  zu,   und  folglich  hat  S((p)  im  Endlichen  keine 
Pole   und   ist  also   eine   ganze  Funktion.     Der    Grad    dieser    ganzen 
Funktion  ist  aber  notwendig  gleich  p,  weil  die  Funktion 

9  fy 


für  (x  =  oo)  die  Überlegung  des  vorigen  Absatzes  gestattet  und  sich 
hierdurch  als  regulär  für  diese  Stelle  erweist. 

Nach    dieser  Vorbereitung    schreiten    wir    zu    dem    Beweise   des 
Hauptsatzes   und   gehen  hierbei   von  der  Überlegung  aus,   dafs  jede 
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Funktion  V  des  Korpers  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die  Form 
gesetzt  werden  kann: 

v  -  *o  +  w  +  r*y*  +  •  •  •  +  '.-iir-1, 

wobei  r0,rlf...  rn_i  rationale  Funktionen  von  x  bedeuten;  es  ist  also 
nur  zu  beweisen,  dafs  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  die  Funk- 
tionen rh  ganz  werden.  Zur  Bestimmung  derselben  wenden  wir  nun, 
wie  auf  S.233,  die  Lagrangesche  Interpolationsformel  an,  welche,  wenn 
u  eine  Unbestimmte  und  F(z,  y)  =  0  die  Kurvengleichung  bedeutet; 
ergiebt: 

wobei  Yj,  .  .  .  V n  die  Konjugierten  der  Funktion  V  sind.  Setzen 
wir  also 

W 
so  ist  für  beliebiges  u: 

r0  +  rtu  +  •  •  •  +  r._üi>— l  -  S(qp). 

Wir  haben  nun  zu  zeigen,  dafs,  falls  ©  ein  ganzer  Divisor  und 

2)  Y=       *• 


_m — 1  „n— 1 


ist,  die  rationale  Funktion  S(q>)  für  unbestimmtes  w  eine  ganze 
Funktion  (w  —  l)*0*  Grades  von  x  ist.  Hierdurch  ist  unser  Satz  be- 
wiesen, da  dann  notwendig  auch  alle  Koeffizienten  r0,  rt, . . .  rn_i  ganze 
Funktionen  (m  —  l)*611  Grades  sind.  Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  den  zu 
<p  gehörigen  Divisor  dar  und  betrachten  zunächst  den  darin  auftretenden 
Faktor  _,,      N 

•    u-y 

Da  der  Zahler  eine  ganze  Funktion  mi&n  Grades  von  x,  der  Nenner 
eine  ganze  Funktion  ersten  Grades  von  y  ist,  so  tritt  im  Zahler  n,, 
im  Nenner  tlj  auf.  Aufser  bei  (x  =  oo)  könnte  obige  Funktion  noch 
bei  y  —  u  unendlich  werden;  dafs  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  erkennt 
man,  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  F(x,  y)  »=  0  ist  und  daher  unser 
Quotient  auch  in  die  nennerfreie  Form  gesetzt  werden  kann; 

F(x,u)       F(Xiiti  —  F(x,y)  ,  w  _    1   .      _    .      ,  ,      -_i\ 

„ly v     „__y     y  -  «*(*) O"-1  +  un~*y  +  •  •  •  +  sr~l) 

+  oÄ-i(»)(f^-1  +  ...  +  ^-»)+---+fl1(aO(t»  +  »)  +  fli(*), 
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aus  welcher  hervorgeht,  dafe  die  Funktion  bei  y  =  u  endlich  bleibt. 
Daher  erhält  die  Funktion  die  Divisorendarstellung 

wo  $  ein  ganzer  Divisor  ist  Tragen  wir  also  die  Divisorengleichung  (2) 

3  F 
und  die  nach  Formel  (4)  auf  S.  382  für  j-  geltende  Gleichung 

dF         *>8* 
in  (1)  ein,  so  erhalten  wir 


~fiy  „ro  „n—  2 


n*np 


9  = 


SA 


tm—l 


Nach  dem  vorauf  geschickten  Hilfssatze  ist  also  S(<p)  eine  ganze 

Funktion  (m  —  l)*611  Grades  von  x,  nnd  damit  ist  unser  Satz  bewieaen- 

Man   kann   ihn   noch  leicht  in  der  Weise  erweitern,  dafs  man  etwas 

allgemeinere  Voraussetzungen  über  die  Ordnung  des  Unendlichwerdens 

der  Funktion  Y  einführt    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Wenn  p  <  m  und   v  <  n  ist,   so  ist  eine  Funktion  V  des 

Körpers,   welche    ein  Vielfaches   des   Divisors  — - -  ist,   eine 

nxnr 
ganze  Funktion  von  x  und  y,  welche  in  x  den  Grad  p,  in  y 

den  Grad  v  hat. 

Denn  sind  u  und  v  zwei  unbestimmte  Gröfsen,  so  hat  man  nach 

dem  vorher  bewiesenen  Satze: 

V(x-u)m-l-*(y-v)»-i-*~r0  +  rly  +  --.  +  rn-1y*-1, 

wo  ro>  ri>  •  •  •  r«-i  ganze  Funktionen  (m—  1)*"  Ordnung  sind.  Das  ist 
aber  bei  unbestimmten  u,  v  nur  möglich,  wenn  die  Funktion  rechter 
Hand  identisch  den  Faktor  (x  —  t«)m-1-^(y  —  0)*-1-*  enthalt;  nach 
Weghebung  desselben  findet  man 

wo  r0,~ru  . . .  r*  ganze  Funktionen  ft*6'  Ordnung  von  x  sind,  was  zu 
beweisen  war. 

Zufolge  dieses  Satzes  ist  es,  wenn  man  von  kurventheoretischen 
Vorstellungen  ausgeht,  überall  möglich,  sich  auf  den  geschlossenen 
Kreis  derjenigen  Gröfisen  des  Körpers  zu  beschränken,  welche 
sich  als  ganze  Funktionen  von  x  und  y  darstellen  lassen  und  deren 
Zählerdivisor  sich  daher  als  das  volle  Schnittpunktsystem  einer  Kurve 
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interpretieren  lädst.    Handelt  es   sich  z.  B.  um  die  Bestimmung  der 
p  Integrale  erster  Gattung 

^  =  /  <pMdx,    Wj  =  /  ipWdx,  .  . .  up=  I  yWdXj 

so  wissen  wir  aus  dem  Früheren  (S.  300),  dafs  eine  solche  Funktion  (p® 
ein  Vielfaches  des  Divisors  ^  ist    Bilden  wir  also  das  Produkt 

so   ist  jede  dieser  Funktionen  ein  Vielfaches  des  Divisors  — — = =• 

Auf  Grund  des  vorher  aufgestellten  Satzes  ist  hiernach  W  eine  ganze 
Funktion  von  x  und  y,  welche  in  x  den  Grad  m  —  2,  in  y  den  Grad 
n  —  2  hat;  es  ist  also 

_  laghx°yh  ig  _  o,  1,  2,  . . .  m-  2\ 

v"~         0F  U-0,  1,  2,. ..  n-2/' 

Dabei  mute  also  die  Zählerkurve  Ia^^j/*-0  noch  der  Forderung 
genügen,  dafs  sie  durch  die  Doppelpunkte  der  Kurve  F=*  0  hindurchgeht, 
und  da,  wie  wir  wissen,  genau  p  linear  unabhängige  Integrale  existieren, 
so  sind  diese  den  (n  —  1)  (m  —  1)  Koeffizienten  agh  auferlegten  Be- 
dingungen nur 

*  (n-l)(*n-l)-i>  =  <* 

linearen  unabhängigen  Gleichungen  äquivalent.  Während  also  die 
Ordnung  des  Divisors  2)  gleich  2d  ist,  reduziert  sich  die  Anzahl  der  von 
den  Koeffizienten  agh  zu  erfüllenden  linearen  Gleichungen  auf  die  Hälfte  d. 

Eine  derartige  Kurve,  wie  sie  hier  im  Zahler  auftritt,  bezeichnet 
man  als  eine  der  Grundkurve  F(x,  y)  =  0  adjungierte  Kurve.  Sie 
ist  durch  die  Bedingung  charakterisiert,  dafs  sie  durch  die  Doppel- 
punkte der  Grundkurve  hindurchgeht,  wobei  im  Falle  höherer  Sin- 
gularitäten diese  Forderung  allerdings  erst  durch  die  früheren  Aus- 
einandersetzungen ihre  volle  Bestimmung  erfahrt;  eine  zur  Grundkurve 
adjungierte  Kurve  ist  nämlich  eine  solche,  für  welche  der  dem  Schnitt- 
punktesystem zugeordnete  Divisor  durch  den  Divisor  2)  der  Doppel- 
punkte teilbar  ist. 

Die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  eine  derartige  adjungierte 
Kurve  mit  der  Grundkurve  gemein  hat,  ist,  da  x  im  Grade  m  —  2, 
y  im  Grade  n  —  2  auftritt,  gleich 

(m~2)n  +  (n-2)w«2(m-l)(n-l)-2  =  2d  +  2i>-2. 

Von  diesen  entfallen  2d  Schnittpunkte  auf  den  Divisor  3)  der  Doppel- 
punkte, während   die  Kurvenschar,  wie  wir  nun  noch  zeigen  wollen, 
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andere  feste  Schnittpunkte  nicht  besitzt;  eine  derartige  adjungierte 
Kurve  besitzt  also  2p  —  2  freie  oder  variable  Schnittpunkte  mit  der 
Grundkurve.  Die  letzten  2p  —  2  Schnittpunkte  der  Kurvenschar  mit 
der  Grundkurve  entsprechen  nämlich  genau  den  2p  —  2  Primdivisoren 
der  Differentiale  erster  Gattung.    Denn  ist 

S)  SB 


V 


wo  SB  der  ganze  Divisor  der  Ordnung  2p  —  2  ist,  der  den  freien 
Schnittpunkten  der  Kurve  Y  =  0  entspricht,  so  ist  zufolge  des  Satzes  auf 
S.  384  der  zu  dem  Differentiale 

gehörige  Divisor  gleich  333;  der  Divisor  SB  ist  also  ein  ganzer  Divisor 
der  Klasse  W  der  Differentiale,  und  da  diese  primitiv  ist  (S.  308),  so 
besitzt  die  Schar  der  adjungierten  Kurven  auch  keine  weiteren  festen 
Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve,  was  zu  beweisen  war. 

§4. 

pie  im  Vorhergehenden  angewendeten  Methoden  zur  Auflosung 
der  Singularitäten  einer  gegebenen  Kurve  beruhen  sämtlich  darauf 
dafs  man  die  Kurve  durch  eine  umkehrbare  Transformation  auf  eine 
andere  abbildet.  Derartige  birationale  Transformationen  allgemeinster  Be- 
schaffenheit spielen  nicht  blofs  in  der  Theorie  der  Funktionen,  sondern 
auch  in  der  der  höheren  algebraischen  Kurven  eine  überaus  wichtige 
Rolle.  Wir  wollen  daher  nunmehr  die  geometrische  Bedeutung  derartiger 
umkehrbar  eindeutiger  Abbildungen  in  ihren  Grundzügen  erörtern. 

Wenn  man  eine  gegebene  Kurve  F(x,  y)  =  0  durch  eine  Trans- 
formation der  Form 

t  =  r(z,y),    n  —  r^y), 

welche  umkehrbar  ist  und  somit  die  Auflösung 

besitzt,  in  eine  andere  <t>  (g,  rf) = 0  überführt,  so  ist  eine  derartige 
Abbildung  die  allgemeinste,  durch  welche  algebraische  Kurven  ein- 
deutig aufeinander  bezogen  werden  können.  Bei  einer  solchen  ändern 
sich,  wie  wir  gesehen  haben,  im  allgemeinen  die  Gradzahlen  m 
und  n,  die  Singularitäten  der  Kurve  und  überhaupt  die 
meisten  Anzahlen  und  Besonderheiten,  welche  der  Kurve  im  ge- 
wöhnlichen  Sinne   eigentümlich  sind.     Es  giebt   aber   trotzdem    eine 
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Anzahl  von  Eigenschaften,  welche  auch  durch  derartige  allgemeinste 
Abbildungen  nicht  zerstört  werden  können,  und  gerade  diesen  bei  be- 
liebiger Transformation  invarianten  Elementen  der  Kurve  wird  natur- 
gemäß eine  ganz  besonders  wichtige  Rolle  in  der  Kurventheorie 
zufallen.  Nach  unseren  früheren  Auseinandersetzungen  besitzt  z.  B. 
die  ursprüngliche  und  die  Bildkurve  stets  dasselbe  Geschlecht,  und 
es  erweist  sich  also  vor  allem  das  Geschlecht  der  Kurve  als  eine  in- 
variante AtimJiI.  Wenn  wir  ferner  durch  die  Doppelpunkte  der 
Kurve  F  =  0  eine  adjungierte  Kurve 

m— »  «— a 


^«2*  2^*^'*""° 


hindurchlegen,  so  schneidet  dieselbe  nach  den  Auseinandersetzungen 
des  vorigen  Paragraphen  die  Grundkurve  aufser  in  den  Doppelpunkten 
noch  in  2p  —  2  freien  Punkten,  welche  den  Primdivisoren  eines  zu  der 
Kurve  gehörigen  Differentialteilers  erster  Gattung  entsprechen.  Bildet 
man  daher  die  Kurve  durch  eine  birationale  Transformation  ab,  so 
entsprechen  diesen  2p  —  2  Punkten  ebenso  viele  Punkte  der  Bildkurve, 
und  da  der  Differentialteiler  hierbei  ganz  unverändert  bleibt,  so 
müssen  auf  ihr  solche  2p  —  2  Punkte  ebenfalls  mit  den  Doppel- 
punkten auf  einer  adjungierten  Kurve  liegen.  In  diesem  Sinne  ent- 
sprechen also  den  zu  -F=0  adjungierten  Kurven  die  adjungierten 
der  Kurve  0  =  0,  so  dafs  sich  die  Schar  dieser  adjungierten  Kurven 
oder  vielmehr  der  von  ihnen  ausgeschnittenen  Schnittpunktsysteme 
bei  beliebiger  Transformation  invariant  erhält. 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Kurven  ist,  wie  oftmals  her- 
vorgehoben, im  allgemeinen  eine  eindeutige.  Nur  in  den  singulären 
Stellen  der  Kurven  geht  diese  Eindeutigkeit  verloren;  denn  da  zu 
einem  Jfc-fachen  Punkte  der  Kurve  JF—  0  k  Primdivisoren  gehören,  so 
können  einem  solchen  Punkte  mehrere  der  Bildkurve  entsprechen; 
eben  diese  Eigenschaft  war  es,  welche  dazu  benutzt  werden  konnte, 
eine  derartige  Singularität  in  k  einfache  Punkte  der  Bildkurve  auf- 
zulösen. 

Die  hier  auseinandergesetzten  Prinzipien  sind  nicht  auf  ebene 
Kurven  beschrankt,  sondern  sie  können  unmittelbar  auf  Baumkurven 
übertragen  werden.  Ist  nämlich  z  =  %  (xf  y)  irgend  eine  Funktion  des 
Körpers,  und  tragt  man  in  jedem  Punkte  der  Kurve  F(x,  y)  =  0  die 
zugehörige  ^-Koordinate  auf,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  der  ebenen 
Kurve  F  =-  0  im  allgemeinen  ein  und  nur  ein  Punkt  einer  Baumkurve, 
welche  so  auf  die  ebene  Kurve  eindeutig  bezogen  ist.    Noch  etwas 
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allgemeiner  ist  folgende  Bestimmung:  Ist  I  (x9  y)  =  0  die  Grundkurve, 
so  seien 

i-4>(x,y),    17  =  Y(s,  y),    t  =  X(x,y) 

irgend  drei  Funktionen  des  Körpers,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dafs  zu  einem  Wertsystem  (|,  rj,£)  im  allgemeinen  nur  ein  WertsyBtem 
(Xj  y)  gehört;  dann  ist  der  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  |,  17,  £ 
identisch  mit  dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  x  und  y,  also 

und  es  lassen  sich  umgekehrt  auch  x  und  y  rational  durch  |,  17,  $ 
darstellen: 

Durch  die  obigen  Gleichungen  wird  nun  eine  Raumkurve  definiert, 
für  welche  der  zu  dem  Wertsystem  (x,  y)  gehörige  Punkt  der  Riemann- 
schen  Flache  die  Rolle  eines  Parameters  spielt,  und  welche  so  um- 
kehrbar  eindeutig  auf  die  Grundkurve  abgebildet  ist.  Die  Definition 
des  Geschlechtes  kann  alsdann  unmittelbar  von  der  ebenen  auf  die 
Raumkurve  übertragen  werden. 

Ist  (£  =  a,  t]  —  b,  t  =  c)  ein  Punkt  der  Raumkurve,  so  haben  die 
Zahler  der  Funktionen  j;  —  a,  y  —  b,  £  —  c  nach  unserer  Annahme  im 
allgemeinen  nur  einen  Primdivisor  gemein.  Für  eine  endliche  Anzahl 
von  Punkten  (a,  b,  c)  können  aber  Ausnahmen  eintreten,  und 
wenn  dann  }$_ a,  fo— *,  Je— c  einen  Divisor  ***'  Ordnung  gemein  haben, 
so  erhalt  die  Raumkurve  daselbst  einen  Je- fachen  Punkt.  Es  ist  nun 
fast  unmittelbar  zu  sehen,  dafs  zu  einer  gegebenen  Kurve  F(x,  y)  =  0 
eine  raumliche  Bildkurve  stets  so  bestimmt  werden  kann,  daCs  sie  von 
Doppelpunkten  frei  ist;  man  kann  also  eine  vollkommene  Beseitigung 
der  Singularitäten  durch  Erhöhung  der  Anzahl  der  Dimensionen  herbei- 
führen. In  der  That  kann  man  zuvörderst  nach  dem  Satze  auf  S.  402 
die  Singularitäten  der  ebenen  Kurve  als  vielfache  Punkte  mit  getrennten 
Tangenten  voraussetzen  und  sodann  z.  B.  %  —  x,  17  —  y  nehmen  und  die 
Funktion  £  =  X  (x,  y)  in  mannigfaltiger  Weise  so  bestimmen,  dafe  sie 
in  einem  Ä-fachen  Punkte  der  Kurve  F(x,y)  —  0  h  verschiedene 
Werte  &,&,...&  erhalt  (S.  216).    Es  gilt  also  der  Satz: 

Jede  ebene  algebraische  Kurve  kann  umkehrbar  eindeutig 
auf  eine  doppelpunktfreie  Raumkurve  abgebildet  werden. 

Betrachtet  man  eine  Kurve  anstatt  als  Punkt-  als  Tangenten- 
gebilde,  so   sind   die  Tangentenkoordinaten  rationale  Funktionen  der 
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Punktkoordinaten,    also    Funktionen    des   Körpers.     Da   nämlich    die 

Tangente  die  Gleichung  hat: 

(t-x)dy-(ri-y)dx  =  0) 

so  sind  ihre  Linienkoordinaten 

—         <fy  __  dx 

ydx  —  xdy9  xdy  —  ydx 

Umgekehrt  ist,  wie  man  leicht  durch  Differentiation  bestätigt: 

__        dv  du 

vdu  —  udv9    *       udv  —  vdu9 

also  ist  die  obige  Beziehung  stets  eindeutig  umkehrbar.  Diese  und 
ahnliche  Umformungen  sind  also  spezielle  birationale  Transformationen 
und  können  daher  nach  den .  dargelegten  Prinzipien  untersucht 
werden,  wobei  stets  der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Geschlechtes 
eine  besonders  wichtige  Bolle  spielt.  Wir  wollen  diese  Methoden 
in  einer  Reihe  von  Anwendungen  erörtern,  vorher  aber,  da  wir  hierbei 
die  Kurven  am  besten  unter  projektiven  und  darum  von  den  früheren 
etwas  abweichenden  Gesichtspunkten  betrachten,  die  Modifikationen 
auseinandersetzen,  welche  unsere  allgemeinen  Entwicklungen  und  Be- 
griffsbildungen erfahren,  wenn  wir  die  etwas  spezielleren  Voraussetzungen 
der  projektiven  Geometrie  der  Untersuchung  zu  Grunde  legen  und 
durchweg  mit  homogenen  Gleichungen  operieren. 


27* 
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Homogene  Gleichungen  und  Divisorenßcharen.  —  Lineare  Transformation.  —  Schnitt- 
kurven.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  im  projektiven  Sinne.  Seine  Darstellung.  — 
Aronholdsche  Form  der  Abelsohen  Differentiale.  —  Die  Bedentang  des  Divisors  der 
Doppelpunkte  bei  dieser  Darstellung;  adjungierte  Kurven.  —  Der  Restsatz  rar 
adjungierte  Kurven.  —  Korresidualit&t. 

§1. 

Wir  gelangen  am  einfachsten  zu  den  allgemeinsten  algebraischen 
Gebilden,  welche  durch  homogene  Gleichungen  dargestellt  werden, 
wenn  wir  innerhalb  des  Körpers  K(js,u)  drei  Funktionen  xQ7xl}xt  so 
wählen,  dafs  umgekehrt  u  und  ß  rational  durch  zwei  ihrer  Quotienten, 
z.  B.  durch  —  und  —  ausgedrückt  werden  können  und  dafs  zwischen 
x^jQ^}x^  keine  lineare  homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten 
besteht.  Zufolge  der  ersten  Voraussetzung  wird  der  Körper  (K(e,u) 
durch  die  Gesamtheit  der  rationalen  Funktionen  von  —  >  —  erschöpft, 
so  dafe 


*(%>  2) -*<*•> 


ist.  Betrachten  wir  ferner  die  den  drei  Funktionen  zugeordneten 
Divisoren  und  bezeichnen  ihren  größten  gemeinsamen  Teiler  mit  SR, 
indem  wir 

1)  x  x0  =  Wl%,    x1  =  WlH1,    ^  =  äR8l, 

setzen,  so  sind  &0,  8^,  $ft  drei  ganze  Divisoren  ohne  gemeinsamen 
Teiler,  welche  einer  und  derselben  Klasse  A  angehören;  die  Dimension 
der  Klasse  A  muls  dann  zufolge  der  zweiten  Voraussetzung  mindestens 
gleich  drei  sein: 

denn  sonst  würde  eben  zwischen  den  Divisoren  8t0,  8^,  $f8,  also  auch 
zwischen  den  Funktionen  x0,  xu  x%  eine  lineare  homogene  Gleichung 
bestehen. 

Bei  allen  nachfolgenden  Untersuchungen  haben  wir  ausschliesslich 
mit  homogenen  Gleichungen  zwischen  x^xx,x%  zu  thun.  Derartige 
Gleichungen  bleiben  aber  bestehen,  wenn  wir  x0,  x1}x^  durch  (iXq,  /la^,  p xt 
ersetzen,  wie  wir  auch  den  Proportionalitatsfaktor  ft  im  übrigen  wählen 
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mögen.  Besteht  hiernach  zwischen  x0,  xu  x^  eine  homogene  Gleichung 
v*«1  Grades  von  der  Form 

so  gilt  dieselbe  Gleichung  auch  für  die  zugehörigen  Divisoren 

*(*o,*i,*i)-0. 
Diese  letztere  Gleichung  ist  so  zu  verstehen,  dals  zwischen  den  Potenz- 
produkten der  Dimension  vi 

*?*r«?         <*+*+*-•>. 

welche  samtlich  der  Klasse  Av  angehören,  eine  bestimmte  lineare 
homogene  Relation  besteht;  ihre  algebraische  Bedeutung  ist  also  durch 
die  Ausführungen  in  §  2  der  siebzehnten  Vorlesung  völlig  erklart.  Wir 
dürfen  und  wollen  daher  in  der  Folge  mit  homogenen  Gleichungen 
höheren  Grades  zwischen  gegebenen  Divisoren  ebenso  gut  wie  bisher 
mit  linearen  Gleichungen  rechnen. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  spielt  in  obigen  Gleichungen  (1)  der 
Divisor  SB  eine  ganz  unwesentliche  Bolle  und  kann  durch  einen  be- 
liebigen anderen  Divisor  der  Klasse  -r  ersetzt  werden;  man  kann  z.  B., 
was  wir  in  der  Folge  meist  thun  werden, 

*-i 

setzen,  wobei 

einen  beliebigen  Divisor  der  aus  den  linearen  Verbindungen  der  Grund- 
divisoren bestehenden  Schar  ©  =  (Ä0, 8^,  0,)  bedeutet  Immer  dann, 
wenn  wir  mit  homogenen  Gleichungen  zu  operieren  haben,  handelt  es 
sich  nicht  eigentlich  um  Gleichungen  zwischen  Funktionen,  sondern 
vielmehr  um  solche  zwischen  Divisoren.  Die  Untersuchung  der  pro- 
jektiven Eigenschaften  algebraischer  Kurven  ist  hiernach,  wie  wir 
jetzt  im  einzelnen  zeigen  werden,  algebraisch  völlig  gleichwertig  der 
Untersuchung  einer  Schar  von  Divisoren  und  der  zwischen  diesen 
bestehenden  Gleichungen. 

Betrachten  wir  einen  beliebigen  Divisor 

«  =  Cb*o  +  <t  *!  +  *!** 
der  Schar  ©,  so  ist,  wenn  die  Ordnung  der  Klasse  A  gleich  n  ist, 

und  die  n  Primfaktoren  dieses  Divisors  entsprechen  den  n  Schnitt- 
punkten der  Kurve  mit  der  Geraden 

c0x0  +  C&  +  w  —  0, 
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weil  eben  der  Zähler  der  Funktion  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
gleich  8t  ist  Ebenso  aber,  wie  wir  die  Gesamtheit  der  Geraden  der 
Ebene  anstatt  ans  x0  =  0,  x1  =■=  0,  x^  —  0  anch  ans  drei  anderen  Ge- 
raden zusammensetzen  können,  die  ein  Dreieck  bilden,  so  können 
wir  anch  die  Gesamtheit,  der  in  der  Schar  @  enthaltenen  Divisoren, 
anstatt  ans  Ä0,  Äu  Ä,  aus  drei  anderen  linear  unabhängigen 
Divisoren  der  Schar  komponieren.    Bilden  wir  nämlich 


2) 


©o  —  aoo^o  +  Äoi^i  +  am  %* 
©i  —  «10*0  +  «11*1  +  altÄ2 
©*  —  <Ho%>  +  o»i^  +  ö^Ä, 


und  wählen  die  Koeffizienten  dieser  Gleichungen  so,  dais  die  Determinante 

von  Null  verschieden  ist,  so  sind  auch  830,  8X,  $B9  linear  unabhängig 
und  es  lassen  sich  Äq,  S^,  Ä,  als  lineare  homogene  Funktionen  von 
©0,  ©t ,  Sj  darstellen,  die  wir  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (2) 
erhalten.  Es  können  also  nicht  blofs  die  linearen  Verbindungen  von 
©0,  ©x,  ©9  als  Linearformen  der  Divisoren  Ä^  Ä^  Ä,  dargestellt 
werden,  sondern  es  gilt  auch  das  Umgekehrte;  die  Schar  (©0,  ©u  ©9) 
ist  somit  mit  der  Schar  ($<>,  &!,  9fa)  identisch.  Diese  Transformation 
der  Grunddivisoren  der  Schar  ©  entspricht  offenbar  genau  einer  Ver- 
änderung des  Koordinatendreiecks,  auf  welches  die  Gleichung  der  Kurve 
bezogen  wird.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  8t  und  ©  zwei  beliebige 
Divisoren  der  Schar  @  und  setzen  wir 


3) 


v0  ©«  5o» 

yo=-^'  a~rf»  y***^' 


Oft 

so  hat  man  zufolge  der  Gleichungen  (2),  wenn  die  Funktion  f*  —  « 
ein  Proportionaliiatsfaktor  ist, 


2a) 


PÄ>  —  «oo*o  +  %#i  +  «oa** 
Pft  —  «io*o  +  »li^i  +  *i»a* 
■Mut  —  o»o*o  +  %*i  +  <h%*i> 


wodurch  wir  auf  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Koordinatentrans- 
formation oder  der  Kollineation  zurückkommen.  Die  Gleichungen  (2) 
und  (2  a)  sind  also  im  wesentlichen  äquivalent,  und  es  läfot  sich  das 
eine  System  aus  dem  andern  unmittelbar  ableiten. 
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Wir  werden  nun  in  der  Folge  ausschließlich  mit  denjenigen  Eigen» 
schaften  der  algebraischen  Kurven  zu  thun  haben,  welche  durch 
Kollineation  nicht  zerstört  werden  können;  dies  bedeutet  aber  in 
algebraischer  Ausdrucksweise,  dafe  wir  nur  solche  Eigenschaften  be- 
trachten, welche  nicht  den  einzelnen  Divisoren,  sondern  der  ganzen 
Schar  ©  eigentümlich  und  von  der  Art  des  Aufbaues  der  Schar  un- 
abhängig sind. 

Da  wir  hiernach  die  Gleichung  der  Kurve,  je  nach  der  Wahl  des 
Koordinatensystems,  in  verschiedenen  Formen  erhalten  können,  so  be- 
nutzen wir  die  uns  zur  Verfügung  stehende  Transformation  öfter,  um 
ungeeignete  Gleichungsformen  zu  vermeiden.  Wir  können  und  wollen 
z.  B.  fttr  die  Folge  annehmen,  dafs  der  Divisor  Äq  aus  n  verschiedenen 
Primfaktoren  besteht  und  dafs  3^  sowohl  wie  8,  zu  %>  teilerfremd 
sind.  Diese  Voraussetzung  ist  leicht  zu  erfüllen;  denn  wir  können 
die  erste  Seite  x0  =  0  des  Koordinatendreiecks  so  annehmen,  dafs  sie 
die  Kurve  in  n  gewöhnlichen  verschiedenen  Punkten  schneidet  und 
sodann  die  anderen  beiden  Seiten  ^  =  0  und  xt  =  0  so  wählen, 
dafs  sie  durch  keinen  jener  n  Schnittpunkte  hindurchgehen.  Bilden 
wir  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  der  Kurve 

4)  I(*o,Xi,x*)  =  0    oder    F(%, «,,  «,)  «  0, 

so  ist  die  linke  Seite  derselben  eine  homogene  Funktion  wten  Grades, 
in  welcher  die  Koeffizienten  von  xf  und  x%>  resp.  von  &*  und  StJ  von 
Null  verschieden  sind.  Da  nämlich  jede  Gerade  der  Ebene  die  Kurve 
in  n  Punkten  schneidet,  so  mufs  die  Gleichung  der  Kurve  notwendig 
Tom  **•*  Grade  sein,  d.  h.  es  mu&  jedes  Glied  der  Gleichung  die 
Dimension  n  besitzen,  und  es  mufs  ferner  der  Koeffizient  z.  B.  von  x% 
ron  Null  verschieden  sein,  weil  andernfalls,  entgegen  unserer  Voraus- 
setzung, der  Punkt  (x0  =  0,  x^  =  0)  auf  der  Kurve  liegen  würde.  Die 
Kurve  ist  ferner  nach  §  2  der  sechzehnten  Vorlesung  unzerlegbar,  da 
sie  zufolge  der  im  Anfange  dieses  Abschnittes  getroffenen  Annahme 
auf  das  ursprünglich  gegebene  algebraische  Gebilde  /  (u,  d)  —  0 
umkehrbar  eindeutig  bezogen  ist. 

Die  wirkliche  Aufstellung  der  Gleichung  I  =  0  und  damit  eine 
Bestätigung  der  eben  erwähnten  Eigenschafben  erfolgt  jetzt  am  ein- 
fachsten, wenn  wir  unter  Benutzung  der  früher  erlangten  Resultate 
zunächst  auf  die  nicht  homogenen  Gleichungen  zurückgehen.  Bilden 
wir  nämlich  die  Quotienten 

Ä,         a^  Ä,  xt 
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£0  sind  dies  zwei  Funktionen  des  Körpers  mit  gleichem  Nenner,  welche 
zufolge  unserer  Voraussetzungen  beide  den  Grad  n  haben,  weil 
die  Brüche  bereits  die  reduzierte  Form  besitzen.  Ferner  ist  y 
eine  ganze  Funktion  Ton  x,  weil  sie  nur  gleichzeitig  mit  x  un- 
endlich wird,  und  es  besteht  somit  zwischen  x  und  y  eine  Gleichung 
nten  GTades 

in  welcher  an(x)  =  1   und   allgemeiner  a*_ h(x)  eine  ganze  Funktion 

höchstens  ÄtÄn  Grades  von  x  ist.  Das  letztere  folgt  einfach  daraus,  dafa  der 

Koeffizient  ,  N 

±  an-h(x)  —  yty2 ...yh  +  ••• 

ist  und  jede  der  n  konjugierten  Funktionen  y19  y%} . .  .yn  fQr  (x  =  oo) 
einen  Pol  erster,  an—h  also  einen  Pol  A*6*  Ordnung  besitzt.  Daher  ist 
a0(x)  der  einzige  Koeffizient  der  Gleichung,  in  welchem  x  bis  zum 
nUm  Grade  aufsteigen  kann,  und  da  die  Funktion  F(x,  y)  in  x  ebenso 
wie  in  y  den  Grad  n  haben  mufs,  so  mufs  in  a^Qc)  der  Koeffizient 
Ton  x%  von  Null  verschieden  sein.  Kehren  wir  jetzt  zu  der  homogenen 
Gleichungsform  zurück,  so  finden  wir 

4a)  F(x0fx1}xi)^x-F(%  5)-«  +  o^i(gab«f-1+---+flb(^, 

wobei  also  die  Glieder  x*,  #  *  in  der  Kurvengleichung  wirklich  auf- 
treten müssen. 

Schneiden  wir  jetzt  die  Grundkurve  F(x0,  3i,  a^)  =  0  durch  eine 
beliebige  Kurve  m*6*  Ordnung 

welche  natürlich  die  Grundkurve  nicht  als  Teil  enthalten  darf,  so 
werden  die  Schnittpunkte  beider  Kurven  durch  den  Zahler  der  Funk- 
tion #(#0,^,3^),  ak°  durch  den  Divisor 

<?(«o,«i,«2) 

geliefert  Da  dieser  Divisor  eine  ganze  homogene  Funktion  w*°r  Ordnung 
von  Ho,  Ä1;  8,  ist,  so  gehört  er  der  Klasse  Am  an,  seine  Ordnung  ist 
tnn,  und  ebenso  grofs  ist  auch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  beider 
Kurven;  hierbei  mufs  aber  jeder  Schnittpunkt  mit  der  Multiplizitat  in 
Anrechnung  gebracht  werden,  welche  durch  den  Exponenten  dos  zu- 
gehörigen Primdivisors  angegeben  wird.  Umgekehrt  stellt  jeder  derartige 
Divisor  ^(Äq,  ä1;  Ät)  das  volle  Schnittpunktesystem  der  Kurve  Q  —  0 
mit  der  Grundkurve  dar.  Die  Untersuchung  vollständiger  Schnittpunkt- 
Systeme  schneidender  Kurven  mit  der  Grundkurve   ist  also  algebraisch 
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der  Untersuchung  derjenigen  ganzen  Divisoren  äquivalent,  welche  ganze 
homogene  Funktionen  der  Grunddivisoren  Sl0,  Slj,  Ä,  sind.  Bei  der 
geometrischen  Deutung  des  Divisors  6r(80,  Älf  Äf)  hat  man  zu  be- 
achten, dafs  nach  den  Ausführungen  auf  S.  372  jeder  Primdivisor  Sß 
einem  Kurvenpunkt  nur  insoweit  entspricht,  als  er  auf  einem  bestimmten 
Zweige  gelegen  ist;  jeder  Kurvenzweig  muis  also  in  den  singulären 
Punkten  besonders  in  Rechnung  gezogen  werden. 

§2. 

Wir  wollen  jetzt  zuvorderst  auf  die  Gleichung  F=  0  die  Formeln  (4) 
und  (4a)  auf  S.  382  zur  Anwendung  bringen,  durch  welche  der  Divisor  der 
Doppelpunkte  in  die  Untersuchung  eingeführt  wurde,  und  die  Modifikation 
erörtern,  welche  durch  die  Benutzung  homogener  Koordinaten  und  die 
Forderung  der  Invarianz  bei  beliebiger  Kolüneation  notwendig  werden. 

Zunächst  erhalten  wir  durch  Differentiation  der  identischen  Glei- 
chung (4a)  des  vorigen  Paragraphen  nach  xx  und  x%  die  Formeln: 

dF(x0  xlyX%)  __  ^n_tdF(x,y) 


Jx\  "©       ~~Sx~~ 


W  '  ~xs     w 

und  hier  ist  nach  den  anfangs  erwähnten  Hauptgleichungen 

255         H*(»-l) 

dFfay)  *>S* 

Da  aber  x  und  y  beide  denselben  Nenner  %>  besitzen,  so  erhalten 
für  die  n  Primfektoren  tyu  Sß2, . . .  Sß*  des  Divisors  2l0  die  Funktionen  x 
und  y  dieselben  Werte  (#=  oo)  und  (y  =  oo).  Der  Punkt  (x  =  oo,  y  «  oo) 
spielt  also  im  Sinne  der  bei  der  Entwickelung  obiger  Formel  zu 
Grunde  gelegten  Anschauungen  die  Bolle  eines  n-  fachen  Punktes  mit 
getrennten  Tangenten,  d.  h.  er  würde  ein  solcher  werden  können,  wenn 
wir  auf  x  und  y  beliebige  lineare  gebrochene  Transformationen  an- 
wenden wollten.  Der  ganze  Divisor  D  mufs  somit  nach  den  Aus- 
führungen in  §  2  und  4  der  dreiundzwanzigsten  Vorlesung  notwendig 
den  Faktor  Aufenthalten,  und  wir  können  daher  setzen 

wo  2)   ebenfalls    einen    ganzen  Divisor    bedeutet.      Hiernach    zerfällt 
der  Divisor  S)  in  zwei  Teile,  von  denen  aber  der  erste  ÄS""1  bei  der 
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jetzigen  Betrachtungsweise  ganz  unwesentlich  ist,  weil  er  überhaupt 
blofs  durch  den  Übergang  zu  nicht  homogenen  Koordinaten  hervor- 
gerufen ist  und  der  Divisor  Ä0  durch  irgend  einen  anderen  Divisor 
der  Schar  ®,  der  gemeinsamer  Nenner  von  x  und  y  wird,  ersetzt 
werden  kann.  Der  zweite  Bestandteil  2)  ist  hingegen  der  wesentliche, 
denn  wir  werden  von  diesem  nachtraglich  zeigen,  dafe  er  bei 
allen  Eollineationen  der  Kurve  völlig  unverändert  bleibt;  wir  werden 
daher  diesen  Divisor  2)  von  nun  ab  als  den  „Divisor  der  Doppel- 
punkte der  Kurve  im  projektiven  Sinne"  oder  auch,  wenn  keine 
Verwechselungen  zu  befürchten  sind,  schlechthin  als  den  Divisor  der 
Doppelpunkte  bezeichnen.  Die  beiden  Divisoren  2)  und  2)  unterscheiden 
sich  also  dadurch  voneinander,  dafe  der  erste  bei  linearer  (gebrochener) 
Transformation  jeder  der  beiden  Variabein  x  und  y}  der  zweite  bei 
linearer  (ganzer)  Transformation  der  homogenen  Variabein  x^7  xu  x% 
unverändert  bleibt. 

Durch  Einführung   des   so   definierten  Divisors   2)   erhalten  wir 
jetzt,  wenn 

*o  —  "g"  >    &1  —  ff»    *%  —  k 

ist,  folgendes  System  von  drei  Gleichungen,  von  denen  die  letzten 
beiden  sich  unmittelbar  aus  den  Formeln  (1)  ergeben,  während  die 
erste  in  analoger  Weise  durch  Berücksichtigung  der  Gleichberechtigung 
der  Variabein  xQ,x1,x%  erschlossen  wird: 


2) 


dFto»*»*)      *>& 


'«i-«i 


'*»!*» 


dxi 


w»-l 


hierbei  bedeutet   z.B.  ä%:»iss,&«i^   denjenigen   Verzweigungsdivisor, 
welcher  zu  der  Variabein 

x  =  ^k  s  ?i 
gehört. 

Noch  etwas  einfacher  werden  diese  Gleichungen,  wenn  man  lieber 
auf  die  auch  zwischen  den  Divisoren  bestehende  Gleichung 

zurückgeht;  man  kann  nämlich  die    Funktion  F(%,  Äj,  8,)   formal 
ganz  ebenso  nach  Ät-,  wie  F(x0,xl,x%)  nach  xt  differenzieren  und  er- 
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halt  alsdann,  da  der  Nenner  <Rn~1  für  die  Divisorengleichungen  ganz 
fortfallt,  die  Formeln: 

/  aycij,, «,,«.)  _Sp    m 


2a) 


^-^(^Qi^ti^l)     Ä   $)  O-     - 
gFfll,  «,,«,)    ^qsp 

aar  Ä  *>ö«o:*i- 


Jedes  der  beiden  Gleichungssysteme  (2)  und  (2  a)  kann  zur  Defi- 
nition des  Divisors  2)  verwendet  werden;  da  die  Ordnung  der  Ver- 
zweigungsdivisoren 3  gleich  w  =  2p  +  2  (n  —  \)  ist,  so  ergiebt  sich 
fttr  die  Ordnung  2d  des  Divisors  S): 

3)  2d«(n-l)(n-2)-2i>, 

also  umgekehrt 

3a)  f  =  {(n-l)(n-2)-i, 

Man  erhalt  also  z.  B.  in  dem  Falle,  wo  die  Kurve  nur  einfache  Doppel- 
punkte besitzt,  das  Geschlecht  der  Kurve,  wenn  man  die  Anzahl  der 
wirklich  vorhandenen  Doppelpunkte  von  der  Maximalzahl     * 

l(n-l)(»-2) 

von  Doppelpunkten  abzieht,  welche  eine  irreduktible  Kurve  n**  Ordnung 
haben  kann. 

Die  Gleichungen  (2)  oder  (2  a)  lassen  eine  einfache  geometrische 
Schlußfolgerung  zu.  Ist  (fy,  Cj,^)  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so 
heilst  bekanntlich  die  Kurve  (n  —  l)tor  Ordnung 

'      BF    ,       dF    ,       dF       A 

die  erste  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Grundkurve  -F=0. 
Dem  aus  n  (n  —  1)  Punkten  bestehenden  Schnitte  einer  solchen  Polare 
mit  der  Grundkurve  entspricht  alsdann  nach  den  Formeln  (2)  der  Divisor 

®  (*&*%  +  *&%:*  +  *&*:*)> 

welcher  den  festen  Teiler  3)  enthält.    Daher  gilt  der  Satz: 

Das  Netz  aller  ersten  Polaren  schneidet  auf  der  Grund- 
kurve Punktsysteme  aus,  welche  einen  festen,  dem  Divisor  2) 
genau  entsprechenden  Bestandteil  besitzen, 
oder  einfacher  fttr  den  Fall  einfacher  Doppelpunkte: 

Alle  ersten  Polaren  gehen  durch  die  Doppelpunkte  der 
Kurve  hindurch. 
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Es  braucht  aber  2)  nicht  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  derDivi- 
sorenschar  zu  sein,  welche  den  Schnittpunktsystemen  der  ersten  Polaren 
zugehört,  weil  die  drei  Verzweigungsdivisoren  8^:xk,  Q^.x»,  8*0:*u  ™ 
wir  in  der  nächsten  Vorlesung  sehen  werden,  sehr  wohl  noch  einen 
gemeinsamen  Teiler  besitzen  können.  Hingegen  kann  der  Divisor  D, 
ebenso  wie  der  früher  eingeführte  Divisor  2),  als  Nenner  eines  auf 
die  Kurve  bezüglichen  Differentialteilers  definiert  werden.  Bilden  wir 
nämlich  die  beiden  Gleichungen 

dF  .    dF  ,    dF  A 

Vx~X*    +Rf*     +  3**    =° 
dF  j       .    dF  ,       t    dF  ,  A 

von  denen  die  erste  aus  dem  Satze  von  Euler  über  homogene  Funk- 
tionen erhalten  wird,  die  zweite  durch  Differentiation  von  .F=0  folgt, 
so  ergiebt  sich  durch  Auflösung 

xx  dx%  —  Xj  dxx  xt  dx0  —  x0  dxt  rc0  dxt  —  x^  dx0  ,,-. 

Wf        ""         Wf  Jf  am' 

¥x^  dxt  <5ä£ 

Berücksichtigt  man  nun,  dafs  dem  ersten  Zahler 


M^-M^  =  *i<*(2[) 


o 
der  Differentialteiler    ^*  zugeordnet  ist,  so  findet  man  vermöge  der 

Formeln  (2)  für  den  Bruch  dM  die  Divisorendarstellung 
4)  dM*^- 

Der  Divisor  2)  ist  also  der  Nenner  des  zu  dM  gehörigen  Differen- 
tialteilers; dieses  Differential  kann  aber,  wie  eben  gezeigt,  in  drei  ver- 
schiedenen Formen,  also  auch  in  der  Gestalt 


dM  = 


dargestellt  werden,  wobei  a0,  Oj,  a2  ganz  beliebige  Grössen  bedeuten, 
welche  den  Wert  des  Bruches  nicht  beeinflussen. 

Diese  Darstellung  von  35  als  Nenner  eines  Differentialteilers  wollen 
wir  jetzt  zu  dem  Nachweise  benutzen,  dafs  sich  dieser  Divisor  bei  be- 
liebiger linearer  Transformation  von  x^a^x^  invariant  verhalt.  Geht  näm- 
lich durch  Kollineation  die  Kurve  F(x0,  x1)xi)^0  in  <t>  (y0,  yu  &)  —  0 


«0          «1          «1 

x0      xx      a, 

dxQ    dxx    dXi 

0 

F  .       dF  , 

SF 
dXf 
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über,  so  gut  vermöge  der  Transformationsgleichungen  (2a)  auf  S.  422 
die  Identität 

wobei  wir  der  Einfachheit  halber  den  Proportionalitätsfaktor  p  =  1, 
also  in  den  Gleichungen  (3)  auf  S.  422  91  =  93  angenommen  haben. 
Hieraas  folgt  durch  Differentiation  nach  x0,  xi}  x^  unter  Berücksichtigung 
jener  Transformationsgleichungen: 

(dF  d<t>    .         34>    .         04> 

^  =  ^00^  +  ^0^  +  0,0^ 

bf         a4>.       00  .       a<t> 

dF  J(D    ,  d4>    ,  0<t> 


3ä£ 


'»* 


+  ai*d£  +  <h* 


Vy% 


Andererseits  erhalt  man  aus  den  Formeln  der  linearen  Trans- 
formation durch  Differentiation  und  Anwendung  des  Multiplikations- 
theorems der  Determinanten: 

dx0 
dxx 
dx% 
folglich  ist;  wenn  r  wieder  die  Substitutionsdeterminante  bedeutet: 


«00      »10 

«so 

Vo      Vi 

Vi 

= 

dy0  fyi 

dy* 

a00 

% 

«02 

1     x0 

Ä10 

an 

a18 

0    xL 

«80 

«Sl 

*n 

0    x% 

dy9 


«10 

Vi 

dyx 


°I0 

Vi 

*y% 


dv 


aoo^+«io^ 


aa>' 


o^7 +  «io^ 


wobei  nach  dem  letzten  Ergebnisse  in  dem  Ausdrucke  rechts  die  Koeffi- 
zienten aoo,  0io>  <ho  durch  irgend  drei  andere  ersetzt  werden  können. 

Das  Differential  dM  geht  also  bei  irgend  welcher  Eollineation  in 
eine  Form  über,  welche  in  genau  derselben  Beziehung  zur  Kurve  <t>  =  0 
steht;  wie  das  ursprüngliche  Differential  zur  Kurve  F=0]  da  aber 
der  Nenner  dieses  Differentials  eben  unser  Divisor  SD  war,  so  ist  hier- 
mit in  der  That  bewiesen,  dals  er  bei  jeder  linearen  Transformation 
unverändert  bleibt. 

Das  Differential  dM  kann,  wie  Aronhold  zuerst  gezeigt  hat, 
dazu  dienen,  jedes  zu  der  Kurve  F=  0  gehörige  Abelsche  Integral  in  eine 
Gestalt  zu  setzen,  in  welcher  die  Gröfsen  x0,xl7x2in  völlig  symmetrischer 
Weise  erscheinen.  Da  nämlich  nach  Formel  (4)  der  Zähler  des 
zu  dem  Differentiale  dM  gehörigen  Divisors  gleich  §ln~s  ist,  so  wird, 
wenn  man  dasselbe  mit  einer  homogenen  Funktion  (n  — ä)*11  Grades 
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dxQ    dx±    dx^ 

dF  .      dF  , 

dXf 
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0  (Xq,  xly  fy)  multipliziert,  das  Produkt  von  dem  accessorischen  Nenner  8 
unabhängig,  also  nur  eine  Funktion  der  Verhältnisse  a^:^:^.  Das 
so  erhaltene  Integral 

6)    I^jd(x0,xi,x%)dM=^Je(x0,x1}x%) 

stellt,  wenn  0  eine  ganze  oder  gebrochene  homogene  Funktion  der 
Ordnung  n  —  3  ist,  das  allgemeinste  auf  die  Kurve  JF=  0  bezüg- 
liche Abelsche  Integral  dar.  Da  der  Differentialteiler  von  dM 
durch  die  Gleichung  (4)  gegeben  ist,  so  geht  auch  die  Divisoren- 
zerlegung des  Differentials  dl  unmittelbar  aus  der  der  Funktion  0 
hervor.  Die  Funktion  0  erscheint  hierbei  im  allgemeinen  als  Quotient 
zweier  ganzer  Funktionen  G  und  Hy  welche  gleich  Null  gesetzt,  zwei 
Kurven  darstellen,  deren  Grade  sich  um  n  —  3  unterscheiden,  und 
deren  Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve  F  =  0  den  Zahler  und  den 
Nenner  von  0  liefern. 


§3. 

Durch  die  letzten  Auseinandersetzungen  werden  wir  auf  die 
Untersuchung  desjenigen  Teilbereiches  geführt,  welcher  aus  ganzen 
homogenen  Funktionen  von  x0,  xiy  x^  besteht,  und  wir  haben 
demgemäß  auch  hier,  ganz  analog  wie  in  §  3  der  vorigen  Vor- 
lesung Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  wir  sicher  sein 
können,  dafs  eine  Funktion  dem  aus  der  Gesamtheit  der  ganzen  Funk- 
tionen von  x0,  x1}  x%  gebildeten  Ringe  angehört.  Ein  solches  System 
von  hinreichenden,  wenn  auch  nicht  notwendigen  Bedingungen  wird 
nun  durch  folgenden  Satz  geliefert: 

Eine  Funktion  des  Körpers,  welche  ein  Vielfaches-  des 

SD 
Divisors  —  ist,  ist  als  ganze  homogene  Funktion  vUT  Ordnung 

von  x0,  x1}  #j  darstellbar. 

Derselbe  Satz  kann,  wie  man  unmittelbar  sieht,  ohne  Zuhilfe- 
nahme des  Nenners  Ä  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Bedeutet  A  die  Klasse  der  drei  äquivalenten  ganzen  Divi- 
soren Ä0,  &j,  Äj,  so  kann  jeder  Divisor  der  Klasse  Av,  welcher 
ein  Vielfaches  des  Divisors  2)  der  Doppelpunkte  ist,  als  ganze 
homogene  Funktion  v*6'  Ordnung  von  8^,  t^,  H,  dargestellt 
werden. 
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Zum  Beweise  setzen  wir,  wie  auf  S.  423 

und  bilden  die  zwischen  x  und  y  bestehende  Gleichung 

F(x,  y)  =  <*,(«)*"  +  «»-iC*)^-1  +  •  •  •  +  at(x)y  +  a„  (x)  -  0 
und  den  Differentialquotienten 

Ist  nun  <3  —  $)  $  ein  Divisor  der  Klasse  Av,  welcher  durch  ® 
teilbar  ist,  so  labt  sich  zunächst  die  Funktion 

10   =   = » <   _____ 

in  die  Form  setzen 

2)  o  =  r0  +  r-y  +  fljf  +  ...  +  r.-!*»-1, 

wo  die  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind.  Wir  können 
aber  zeigen,  dafs  rh  für  jeden  Index  ä  nicht  blofs  eine  rationale,  sondern 
eine  ganze  Funktion  von  x  vom  Grade  v  —  ä  ist  Ersetzen  wir  nämlich  in 
der  letzten  Gleichung  y  durch  seine  Konjugierten  yv  yt9 . . .  yÄ;  bilden  wir 
also 

"h  =  ro  +  riyk  +  r*1tl+'-  +  rn-irr1     fr -l,  «,...*), 

so  findet  man  leicht  die  Auflösung  der  n  sich  ergebenden  linearen 
Gleichungen  nach  den  Unbekannten  r0,  r1}  . . .  r„_i,  indem  man  ebenso 
wie  auf  S.  233  die  Lagrangesche  Interpolationsformel  zur  Anwendung 
bringt: 


--I 


*"(%) 


Es  ist  also 
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Da  aber  nach  unseren  Voraussetzungen  die  Funktion 

in  x  und  y  die  Dimension  n  —  1  —  h  und  somit  den  Nenner  ÄJ  be- 

sitzt, so  ist  <gg 

» (<*«  jr-1-*  +  ■  •  • + oi+i)  =  ^+»-1-** 

wo  auch  $  einen  ganzen  Divisor  bedeutet.  Hieraus  folgt  durch  Be- 
nutzung der  Gleichung  (1): 

aF  Ä  «5*-*  8*' 

und  es  ist  also  nach  dem  auf  S.  412  bewiesenen  Satze  die  Spur  rk  dieses 
Quotienten  in  der  That  eine  ganze  rationale  Funktion  des  Grades  v  —  h 
von  x.  Multiplizieren  wir  jetzt  in  (2)  mit  dem  Nenner  ÄJ  herauf,  so  er- 
giebt  sich  die  Eigenschaft,  die  zu  beweisen  war:  es  ist 

%  =  %§  =  O,^,  %l9  «,)  -  ICK0«?1*«1       (*  +  *+*-•). 

wo  <t>,  eine  ganze  homogene  Funktion  des  Grades  v  ist. 

Eine  derartige  Kurve  <l>r  (xQ>  xlf  xj  =  0,  welche  durch  alle 
Doppelpunkte  der  Grundkurve  F  {x^}  x19  x^)  —  0  hindurchgeht,  be- 
zeichnen wir,  ganz  ebenso  wie  früher  (S.  415),  als  eine  zur 
Grundkurve  adjungierte  Kurve;  dieselbe  hat  außerhalb  der  Doppel- 

pnnktenoch         vn  _2d  =  2(p-l)  +  (v-n  +  S)n 

Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve  gemein,  welche  durch  die  Prim- 
faktoren des  Divisors  $  bestimmt  sind. 

Bei  der  Aronholdschen  Form  der  Abelschen  Differentiale  spielen 
die  adjungierten  Kurven  eine  wichtige  Rolle.  Soll  nämlich  das  Differential 

d J=  0  (x0}  x19  3j)  d M 
von  der  ersten  Gattung  sein,  so  mufs,  da 


dM< 


S> 


ist,  0  ein  Vielfaches  von  -^^  sein;  folglich  ist  nach  dem  eben  Be- 
wiesenen 0  eine  ganze  Funktion  und  0  =  0  eine  adjungierte  Kurve  der 
Ordnung  n  —  3;  die  Schar  dieser  Kurven  hat  die  Dimension  p,  und 
jede  derselben  besitzt  2p  —  2  freie  Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve. 
Soll  ferner  dl  ein  Differential  dritter  Gattung  mit  den  beiden  Un- 
stetigkeiten  $t  und  *ß8  sein,  denen  die  beiden  Kurvenpunkte  Pt  und  P, 
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mit   den   Koordinaten  a0,  a19  Og   und  b0,  blf  b%  entsprechen  mögen,   so 
legen  wir  durch  die  beiden  Punkte  eine  Gerade 


Xq      Xl      3*j 

a0    ax    Oj 
60     bt     \ 


0; 


diese  schneidet  die  Kurve  aulser  in  Px  und  P8  noch  in  n  —  2  weiteren 
Punkten,  denen  der  Divisor  ö  der  Ordnung  »  —  2  entsprechen  möge 

und  es  ist  A  =  ^S —   Da  nun  0  ein  Vielfaches  des  Divisors 5 

sein  muis,  so  ist  das  Produkt 

0A~# 

So 

ein  Vielfaches  von  —  ^  und  folglich  eine  ganze  homogene  Funktion 

der  Ordnung  w  —  2  von  Jfy,^,^;  die  Gleichung  H==0  stellt  also  eine 

adjungierte   Kurve   der  Ordnung  n  —  2  dar,  welche  durch  die  n  —  2 

übrigen   Schnittpunkte   der   Geraden  A  =  0  hindurchgeht.    Fallen  %x 

und  Sßj  zusammen,  wird  also  das  Differential  von  der  zweiten  Gattung, 

so    ist   die  Nennergerade  A  =  0  die   Tangente   im  Punkte  P,  und  es 

wird  also 

(dF\        ,   (dF\        .   (dF\ 


A  =  (^  +  (äf)a^  +  (a{)> 


die  sonstige  Ableitung  bleibt  aber  völlig  unverändert. 

Es  kann  ferner  bei  einem  Differential  dritter  Gattung  eintreten, 
dafe  zwar  die  Primdivisoren  tyt  und  Sß8  verschieden  sind,  aber  die  zu- 
gehörigen Kurvenpunkte  in  einen  einzigen  Punkt  P  zusammenfallen, 
nämlich  dann  und  nur  dann,  wenn  in  P  eine  mehrzweigige  Singularität 
der  Kurve  vorhanden  ist;  dann  ist  die  Nennergerade  A  =  0  unbestimmt,  da 
jede  durch  den  Punkt  P  hindurchgehende  Gerade  gewählt  werden  kann. 
Jede  Linearform  A,  welche  einer  Geraden  des  Strahlbüschels  durch 
den  Punkt  P  zugehört,  kann  somit  als  Nenner  der  Funktion  0  =  ^r 
genommen  werden,  und  die  verschiedenen  so  erhaltenen  Differentiale 
unterscheiden  sich  nur  um  solche  der  ersten  Gattung. 

Auch  der  Fall  des  Integrals  zweiter  Gattung  bedarf,  falls  P  ein 
singulärer  Punkt  der  Kurve  ist,  einer  weiteren  Erörterung.  Zu  dem 
Primdivisor  Sß  gehört  nämlich  unter  allen  Umstanden  ein  bestimmter 
Kurven  zweig,  welcher  in  P  ein  reguläres  oder  singuläres  Verhalten 
zeigt,  je  nachdem  ausschliefslich  die  Tangente  oder  aber  die  sämt- 
lichen Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  P  mit  dem  Kurvenzweige 
einen  Schnitt  höherer  als  erster  Ordnung  gemein  haben;  das  erste  ist 
z.  B.  beim  Doppelpunkte  der  Fall,  während  das  letztere  eintritt,  wenn 

He&tel  n.  Landfberg,  Algebraitoh«  Funktion«!  etc.  28 


Digitized  by  VjOOQIC 


434  Fünfundzwanzigste  Vorlesung. 

der  Kurvenzweig  in  P  einen  Eüekkehrpunkt  besitzt.  Im  ersten  Falle 
mufs  die  Tangente  als  Nennergerade  genommen  werden,  weil  nur  für 
diese  der  zugehörige  Divisor  den  Faktor  ?ß*  erhalt;  im  zweiten  kann 
wieder  jede  Gerade  des  Büschels  die  Nennergerade  sein,  und  die  Dar- 
stellung von  0  wird  unbestimmt 

§4. 

Der  Begriff  der  adjungierten  Kurven  führt  nun  zu  einem  Satze, 
welcher  von  grundlegender  Bedeutung  ist,  sobald  man  die  Lehre  von 
den  algebraischen  Funktionen  auf  kurventheoretischen  Vorstellungen 
aufbaut. 

Betrachten  wir  das  Punktsystem,  welches  eine  adjungierte  Kurve 
tn***  Ordnung  au&er  den  singulären  Punkten  auf  der  Grundkurve  aus- 
schneidet, so  können  wir  den  zugehörigen  Divisor  irgendwie  in  zwei 
ganze  Faktoren  91  und  ©  zerlegen,  wodurch  das  Punktsystem  in  zwei 
Teile  zerfällt,  die  auch  insofern  völlig  bestimmt  sind,  als  jeder  Kurven- 
punkt in  jedem  der  beiden  Teile  mit  einer  durch  die  Faktoren  91  und  @ 
gegebenen  Multiplizität  auftritt.  Zwei  derartige  Divisoren  9*  und  @, 
resp.  die  zugehörigen  Punktsysteme,  werden  als  Beste  voneinander 
bezeichnet;  die  charakteristische  Beziehung  zweier  Beste  9%  und  © 
besteht  also  darin,  dais  das  Produkt 

®  =  ä9*© 
ein  durch  3)  teilbarer  ganzer  Divisor  der  Klasse  Ä*  und  folglich  nach 
dem  Satze  des  vorigen  Abschnittes  eine  ganze  homogene  Funktion  mtor 
Ordnung  von  Äq,  5^,  Äj  ist.  Jeder  beliebig  gegebene  ganze  Divisor  9ft 
kann  als  Best  eines  anderen  ©  dargestellt  werden;  denn  wenn  man  nur  den 
Exponenten  m  hinreichend  grofs  wählt,  so  kann  man  stets  innerhalb 
der  Klasse  Am  ganze  und  durch  2)  91  teilbare  Divisoren  @  finden,  und 

der  Quotient  ^—  =  ©  ist  alsdann  Best  von  9t.    Es  folgt  aber  hieraus 

auch,  dafs  sogar  zu  jedem  ganzen  Divisor  9t  stets  unendlich  viele 
Beste  ©  gefunden  werden  können,  da  der  Exponent  ♦»,  d.  i.  die  Ordnung 
der  schneidenden  Kurve,  auch  beliebig  grofe  angenommen  werden  kann. 
Zwei  ganze  Divisoren  91  und  91',  resp.  die  zugehörigen  Punkt- 
gruppen, heifsen  nun  korresidual,  wenn  sie  Beste  eines  und  desselben 
Divisors  ©  sind;  alsdann  sind 

®-©9ft©   und   ©'  =  $91'© 

»  w 

ganze    Divisoren   der  Klassen  Am  und  Am,  also  ^-  ein   Divisor   der 

Klasse  Än"m.    Diese  Beziehung  laust  sich  aber  auch  umkehren,   denn 
es  gilt  der  Satz: 


Digitized  by 


Google 


§  4.   Der  Besteatz  für  adjungierte  Kurven.  435 

81' 
Wenn  der  Quotient  ~r  einer  Klasse  angehört,  welche  eine 

Potenz  von  A  ist,  so  ist  jeder  Divisor  ©,  welcher  Rest  von  SR 
ist,  auch  Best  von  SR';  die  Divisoren  SR  und  SR'  sind  also 
korresidual. 

Denn  nach  der  Voraussetzung  ist  ©  =»  5) SR©  ein  ganzer  Divisor  einer 
Klasse  J.m,  und  da  die  Klasse  von  -^  ebenfalls  eine  Potenz  von  A  ist, 
so  ist  auch 

|®  =  ©SR'© 

ein  ganzer  Divisor  einer  Klasse  Am]  SR'  und  ©  sind  also  Beste  von- 
einander, was  zu  beweisen  war. 

Aus  dem  Beweise  dieses  Satzes  folgt  aber  auch,  dafs  bei  dem 
Begriffe  der  Korresidualitat  der  gemeinsame  Best  ©  eine  unwesent- 
liche Bolle  spielt,  und  dafs  zwei  Divisoren  91  und  SR',  welche  Beste 
von  ©  sind,  auch  in  Beziehung  auf  jeden  anderen  Divisor  ©'  korresidual 
sind,  welcher  Best  des  einen  von  ihnen  ist.  Wir  können  daher  noch 
folgenden  Satz  formulieren: 

Sind   vier   ganze   Divisoren  9t,  SR',  ©,  ©'    so   beschaffen, 
dals  durch  die  drei  zu  den  Divisoren 

SR®,    SR'©,    9t©' 

gehörigen  Punktgruppen   je   eine  adjungierte  Kurve  bestimmt 
wird,  so  wird  auch  durch  9t'©'  eine   adjungierte  Kurve  fest- 
gelegt.    Sind  also  9t  und  9t'  korresidual  in  Bezug  auf  ©,  und 
ist  ©'  Best  von  9t,  so  ist  ©'  auch  Best  von  9t'. 
Li   dieser  Form  ist  unser  Satz  eine  der  fruchtbarsten  Quellen  für  die 
Ergründung  der  Eigenschaften  der  auf  höheren  algebraischen  Kurven 
gelegenen  Punktgruppen.    Ohne  hier  auf  Einzelheiten  einzugehen,  mag 
es    genügen,    an    einem   einfachen   Beispiele    die    Anwendbarkeit    des 
Theorems  zu  illustrieren. 

Ebenso  wie  die  Kegelschnitte  das  Erzeugnis  zweier  projektiv  auf- 
einander bezogener  Strahlbüschel  sind,  so  können  wir  auch  doppel- 
punktfreie Kurven  vierter  Ordnung  durch  zwei  projektiv  auf  einander 
bezogene  Kegelschnittbüschel  erzeugen.    Denn  sind 

f(x0,  xlf  %)  +  X<p(x0,  xuxi)  =  0 
und 

f  (?o>  *i>  *»)  +  W  (*o;  «ii  **)  —  ° 

zwei  Kegelschnittbüschel,  und  entsprechen  einander  solche  Elemente 
der    beiden    Büschel,    welche    denselben    Parameter    X    besitzen,    so 

28* 
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schneiden  sich  je  zwei  zugeordnete  Kegelschnitte  in  Punktquadrupeln, 
welche  bei  Veränderung  des  Parameters  X  die  Kurve  vierter  Ordnung 

f     *    -0 
/      9 

durchlaufen.    Wir  wollen  nun  aber  umgekehrt  zeigen,  dafe  und  auf 

welche  Weise  jede  beliebige  doppelpunktfreie  Kurve  vierter  Ordnung 

durch  projektive  Kegelschnittbüschel  erhalten  werden  kann. 

Eine  derartige  Kurve 

besitzt  nach  der  Formel  (3)  auf  S.  427  das  Geschlecht  drei,  und  da 
sie  keine  Singularitäten  hat,  so  ist  jede  beliebige  schneidende  Kurve 
zu  ihr  adjungieri  Wahlen  wir  insbesondere  einen  Kegelschnitt 
f(xo>xi>xi)  =  Q>  so  erhalten  wir  acht  Schnittpunkte  und  können  die- 
selben in  zwei  Quadrupel  9t  und  ©  zerlegen,  welche  Reste  voneinander 
sind.  Legen  wir  durch  das  Quadrupel  91,  das  wir  ganz  willkürlich 
auf  der  Kurve,  nur  nicht  gerade  als  die  vier  Schnittpunkte  einer 
Geraden  annehmen  können,  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  f  =  0,  so 
schneidet  dieser  noch  in  einem  zweiten  Quadrupel  ©',  und  es  ist 

f_       «@^       ©^ 
f   "  91©  "  ©  » 

die  beiden  Quadrupel  ©  und  ©'  sind  also  korresidual. 

Legen  wir  jetzt  durch  ©  einen  zweiten  Kegelschnitt  <p  =  0,  so 
schneidet  er  noch  in  einem  weiteren  Punktquadrupel  9t',  welches  zu  SU 
korresidual  ist.  Dann  liegen  nach  unserem  Satze  auch  die  Quadrupel  9tf 
und  ©'  auf  einem  Kegelschnitt  (pT  =  0,  und  es  ist 

q/  _  ft'©'  _  ©^ 

wobei  die  Funktion  —  VOn  vornherein  durch  einen  geeigneten 
Proportionalitätsfaktor  so  normiert  werden  kann,  dafe  sie  auch  bei 
Berücksichtigung  der  multiplikativen  Konstanten,  ebenso  wie  4>  die 
Divisorendarstellung  -@-  erhält. 

Durch  Vergleichung  beider  Funktionen  ergiebt  sich  also,  dafs  fär 
jeden  Kurvenpunkt 

also 

f<p-f<p>  =  0 

ist,  und  da  die  letzte  Gleichung  vom  vierten  Grade  in  x0f  xl)xt  ist, 
so  ist  sie  mit  der  Kurvengleichung  identisch.    Daher  gilt  die  Identität 

Ct(xo>Xx,Xt)  =  f<p-f<p'] 
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man  erhalt  somit  auch  die  Kurvengleichung  durch  Elimination  des 
Parameters  X  ans  den  beiden  Gleichungen 

f+X<p-0,    f'  +  k<p'  =  0, 

und  die  Kurve  ist  in  der  That  das  Erzeugnis  der  beiden  in  dieser  Weise 
projektiv  aufeinander  bezogenen  KegelsChnittbüscheL  Die  vier  Grund- 
punkte der  beiden  Büschel  sind  die  beiden  korresidualen  Quadrupel  © 
und  ©',  und  es  geht  aus  der  Herleitung  unmittelbar  hervor,  dals  irgend 
zwei  korresiduale  Punktquadrupel  auf  der  Kurve  als  Büschelgrundpunkte 
gewählt  werden  dürfen.    Daher  gilt  folgender  Satz: 

Jede  doppelpunktfreie  Kurve  vierter  Ordnung   kann  von 
zwei    korresidualen    Punktquadrupeln    aus    durch    projektive 
Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden;  d.  h.  legt  man  durch  jedes 
der  beiden  Quadrupel  und  einen  Kurvenpunkt  je  einen  Kegel- 
schnitt, so  durchlaufen  bei  Veränderung  des  Kurvenpunktes  die 
beiden  Kegelschnitte  zwei  Büschel,  welche  projektiv  aufeinander 
bezogen  sind. 
Kehren  wir  jetzt  noch  einmal  zu  der  früher  gegebenen  Definition 
korresidualer  Divisoren  zurück  und  fassen  dieselbe  unter  rein  algebrai- 
schen   Gesichtspunkten   auf,   so   werden  wir,   wie   wir  zeigen   wollen, 
naturgemäß    dazu    geführt,    die    sämtlichen    Divisorenklassen    ihrer- 
seits  wieder   in   umfassendere  Abteilungen   einzuordnen;   wir  erhalten 
so  eine  neue  Einteilung  der  Divisoren  in  solche  Klassen,  in  welchen 
immer  unendlich  viele  der  früheren   zusammengefaßt  sind.    Wir  be- 
zeichneten nämlich   zwei  Divisoren  &  und  ©'   als   korresidual,  wenn 
der  Quotient  -^    zu  einer  Klasse  Ä*  gehört,  wo  A  jetzt  beliebig  ge- 
geben sein  kann.    Sind  also  G  und  G '  die  Klassen  von  ©  und  ®f,  so  ist 

G'        Äm 
~G  =  -Ä  - 

Zwei  derartige  Klassen  können  wir  nun  als  äquivalent  in  Beziehung 
auf  A  definieren  und  alle  einander  äquivalenten  Klassen  in  einer  er- 
weiterten Klasse  vereinigen.  Diese  neue  Definition  der  Äquivalenz 
genügt  den  Forderungen,  welche  nach  S.  252  an  jede  Äquivalenz  ge- 
stellt werden  müssen.    Denn  es  bestehen  auch  hier  die  Sätze: 

1)  Jede    Klasse    G    ist    sich    selbst    äquivalent,    weil 
-J  =  £  =  4°  igi 

2)  Sind  zwei  Klassen  G  und  Gr   einer  dritten  GQ  äqui- 
valent, so  sind  sie  einander  äquivalent.    Denn  wenn 

G  _  Am       G'  -  Am' 
~G*-A>      GQ-A 


Digitized  by  VjOOQIC 


438  Fünfundzwanzigste  Vorlesung, 

ist.  so  ist  „, 

Cr  jm — m 

~GWMmJL        > 
also 

G'~G. 

Bei  dieser  neuen  Klasseneinteilung  wird  die  Hauptklasse  von  den  sämt- 
lichen Potenzen  von  A  gebildet: 

wenn  ferner  G  eine  der  alten  Divisorenklassen  ist,  welche  nicht  in 
dieser  Reihe  enthalten  ist,  so  erhalt  man  die  samtlichen  äquivalenten 
Klassen  durch  Bildung  von 

. . .,  GAT\  GA~\  G,  GA}  GA\  . . .  -  (GAm) 
nnd  diese  Reihe  bildet  also  eine  der  neuen  Divisorenklassen. 

Eine  derartige  Gruppierung  der  Divisorenklassen  ist  in  jedem 
Falle  zulässig  und,  wie  wir  bei  Erörterung  des  Begriffes  der  Kor- 
residualität  gesehen  haben,  auch  für  viele  Untersuchungen  zweckmäßig. 
Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs  die  frühere  Klasseneinteilung  eine 
für  den  ganzen  Körper  charakteristische  und  daher  allen  birationalen 
Transformationen  gegenüber  invariant  ist;  die  jetzige  hingegen  hat  eine 
bestimmte  Beziehung  zu  einer  ausgezeichneten  Divisorenklasse  A,  durch 
welche  die  neue  Hauptklasse  bestimmt  wird;  Divisoren,  welche  für  eine 
gegebene  Kurve  korresidual  sind,  sind  es  daher  für  eine  durch  biratio- 
nale Transformation  erhaltene  Bildkurve  im  allgemeinen  nicht  mehr. 
Unwesentlich  hingegen  für  die  algebraischen  Formulierungen  ist  es, 
dafe  wir  die  Untersuchung  im  Anfange  dieses  Abschnittes  auf  ganze 
Divisoren  und  auf  solche  Klassen  A  beschrankt  haben,  für  welche  die 
Dimension  { A)  ^>  3  ist  und  welche  daher  in  der  angegebenen  Weise 
auf  ebenen  Kurven  gedeutet  werden  können.*) 

Der  in  diesem  Paragraphen  bewiesene  wichtige  Restsatz  erscheint 
hiernach  als  eine  unmittelbare  Konsequenz  einer  Erweiterung 
der  Klasseneinteilung  der  Divisoren.  In  der  Brill-Noetherschen 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  ist  er  das  Fundament  der  ganzen 
Untersuchung  und  wird  daher  gleich  im  Eingange  durch  geometrische 
Überlegungen  bewiesen;  dann  aber  macht  er  ausführliche  und  ziemlich 
verwickelte  Erörterungen  über  die  verschiedenen  Möglichkeiten  erforder- 
lich, welche  bei  dem  Schnitte  algebraischer  Kurven  auftreten  können. 

*)  Im  Begriffe  des  Ideals  J(Ö)  werden  z.  B.,  wie  ans  der  vierzehnten  Vor- 
lesung folgt,  alle  diejenigen  ganzen  Divisoren  zusammengefafst,  welche  in  Beziehung 
auf  die  Klasse  A  des  Nenners  und  Zählers  der  unabhängigen  Variabein  e  korresidual 
sind;  denn  zu  zwei  Funktionen  rj  und  r/  des  Ideales  gehören  Divisoren  der  Form 
@Gn£  und  (B'Onf,  wo  ©  und  @f  ganz  sind,  folglich  sind  die  Klassen  von  0 
und  <3T  äquivalent  in  Beziehung  auf  die  Klasse  A  von  n,. 
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Gleichungen  einer  Kurve  in  Linienkoordinaten.  —  Die  Plückerschen  Formeln  und 
ihre  Verallgemeinerung.  —  Anwendung  anfeine  Steinersche  Kurve.  —  Eine  Divisoren- 
echar  der  Dimension  s-f  1  besitzt  Verzweigungsdivisoren  der  ersten,  zweiten,  . . .  ä*8» 
Ordnung  nnd  Tangentialkoordinaten  der  ersten,  zweiten,  .  .  .  («  —  1)*«*  Ordnung.  — 
Verallgemeinerung  der  Plückerschen  Formeln  rar  Divisorenscharen  von  beliebiger 

Dimension. 

§1. 

Anstatt  die  Kurve  F(x0,  x1,xi)  =  0  als  Punktgebilde  zu  betrachten, 
können  wir  sie  auch  als  Enveloppe  der  Gesamtheit  ihrer  Tangenten 
auffassen  und  ihre  Gleichung  in  Linienkoordinaten  untersuchen.  Hierbei 
sind  die  Linienkoordinaten  w0;!^,^  Funktionen  des  Körpers  Kipc^^x^y 
und,  da  umgekehrt  auch  x^,xl}x%  rationale  Funktionen  von  Mq,^,^ 
sind,  erhalten  wir  eine  der  einfachsten  und  wichtigsten  birationalen 
Transformationen  des  Gebildes.  Bei  dieser  Untersuchung  ergeben  sich 
zwischen  den  verschiedenen  charakteristischen  Zahlen  der  Kurve  eine 
Anzahl  von  Gleichungen,  welche  zuerst  von  Plücker,  aber  nur  unter 
der  Annahme  gewöhnlicher  Singularitäten  aufgestellt  worden  sind,  und 
welche  wir  sogleich  ohne  jede  einschränkende  Voraussetzung  ableiten 
können. 

Die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  (#0, 0^,3,)  hat  die  Gleichung 


!)  iowo  +  Si^i  +  &*%  = 


U 

li 

s* 

*0 

xt 

Xa 

dx0 

dxt 

dx% 

=  o, 


worin  £o>  £i>  £*  die  laufenden  Koordinaten  auf  der  Geraden  (u0,  u1}  u^) 
bedeuten.     Für  die  Linienkoordinaten  erhält  man  also  die  Darstellung 

2a)    u0  :  MJ :  u^  =  xx dx^  —  x^ dxl  :  x2 dx0  —  x0do^  :  x0dx1  ■—  x1  dxQ, 

oder  auch  bei  Berücksichtigung  der  Formeln  auf  S.  428 

2b)  *l*l*-^^lr* 

Machen   wir    aber   von    den   Formeln   (2)    auf  S.  426   Gebrauch,   so 
erhalten  wir  die  Divisorendarstellung 

2c)  w0  :  «*i :  w*  =  8*1:*,  :  &**.** :  &x,'*i' 
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Als  Klasse  der  Kurve  bezeichnet  man  nun  bekanntlich  die  Zahl  h 
der  Tangenten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  fo,  lt,  j^)  der  Ebene 
an  die  Kurve  gehen.  Sie  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  freien  Schnitt- 
punkte der  Polare  des  Punktes  (£0,  £,,  fe): 

oder  auch  (s.  S.  427)  gleich  der  Ordnung  des  Divisors 

wenn  derselbe  noch  von  dem  allen  drei  Summanden  gemeinsamen 
Teiler  befreit  wird. 

Nehmen  wir  nun  an,  dafs  die  drei  Verzweigungsdivisoren  einen 
größten  gemeinsamen  Divisor  3^  der  Ordnung  rx  haben,  so  wollen 
wir  diesen  als  den  ersten  Verzweigungsdivisor  der  Schar 
(&o>  &!,  Äj)  bezeichnen.  Wir  finden  dann,  da  w  =  2p  —  2  +  2»  die 
Ordnung  jedes  der  drei  Verzweigungsdivisoren  ist,  die  erste  Plückersche 
Formel 
3)  k  —  w  -  rt  «  2p  -  2  +  2»  -  rt. 

Wir  wollen  nun  vorerst  die  algebraische,  sodann  die  geometrische 
Bedeutung  des  Divisors  9^  feststellen.  Für  den  ersten  Teil  dieser 
Aufgabe  machen  wir  von  einer  passenden  Transformation  der  Grund- 
divisoren der  Schar  ©  =  (Ä0, 5^,  Ä2)  Gebrauch,  durch  welche  ja  der 
Divisor  8tj  in  keiner  Weise  beeinflußt  wird.  Ist  Sß  ein  beliebiger 
Punkt  der  Riemannschen  Fläche,  so  können  die  drei  Divisoren  SpSi,^* 
da  sie  teilerfremd  sind,  nicht  alle  den  Faktor  Sß  haben.  Wir  können 
und  wollen  daher  den  ersten  Divisor  80  als  zu  Sß  relativprim 
annehmen  und  sodann  (vgL  S.  255)  die  Grunddivisoren  %t  und  Äj 
durch  zwei  Multipla  von  Sß 

tl -*!-**.,       8,-*,-%*. 

ersetzen;  hierzu  brauchen  wir  ja  z.  B.  cx  nur  gleich  dem  Werte  der 
Funktion  ^  im  Punkte  >ß  anzunehmen.    Die  Gesamtheit  der  Divisoren 

stellt  alsdann  eine  in  ©  =  (30,  Äu  9^)  enthaltene  Unterschar  ©t  dar, 
deren  Elemente  sämtlich  in  5ß  eine  positive  Ordnungszahl  erhalten. 
Im  allgemeinen  erhalten  nun  2l1;  %^  und  damit  die  sämtlichen 
Divisoren  der  Schar  ©i  — (5^,?^)  in  Sß  nur  die  Ordnungszahl 
eins,  es  kann  aber  bei  spezieller  Wahl  von  Sß  eintreten,  dafe 
sie    sämtlich    eine   Potenz  Sß"1   als  Faktor  enthalten,   deren  Exponent 
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grober  als  eins  ist.  Wir  dürfen  dann  weiter  annehmen,  dafs 
der  zweite  Divisor  Äj  im  Punkte  Sß  genau  die  Ordnungszahl  at  hat  und 
dafs  die  des  dritten  %  im  Punkte  Sß  größer  als  ax  ist.  Denn,  wenn 
diese  letztere  Bedingung  nicht  von  vornherein  erfüllt  ist,  so  ersetzen 
wir  ?t,  durch  _ 

und  bestimmen  die  Eonstante  c  gleich  dem  Werte  der  Funktion  -=*- 

-  «x 

im  Punkte  Sß.  Die  Ordnung  von  Stj  ist  alsdann  ax  +  ^2;  wo  *%  positiv 
ist.  Im  allgemeinen  ist  auch  die  Zahl  (%  gleich  eins,  in  besonderen 
Fallen  kann  sie  aber  gröfser  als  eins  werden. 

Wahlen  wir  die  Grunddivisoren  Äq,  3^,  SKj  der  Schar  ®  in  der 
liier  angegebenen  Weise,  nämlich  so,  dafs  für  ihre  Ordnungszahlen 
fy  «! ,  «!  +  «8  die  Ungleichungen  0  <  ax  <  at  +  <*a  gelten,  und  nehmen 
wir  überdies  den  gemeinsamen  Nenner  %  der  Funktionen  x0,  x^x^sis 
zu  Sß  teilerfremd  an,  so  besitzen  die  drei  Funktionen  in  Sß  Reihen- 
entwickelungen  von  folgender  Form: 

4)  ^  =  1+...,    a^  — **  +  •■-,    ^  =  ^+ff«  +  .., 

wobei  »  eine  Funktion  des  Körpers  ist,  welche  in  Sß  in  erster  Ordnung 
verschwindet.  Von  dieser  Transformation  werden  wir  jetzt  und  im 
folgenden  immer  Gebrauch  machen,  wenn  es  sich  um  Untersuchung 
singulärer  Vorkommnisse  in  einzelnen  Punkten  Sß  der  Riemannschen 
Flache  handelt. 

Bilden  wir  nun  die  Determinanten 

X*  dn        **  dn  9     X*  dn        X°  dn '     X*  die        Xl  dn  } 

so  haben  sie  in  Sß  dieselbe  Ordnungszahl  wie  die  entsprechenden  Ver- 
zweigungsdivisoren 3,x:*s,  &*:*,,  &*,:*i">   deim  eS  iflt  Z- B- 

da^            dxQ         «  d  /a^\        S^^vj 
Xo-^^xi~d^--^dn\^J WST ' 

und  es  kommt  der  Primteiler  Sß  nach  der  Voraussetzung  in  keinem  der 
Divisoren  Ä,  Qn,  xtn  vor.  Führt  man  nun  die  vorher  aufgestellten 
Reihenentwickelungen  ein,  so  erhalt  man 
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und  es  enthält  somit  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  9^  der  drei  Ver- 
zweigungsdivisoren 8*i.**)8*»:*o>8*o:*i  g«^11  den  Faktor  ?ßai"""\  Daher  ist 

5)  «j-n^-1, 

worin  das  Produkt  über  alle  Punkte  der  Riemannschen  Flache  oder 
auch  nur  über  diejenigen  in  endlicher  AtieuJiI  vorhandenen  Punkte  zu 
erstrecken  ist,  für  welche  at  >  1  ist.  Hierdurch  ist  also  die  algebraische 
Bedeutung  des  ersten  Verzweigungsdivisors  9^  der  Schar  ©  —  (&,>,  Äi>$j) 
vollkommen  erklart,  und  wir  können  in  Rücksicht  auf  die  obige  Divi- 
sorengleichung auch  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Kurve  die  Parameterdarstellung  besitzt: 

9L  Ä.  fL 

xo  —  ä~  >    ^  ™  « '    **  Ä  «' 

so  ist  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  der  Differentialteiler  von 

x1  d#j  —  x%  dxly    x^  dx0  —  x0  dx±}    x0  dxt  —  xxJtoc^ 

gleich  3;   wo   9^    der   erste   Verzweigungsdivisor    der   Schar 

6- (*.,*i,  *i)wt. 
Um  nun  aber  auch  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Divisors  zu 
erkennen,  gehen  wir  auf  die  früher  eingeführte  Normalform  der  Grund- 
divisoren 

«o  -  ¥° . . .,   «i  -  $ai . . .,   «,  -  ?"1+ffl  •  •  • 

zurück  und  berücksichtigen,  dafe  die  Divisoren  der  ganzen  Schar 

die  Schnitte  der  sämtlichen  Geraden  der  Ebene,  die  Divisoren  der 
Unterschar 

CxKi  +  c,*, 

aber  die  Schnitte  der  Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  den  zu  Sß  ge- 
hörigen Kurvenpunkt  P  darstellen.  Für  die  Ermittelung  der  Ordnungs- 
zahl K|  kommt  es  nur  auf  einen  bestimmten  durch  P  hindurchgehenden 
Kurvenzweig  an,  und  die  Zahl  «,,  welche  die  Multiplizitat  des  Schnittes 
irgend  einer  Geraden  des  Büschels  mit  dem  betreffenden  Kurvenzweige 
für  den  Punkt  Pangiebt,  ist  nun  im  allgemeinen  gleich  eins,  in  besonderen 
Fällen  aber,  wenn  der  Kurvenzweig  nach  Art  des  Rückkehrpunktes 
oder  der  Schnabelspitze  für  sich  allein  eine  Singularität  besitzt,  gröber 
als  eins.  Für  den  Rückkehrpunkt  ist  z.  B.  ax  ==  2  und  diese  Singularität 
ist  die  einfachste,  welche  den  Divisor  9^  beeinfluist.  Wir  bezeichnen 
daher  den  Divisor  9^  in  Rücksicht  auf  seine  geometrische  Bedeutung 
auch  kurz  als  den  Divisor  der  Rückkehrpunkte. 
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Beschränkt  man  sich  bei  der  Untersuchung  auf  solche  Kurven, 
deren  Singularitäten  nur  gewöhnliche  Doppel-  und  Bückkehrpunkte 
sind,  so  ist,  da  eben  nur  für  die  Bückkehrpunkte  die  Zahl  a1>  1,  und 
für  diese  =  2  wird,  die  Ordnung  rx  des  Divisors  9^  einfach  gleich  der 
Zahl  r  der  Bückkehrpunkte.  Ferner  setzt  sich  alsdann  die  in  der  Formel  (3) 
auf  S.427  auftretende  Ordnungszahl  2d  des  Divisors  3)  aus  dem  Doppelten 
der  Anzahl  d  der  Doppelpunkte  und  der  Anzahl  r  der  Bückkehrpunkte 
zusammen,  und  es  ist  also 

d  -  d  +  r; 

somit  erhalt  diese  und  die  zuletzt  aufgestellte  Plückersche  Formel  (3) 
die  Gestalt 

3a)  *-{-(n-l)(»-2)-rf-r 

fc«2j>  +  2(n-l)-r==w(n-l)--2d-3r. 

Neben  diese  erste  Plückersche  Formel  stellt  sich  eine  zweite, 
wenn  wir  nun  auch  die  geometrische  Bedeutung  der  zuvor  algebraisch 
erklarten  Ordnungszahl  <x%  feststellen.  Gehen  wir  wieder  von  der  eben 
eingeführten  Normalform  der  Divisorenschar  ©  aus,  so  stellt  der 
Divisor  %  den  Schnitt  der  Tangente  im  Punkte  P  an  den  zu  unter- 
suchenden Kurvenzweig  dar;  denn  die  Tangente  ist  ja  nach  dem  Satze 
auf  S.  373  diejenige  Gerade,  welche  mit  dem  Kurvenzweige  in  P  einen 
Schnitt  von  höherer  Multiplizitat  wie  jede  andere  Gerade  des  Strahlen- 
büschels durch  P  besitzt.  Im  allgemeinen  ist  nun  or8  «  1,  die  Be- 
rührung der  Tangente  also  nur  eine  einfache;  es  giebt  aber  aus- 
gezeichnete Punkte,  für  welche  die  Berührung  eine  höhere  wird,  und 
dies  tritt  bekanntlich  vor  allem  für  die  Wendepunkte  der  Kurve  ein, 
für  welche  er,  =  2  ist.    Bilden  wir  hiernach  den  Divisor 

6)  «i-TT^-1, 

worin  das  Produkt  ebenfalls  über  die  ganze  Biemannsche  Flache  er- 
streckt werden  kann,  so  wollen  wir  ihn,  wenn  wir  eine  algebraische 
Terminologie  vorziehen,  ab  den  zweiten  Verzweigungsdivisor 
der  Schar  ©  =  (Äq,  äi;  Äj)  bezeichnen;  in  Bücksicht  aber  auf  seine 
geometrische  Bedeutung  wollen  wir  ihn  auch  den  Divisor  der 
Wendepunkte  der  Kurve  nennen. 

Soll  nun  die  durch  die  Determinante  (1)  bestimmte  Kurventangente 
im  Punkte  (x0,  x19  xs)  eine  Berührung  höherer  Ordnung  haben,  so  mufs 
die  Determinante  verschwinden,  wenn  man  die  laufenden  Koordinaten 

to>  £u  k  durcil 

Xi  +  2dxi  +  d*Xi  (t  -  0,  l,  2) 

ersetzt;  es  mufs  also 
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A  = 


«i> 

«t 

** 

da„ 

dxt 

dX} 

d'x0 

d'xt 

d*x, 

=  0 


sein.  Diese  Gleichung  ergiebt  uns  also  die  Inflexionspunkte  der  Kurve; 
es  enthält  aber  die  linke  Seite  der  Gleichung  noch  überflüssige  Faktoren, 
wir  müssen  daher  vollständig  den  der  Determinante  A  entsprechenden 
Divisor  bestimmen.  Diese  Untersuchung  ist  ähnlich  derjenigen,  durch 
welche  wir  auf  S.  294  den  zu  einem  Differentiale  dx  gehörigen 
Teiler  festgestellt  haben;  sie  ist  nur  darum  etwas  komplizierter, 
weil  hier  auch  zweite  Differentiale  auftreten,  kann  aber,  wie  wir  nun 
zeigen  wollen,  mit  analogen  Methoden  durchgeführt  werden. 

Betrachtet  man  in  der  Determinante  A  die  Grofsen  Xq,  x1  ,  x%  als  Funk- 
tionen irgend  einer  Variabein  u  des  Körpers,  so  erhält  sie  die  Gestalt 


7) 


#0 

Xx 

*% 

dx0 

dxl 

dxt 

du 

~du 

~du~ 

d*x0 
du1 

d*xl 
du* 

d*xt 
du* 

du*. 


Es  entsteht  nun  zuvörderst  die  Frage,  ob  diese  Determinante  ihren 
Wert  behält,  wenn  wir  x0,  xt)  x^  als  Funktionen  einer  andern  Variabein 
des  Körpers  auffassen.  Führen  wir  aber  an  Stelle  von  w  eine  andere 
Gröfse  v  als  unabhängige  Variable  ein,  so  ergiebt  sich  durch  Differentiation 


dv 

d*x, 

dv* 


dxA  du 
du  dv 


d*xh /du\*      dxh 
~dü*  \dv~)  +  ~dü 


dxh  d*u 
dv*' 


Setzt  man  also  in  der  Determinante  A  an  Stelle  der  Differentiale 
die  Differentialquotienten  nach  u  oder  v,  so  findet  man  nach  leichter 
Umformung 


#0 

*i 

*% 

*0 

*i 

** 

dx0 
dv 

dxx 
~dv 

dxt 
dv 

-<£)'• 

dxt 
du 

dxx 
~dü 

dxt 
~dü 

d*x0 

d*xx 

d*x% 

d*x0 

d*xl 

d*Xt 

dv* 

dv* 

dvt 

du* 

du* 

du* 

Hieraus  geht  hervor,  dafs  die  Determinante  A  keine  Änderung 
erfahrt,  wenn  man  die  Variable  u  durch  irgend  eine  andere  v  des 
Körpers  ersetzt,  und  da  A  als  dritte  Potenz  eines  ersten  Differentials, 
multipliziert  mit  einer  Funktion  des  Körpers  dargestellt  worden  ist,  so 
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folgt  jetzt,  daJfe  wir  dieser  Determinante,  ebenso  wie  einem  einfachen 
Differentiale,  einen  völlig  bestimmten  und  von  der  Hilfsvariabelen 
unabhängigen  Divisor  zuordnen  können,  dessen  Ordnung  gleich  3  (2p  —  2) 
ist,  weil  du  oder  dv  die  Ordnung  2p  —  2  hat.  Da  x09xlfx%  den  ge- 
meinsamen Nenner  &  haben,  so  tritt  im  Nenner  jenes  Divisors  nur 
eine  gewisse  Potenz  von  &  auf,  deren  Exponent  leicht  zu  bestimmen  ist. 
Ersetzen  wir  nämlich,  wie  auf  S.  422,  die  Funktionen  #0,  a^,  x^  durch 

worin  f*  =  g  ist,  so  findet  man  für  die  entsprechende,  aus  den  Funk- 
tionen y  und  deren  Differentialen  gebildete  Determinante  A(y)  die 
Relation 

oder  es  ist 

8»A(y) -«»*(*). 

Die  Determinante  A  erhält  also  den  Nenner  Ä8,  der  bei  Übergang 
zu  proportionalen  Gröfsen  durch  die  dritte  Potenz  irgend  eines  anderen 
Divisors  der  Schar  ersetzt  wird;  wir  können  daher  setzen 

worin  &  einen  ganzen  Divisor  der  Ordnung  3  (2p  —  2)  +  3n  bedeutet. 
Um  nun  diesen  ganzen  Divisor  zu  untersuchen,  machen  wir  wieder 
für  einen  beliebigen  Punkt  5ß  von  der  früher  angewendeten  Trans- 
formation (4)  der  Schar  ©  Gebrauch  und  finden  alsdann  bis  auf  höhere 
Potenzen  von  n: 

0     ^(«,-1)*«»-*    (a1+at)(a1  +  a2~l)^+^-2 

=  *t*%  (ccx  +  a2)  Ä»«k+««-»  +  •  •  • 

Der  Divisor  &  besitzt  also  in  Sß  genau  die  Ordnungszahl  2at  +  a%—5, 
und  diese  ist  ausschliefslich  durch  die  vorher  charakterisierten  Zahlen  ax 
und  «2  bestimmt.  Denselben  Exponenten  erhalt  aber  auch  für  jeden 
beliebigen  Primteiler  Sß  das  aus  den  Verzweigungsdivisoren  9^  und  9^ 
zusammengesetzte  Produkt 

also  ist  der  Zahler  ©  des  der  Determinante  A  zugeordneten  Divi- 
sors   mit   dem  Produkte  SR*  SR,   identisch,   und  wenn  man  von  ihm 


*0 

*i 

% 

dx0 
du 

dx1 
~dn~ 

dfy 
dn 

= 

d*x0 

d*xx 

d*xt 

dn* 

dn* 

du* 
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den  überflüssigen  Faktor  SRJ  absondert,  so  bleibt  der  Divisor  SR,  der 
Wendepunkte  übrig.  Daher  erhalten  wir  für  A  folgende  einfache 
Divieorendarstellung: 


5) 


Xq         xt 

** 

dxQ      dxx 

da% 

d*x0    d*xx 

d*x* 

Für  die   Ordnung  i  des  Divisors  SR,  der  Inflexionspunkte  ergiebt 
sich  nunmehr  die  zweite  Plückersche  Formel 

6)  i  —  3(2|> - 2  +  n)-  2r1  =  3(w-n)  -2^. 

Im  Falle  einfacher  Doppel-  und  Bückkehrpunkte  erhält  diese  Formel 
die  Gestalt 

6a)  i  =  3n(w-2)- 6d-8r. 

Den  beiden  Plückerschen  Formeln  (3  a)  und  (6  a)  stehen  zwei 
dualistisch  entsprechende  zur  Seite,  wenn  wir  die  Kurve  als  Tangenten- 
gebilde auffassen.  Bestimmen  wir  nämlich  zu  jedem  Punkte  einer 
algebraischen  Kurve  die  Polare  in  Beziehung  auf  einen  festen  gegebenen 
Kegelschnitt,  so  hüllt  bekanntlich  die  Gesamtheit  der  so  erhaltenen 
Geraden  ein  dualistisch  entsprechendes  Tangentengebilde  ein,  und  die 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Kurven  ist  eine  umkehrbare.  Dabei 
sind  den  Doppelpunkten  der  ersten  Kurve  Doppeltangenten  der  zweiten, 
den  Bückkehrpunkten  der  ersten  aber  Wendetangenten  der  zweiten 
zugeordnet;  denn  wenn  der  bewegliche  Punkt  auf  der  ersten  Kurve 
zweimal  an  dieselbe  Stelle  der  Ebene  gelangt,  so  mufs  auch  die  be- 
wegliche Tangente  der  zweiten  Kurve  zweimal  dieselbe  Lage  erhalten, 
wenn  aber  der  Punkt  die  Richtung  des  Fortrückens  auf  der  Tangente 
umkehrt  und  hierdurch  zu  einem  Bückkehrpunkte  Veranlassung  giebt, 
so  mufs  die  zugeordnete  Gerade  die  Richtung  ihrer  Drehung  um  den 
Berührungspunkt  umkehren  und  die  eingehüllte  Kurve  also  einen  Wende- 
punkt bilden.  Daher  entspricht  der  Ordnung  n  der  ersten  die  Klasse  i 
der  zweiten  Kurve,  der  Anzahl  d  der  Doppelpunkte  die  Anzahl  t  der 
Doppeltangenten,  der  Anzahl  r  der  Bückkehrpunkte  die  Anzahl  i  der 
Inflexionstangenten.    Wir  erhalten  somit  die  entsprechenden  Formeln 

)  (r  =  3Jfe(fc-2)-6*-8t. 

Das  Geschlecht  der  Kurve  ist  dasselbe,  mögen  wir  sie  nun  als 
Punkt-    oder    als    Tangentengebilde    auffassen,     da    die    Tangential- 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  2.   Plückersche  Formeln.  447. 

koordinaten  w0,  t^,  f*j  durch  eindeutig  umkehrbare  Transformation  aus 
den  Punktkoordinaten  xQ,x1,xi  hervorgehen.    Es  ist  also 

i>=4(»-l)(n-2)-d-r 

8>  1 

=  ±Qc-l)(]c-2)-t-i. 

§2. 

Wir  wollen  die  Plückerschen  Formeln  und  das  Prinzip  der  Ab- 
bildung der  Kurven  an  einem  Beispiele  zur  Anwendung  bringen,  durch 
welches  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Untersuchungen  scharfer 
hervortreten  soll. 

Gegeben  sei  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a^a^a^  und  ein  Kegel- 
schnitt, welchen  wir  als  Tangentengebilde  auffassen  und  später  in 
ein  Punktepaar  degenerieren  lassen  wollen.  Durch  jeden  Punkt  P  der 
Ebene  gehen  alsdann  drei  Geraden  Z0,  llfli,  welche  den  Seiten  des 
Dreiecks  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  konjugiert  sind,  und  wir 
suchen  die  Bedingung  auf,  unter  welcher  die  drei  Punkte  Q0,  Qly  Qs 
in  gerader  Linie  gelegen  sind,  in  denen  die  Geraden  l0,  llf  l%  resp.  die 
Seiten  a^,  a1}  (%  schneiden.  Die  Punkte  P  erfüllen  alsdann  eine  gewisse 
Kurve,  und  die  zugehörigen  Geraden  g  =  P0P1Pi  hüllen  eine  zweite 
ein;  diese  beiden  Kurven,  welche  übrigens  Steiner  zuerst  untersucht 
hat,  sind  durch  eindeutige  Transformation  aufeinander  bezogen  und 
müssen  daher  dasselbe  Geschlecht  besitzen. 

Machen  wir  das  Dreieck  zum  Koordinatendreieck,  so  mag  P  die 
Koordinaten  lo>  £1;  t»  haben,  und  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in 
Linienkoordinaten  u0,  u^Ug  sei 

1)  Z&ikUiUk  =  0  (t,fc  =  0,1,2); 

die  Bedingung  dafür,  dafs  zwei  Geraden  u  und  v  in  Beziehung  auf  den 
Kegelschnitt  konjugiert  sind,  ist  also 

Za>ikUiVk  =  0  (»,  *  =  0,  1,2). 

Der  Pol  der  Seite  at  des  Koordinatendreiecks,  für  welche  ut  =  1  ist, 
wahrend  die  anderen  beiden  Koordinaten  gleich  Null  sind,  hat  also  die 
Gleichung 

Oi(f})  =  CDioVo  +  fi)t-ii?i  +  (OaVi  =  0, 

und    die    Verbindungslinie    dieses   Pols    mit    dem    Punkte  P,    dessen 

Gleichung 

g(t>)  —  6ot?0  +  I&  +  fevg  -  0 

lautet,  ist  die  zu  at  konjugierte  Gerade  lt.  Jeder  auf  dieser  Geraden 
gelegene  Punkt  hat  also  eine  Gleichung  der  Form 
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=  0. 


worin  X  den  Parameter  der  Punktreihe  bedeutet;  will  man  insbesondere 
den  Schnittpunkt  Qi  von  l{  und  a{  bestimmen,  so  hat  man  X  so  zu 
wählen,  dafs  die  Gleichung  durch  die  Koordinaten  der  Geraden  at  er- 
füllt wird  und  dafs  also 

<x>{i+Xti  =  0 

ist.  Als  Gleichung  des  Schnittpunktes  Q>  erhalt  man  somit  durch 
Elimination  von  X 

&iQl>Q  +  (OnVi  +  (OuV*      (Da 

lo^o  +  Sivi   +  &*      S/ 
Stellen  wir  nun  die  Gleichungen  der  drei  Punkte  QQ,  QX)  Q% 

So»oOO-»ooS(<0Ä°; 
2)  Si»i(t>)-»iiS(t>)  =  0, 

untereinander,  so  erhalten  wir  durch  Elimination  der  Koordinaten  v 
die  Bedingung,  welcher  der  Punkt  (£)  genügen  mufs,  wenn  die  drei 
Punkte  Q0,  Qu  Q3  in  gerader  Linie  gelegen  sein  sollen,  durch  Elimination 
der  |  aber  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes,  welchen  diese 
Geraden  g  einhüllen.  Dabei  verfährt  man  am  besten  in  der  Art,  dafs 
man  noch  die  Identität 

lovo  +  ii^i  +  £sv*  -  S(«0  =  ° 
zu  (2)  hinzufügt  und   aus   den  vier  so  entstehenden  Gleichungen  ent- 
weder die  linear  und  homogen  auftretenden  Gröfsen 

%>    «>i>    «fr,     6(«)# 
oder  die  ebenfalls  linear  auftretenden  Größen 

So,     Si,     U>     S(t>) 
eliminiert. 

So  ergiebt  sich  als  geometrischer  Ort  der  Punkte  P—Cfenl^fe)  die 

Kurve  dritter  Ordnung 


3) 


oder 


»<x>S0 

»oiSo 

»02  So       »00 

»10S1 

»nSi 

»12  Sl       »11 

»20  S* 

»21  S2 

»22  S2       »22 

So 

Sl 

S2              1 

»00 

»01        »02 

»O0S1S2 

»10 

»11        »12 

»11  S«  So 

cow 

»21        »22 

»22  So  Si 

So 

Sl            12 

S0S1S, 

=  0 


=  0. 
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Bezeichnet  man  die  Determinante  der  quadratischen  Form  Ta>a  UiUk 
mit  Q,  und  die  Adjunkte  des  Elementes  coik  mit  Q(k,  so  lautet  die 
letzte  Gleichung  ausgeschrieben: 

0  -  Q&oU  -  »ootik  (PmU  +  Öoili  +  Q«  £») 

-»»toSl(Q»o£o  +  QMti  +  ö»il,). 

Eliminiert  man  aber  ans  den  Gleichungen  (2)  die  Gröften  £,  so  erhält 
man  als  geometrischen  Ort  der  den  Punkten  P  zugeordneten  Geraden  g 
die  Kurve  dritter  Klasse 


4)                             0  = 

»„(»)      0          0 

o    ©iC«)     o 

0         0       at(v) 

oder  ausgeschrieben 
4a)                              *•« 

»o         vt         «, 

»I 


00 


"u 


(0, 


VI 


Bei  der  geometrischen  Interpretation  der  Kurvengleichungen  (3)  und 
(4)  wollen  wir  uns  auf  den  speziellen  Fall  beschränken*),  dafs  die  gegebene 
Kurve  zweiter  Klasse  in  das  Punktepaar  G  und  S  mit  den  Gleichungen 

9u  =  9o  w0  +  ffi  *i  +  9%  ««*  —  0 
K  —  *owo  +  h*i  +  hu*  —  ° 
degeneriert;  dann  ist  identisch 

IcDaW.t**  —  2flfaAÄ, 

und  die  Bedingung,  dafs  die  beiden  Geraden  u  und  v  in  Beziehung 
auf  den  Kegelschnitt  konjugiert  sind,  ist  gleichbedeutend  damit,  dafe 
sie  durch  das  Punktepaar  G,  H  harmonisch  getrennt  werden.   Ferner  ist 

(Oiksss9i^k  +  9kh} 

die  Determinante  Q  verschwindet,  und  die  adjungierte  Form  TQ.ihXiXk 
wird  proportional  dem  Quadrate  der  Linearform 


PqX0  +  PiXt  +  p%xi9 


wo  pQ,Piyp2  die  Koordinaten  der  Geraden  GH  bedeuten.    Da  hiernach 
Qk  —  PPiPk  ißt,  so   hebt    sich  aus   der   Gleichung   (3a)   der  Faktor 

*)  Eine  ausführlichere  Behandlung  des   allgemeineren  Problems  findet  man 
bei  Gundelfinger-Dingeldey,  Analytische  (Geometrie  der  Kegelschnitte,  8.410. 

Heu  fei  n.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  29 
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PoZo  +JP1I1  +  ft£*   heraus,   und  nach  Fortlassung  desselben   wird  die 
Gleichung  der  Kurve 

0  —  9ohPotitt  +9APil%lo  +  &**ft!o£i 
M*    9x9%     W 
felo    9%9o    hh  ' 
loSi     0o0i     Kh 

Die  Kurve  der  Punkte  P  ist  also  nichts  anderes  als  der  Kegel- 
schnitt, welcher  durch  die  Ecken  des  Koordinatendreiecks  und  durch 
die  Punkte  0}  S  hindurchgeht;  die  auf  ihn  eindeutig  bezogene  Kurve 
dritter  Klasse  hat  aber  zur  Gleichung 

a\>\  flA^o        1       9i\*i        .       9%\»*      ^  J_ 

;  9oK  +  K9u        9iK  +  K9u  T  9%K  +  \9U        2 

oder 

9oKuo(9ih»  +  \9*)  (9*K  +  h9u)  +  9\  hui  (&*•  +  *■£«)  (g0hu  +  h0gm) 
4c)  +  &***»  (ft>  A»  +  h9u)  (9i  K  +  *i0«) 

-Y(9oK  +  h9u)(9ih*  +  K9»)(92hu  +  \9u)  =  0. 

Die  hierdurch  dargestellte  Kurve  mufs  das  Geschlecht  Null  haben, 
weil  sie  umkehrbar  eindeutig  auf  einen  Kegelschnitt  bezogen  ist;  aus 
der  Kurvengleichung  geht  ferner  hervor,  dafs  die  Seiten  des  Dreiecks 
einfache  Tangenten,  die  Gerade  OS  aber  Doppeltangente  mit  den 
Berührungspunkten  O  und  S  ist.  Verbindet  man  nämlich  die  Kurven- 
gleichung mit  der  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  OS: 

so  ergiebt  sich,  weil  die  Gleichung  (4c)  in  gu  und  hu  quadratisch  ist, 
für  jeden  beliebigen  Wert  von  X  die  Doppellösung 

9u  —  K  —  0 
oder 

die  Gerade  OS  ist  also  Doppeltangente.    Wählt  man  aber  insbesondere 
auf  OH  die  Punkte 

gu  =  0    oder    hu  =  0, 

so  ergiebt  sich  obige  Losung  sogar  als  dreifache,  die  Punkte  G  und  H 
sind  also  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente. 
Wenden  wir  nun  die  Formel 

p -■!(*-- 1)<*-2)-*-< 

für  unsern  Fall  k  =  3,  p  =  0  an,  so  folgt,  dals  t  +  i  =  1  ist,  und  da 
wir  von  der  Existenz   einer  Doppeltangente  bereits  wissen,   so  muis 
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tf=l,  i  =  0  sein;  die  Kurve  hat  also  keine  Inflexionspunkte.  Be- 
stimmen wir  nunmehr  die  Ordnung  n  und  die  Zahl  r  der  Rückkehr- 
ptmkte  mit  Hilfe  der  Plückerschen  Formeln: 

n  =  *(i-l)-2*-3t,    r  =  3i(*~2)-6<-8i, 

bo  ergiebt  sich  w  =  4  und  r  =  3;  die  Kurve  ist  also  von  der  vierten 
Ordnung  und  hat  drei  Bückkehrpunkte.  Man  kann  dann  beweisen, 
dafs  die  Bückkehrtangenten  diejenigen  Geraden  sind,  welche  durch  die 
Ecken  des  Dreiecks  gehen  und  von  der  Gegenseite  durch  das  Punkte- 
paar G,  H  harmonisch  getrennt  werden;  denn  diese  Geraden  sind  zufolge 
der  Definition  des  Gebildes  die  den  Ecken  des  Dreiecks  entsprechenden 
Tangenten,  und  aus  der  Entstehungsweise  der  Kurve  geht  durch  An- 
schauung oder  durch  Rechnung  hervor,  dafs  der  auf  der  Tangente 
wandernde  Berührungspunkt  an  einer  solchen  Stelle  seine  Richtung 
umkehrt 

Besonderes  Interesse  verdient  der  spezielle  Fall,  dafs  das  Punkte- 
paar O,  H  die  beiden  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  der 


Fig.  84. 

Ebene  sind.  Es  ist  bekannt,  dafs  zwei  Gerade,  welche  in  Bezug  auf 
dieses  Punktepaar  konjugiert  sind,  zu  einander  senkrecht  stehen  müssen. 
Die  Geraden,  welche  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  konjugiert  sind  und 
durch  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  gehen,  sind  also  die  Höhen 
des  Dreiecks.  Demgemäß  spezialisieren  sich  die  erhaltenen  Resultate 
folgendermaßen : 

Der  einem  Dreiecke  umschriebene  Kreis  ist  der  geometrische 
Ort  aller  der  Punkte,  für  welche  die  Fufspunkte  der  auf  die 

29* 
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Seiten  gefällten  Senkrechten  in  einer  Geraden  liegen.  Diese 
Geraden  hüllen  eine  Kurve  dritter  Klasse  und  vierter  Ordnung 
ein,  welche  die  Dreiecksseiten  einfach,  die  unendlich  ferne 
Gerade  aber  in  den  beiden  Kreispunkten  berührt  und  die 
Höhen  des  Dreiecks  zu  Bückkehrtangenten  hat  (Fig. 34, s.S. 451). 


§3. 

Die  im  vorletzten  Abschnitte  angewendeten  Methoden  sind  nicht 
auf  Scharen  der  Dimension  drei  beschrankt,  sondern  lassen  sich  mit 
Leichtigkeit  auf  beliebige  Scharen  von  Divisoren  übertragen-  Sie 
bilden  alsdann  die  Grundlage  für  die  Untersuchung  algebraischer  Ge- 
bilde im  Räume  von  drei  und  mehr  Dimensionen.  Diese  Erweiterung 
der  vorher  eingeführten  Fundamentalbegriffe  soll  nunmehr  zunächst 
rein  algebraisch  auseinandergesetzt  werden,  um  sodann  in  den  spateren 
Kapiteln  für  geometrische  Zwecke  verwendet  zu  werden. 

Es  seien  Ä0,  2^, . . .  Ä,  s  +  1  ganze  Divisoren  einer  Klasse  A  von 
der  Ordnung  w,  welche  voneinander  linear  unabhängig  sind  und  keinen 
gemeinsamen  Teiler  besitzen;  dann  erhalten  wir  durch  lineare  Ver- 
bindung der  Fundamentaldivisoren  8  eine  Divisorenschar 

1)  @  =  («o,»„.  ..«.)• 

Diese  Schar  kann  anstatt  aus  den  8+1  Divisoren  80,  £x, . . .  Ä, 
auch  aus  s  +  1  anderen  Divisoren  330,  331; . . .  85,  aufgebaut  werden, 
welche  mit  den  ersten  durch  lineare  Gleichungen 

2)  85,=  !^«*  (tf*-oflf  ...#) 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  |c,*|  verbunden  sind.  Eine 
solche  Transformation  der  Grunddivisoren  bringen  wir  bei  Unter- 
suchung der  der  Schar  ©  eigentümlichen  Singularitäten  oftmals  in 
Anwendung. 

Wir  können  nun  der  Schar  ©  in  folgender  Weise  einen  Ver- 
zweigungsdivisor der  ersten,  zweiten,  . . .  sten  Ordnung  zuweisen. 
Ist  5ß  ein  beliebiger  Punkt  der  Riemannschen  Fläche  St,  und  be- 
trachten wir  innerhalb  der  Schar  ©  die  Gesamtheit  <3t  der  durch  Sß 
teilbaren  Divisoren,  so  kann  es  sein,  dafs  diese  Unterschar  den 
Faktor  5ß  in  einer  höheren  Potenz  5ßai  enthält.  Dann  wollen  wir  in 
den  ersten  Verzweigungsdivisor  3i  die  Potenz  Sp*1""1  aufnehmen 
und  aus  den  sämtlichen  so  zu  bildenden  Potenzen  von  Primteilern 
den  Divisor 

3a)  3X  —  TT^"1"""1  ($  »He  Punkte  von  tt) 
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zusammensetzen.  Bilden  wir  jetzt  innerhalb  der  Unterschar  ®x  die 
Gesamtheit  der  Divisoren,  welche  den  Faktor  5ßai+1  enthalten,  so  kann 
es  eintreten,  daJCs  die  sich  ergebende  Unterschar  @,  den  Punkt  Sß  in  einer 
höheren  als  der  geforderten  Multiplizität,  nämlich  in  der  Potenz  $ßai+a»; 
enthalt;  dann  nehmen  wir  in  den  zweiten  Verzweigungsdivisor  3, 
die  Potenz  iß**-"1  auf  und  bilden  in  derselben  Weise  wie  vorher 

3b)  8*  =  TT^*1"*1  (¥  alle  Punkte  von  W). 

In  dieser  Weise  erhalten  wir  s  bestimmte  Divisoren  3i;  3*, . . .  &$> 
welche  von  der  Auswahl  der  Fundamentaldivisoren  unabhängig  sind 
und  daher  als  erster,  zweiter,  . . .  ster  Verzweigungsdivisor  der 
Schar  ©  bezeichnet  werden  sollen. 

Der  so  gebildete  Begriff  ist  eine  naturgemäfse  Verallgemeinerung 
des  Verzweigungsdivisors  im  ursprünglichen  Sinne  des  Wortes.  Ist 
nämlich  s=l,  so  ist  offenbar  der  Verzweigungsdivisor  3i  der  Schar  (Ä,,,?^) 
identisch  mit  dem  zu  der  Variabein 

*-« 

gehörigen  Verzweigungsdivisor  3*5  denn  enthält  3i  den  Faktor  Sß"""1 
und  nimmt  die  Variable  x  in  Sß  den  Wert  a  an,  so  verschwindet  x  —  a, 
resp.  wenn  a  unendlich  ist,  —  in  Sß  in  «ter  Ordnung,  und  hieraus 
folgt,  daffl  Sß  ein  a-  blättriger  Verzweigungspunkt  der  Riemannschen 
Fläche  %c,  also  3i  un^  3«  identisch  sind. 

Wenn  für  einen  Punkt  Sß  der  Riemannschen  Fläche  die  Ver- 
zweigungsdivisoren 3i>  3*>  •  ■  •  3«  der  Reihe  nach  die  Ordnungen 
*!  —  1,  a,  —  1,  ...  <*,  —  1  besitzen,  so  können  wir  zufolge  der  vorher 
gegebenen  Erklärung  ganz  analog  wie  auf  S.  441  die  Grunddivisoren 
%»  &i>  %%>  - •  •  t  der  Schar  ©  so  annehmen,  dafs  sie  in  Sß  der  Reihe 
nach  die  Ordnungszahlen 

°>    ai>    «i+  a%>  ••  •  ai  +  *»H Mi 

erhalten.  Wahlen  wir  alsdann  einen  Divisor  8  der  Klasse  A,  welcher 
zu  5ß  relativ  prim  ist,  und  bilden  mit  ihm  die  Funktionen 

so  ergeben  sich  für  diese  Funktionen  in  der  Umgebung  von  5ß  Reihen- 
entwickelungen der  Form 

4)^-1+...,^=^  +  .^ 

wo  %  eine  Funktion  des  Körpers  ist,  welche  in  Sß  die  Ordnungs- 
zahl eins  hat. 


3n  =  äF> 
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Die  8  Verzweigungsdivisoren  der  Schar  ©  können  nun,  wie  wir 
zeigen  wollen,  mit  Hilfe  gewisser  in  der  Kurventheorie  häufig  auf- 
tretender Determinanten  vollständig  dargestellt  werden.  Bilden  wir 
nämlich,  zunächst  ohne  irgend  welche  Normierungen  der  Qrunddivisoren 
80,  Ä1, . . .  &,  vorzunehmen,  mit  einem  beliebigen  Divisor  &  der  Klasse  A 
die  Funktionen 


«1 


und  aus  diesen  und  ihren  Differentialen  die  Determinante 


5) 


A,= 


x0       %i       **      •  •  •  x* 
dx0    dx±     dX}   . . .  dx9 
d*xQ  d%Xy   d*X} . . .  d%x9 


=  ^(«0,«!,^,  ...x,), 


d  x0  d  xx    d  X}  . . .  d  xg 
so  steht  diese  und  gewisse  ihrer  Unterdeterminanten  in  innigem  Zu- 
sammenhange mit  den  VerzweigungBdivisoren  der  Schar. 

Um  dies  zu  erweisen,  betrachten  wir  zuerst  den  der  Determinante  &, 
zugeordneten  Divisor  und  bestimmen  zuvorderst  seine  Ordnung  und 
Beine  Pole.  Ist  nun  u  eine  beliebige  Variable  des  Körpers,  so  können 
wir  die  Determinante  A,  auch  so  schreiben: 


A.= 


*h**}    * 


duh 


duh      duh 


dkxt 
~dJ 


duT'('+1)   <*  =  o,i,...*), 


und  wenn  man  an  Stelle  der  Variabein  u  eine  andere  v  einführt,  so 
erkennt  man  durch  leichte  Umformung,  da&  die  Determinante  dieser 
Transformation  gegenüber  sich  invariant  verhalt.  In  der  That,  durch 
successive  Differentiation  erhält  man  die  Formel 

dhx.       dhxißu\k       dh"~lxi  dh"ixi  dxt 

17  ~  17  W  +  TF*91  +  17^9'  +  *"  +  d^9'-1  +  Xi9h} 

worin  die  Koeffizienten  glyg%} . . .  <fa  bestimmte  ganze  Funktionen  sind, 

— Tf  aber  nicht 
dvh 


welche  nur  von  den  Differentialquotienten  j->  ~r-j> 

von  den  Differentialquotienten  der  Funktion  xt  abhängen,  und  auf 
deren  Form  es  hier  weiter  nicht  ankommt.  Daher  erhält  man  durch 
successive  Transformation  der  Zeilen  der  obigen  Determinante 


*a 


dxt    d*x{ 

dv     dv%i 


oder 


*. 


dxt    d*xt 
'  ~dv'  ~di*y 


d9xi 
17 

d'x4 
17 


dx.du    d*x. 
Xi'düdi'  ~dit* 


d9x{ 
~dtf\dv 


dvT«+1)  = 


dxt   d*x{  d'  xt 

X"  -d? -d*' '  "  ~W 


*.**+« 
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durch  welche  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen  wird.  Der  der 
Determinante  A,  zugeordnete  Divisor  hat  hiernach,  weil  das  Differential  du 
yon  der  Ordnung  2p  —  2  ist,  die  Ordnungszahl 

S(8  +  1)(J>-1). 

Dieser  Divisor  ist  in  gewisser  Weise  von  dem  willkürlich  eingeführten 
Nenner  &  abhängig;  ersetzt  man  aber  diesen  Nenner  durch  einen 
anderen  Divisor  93  der  Klasse,  so  multiplizieren  sich  die  Funktionen  x 

nur  mit  der  Funktion  Ps<g>  die  Determinante  A,  also  mit  p*+*. 
Denn  man  hat 

dh  (p«)  =  iid*xM«  (x)  diid^xt  +  (2)  cPf»Ä*",*i  +  •  •  •  +  dk(i, 

also  durch  Umformung  der  Zeilen 

|  iixh  d(pxt),  <P(iiXi), . . .  d\(iXi)  |  =  | (ixh  itdXi,  pd*Xi, . . .  pd'xi\, 
oder 

■sr  J  mit  Ä*+1,  so  wird  das 
Produkt  von  der  Auswahl  des  Nenners  81  ganz  unabhängig  und  besitzt 
überdies  keinerlei  Unendlichkeitsstellen  mehr,  da  A,  andere  Pole  als 
die  in  &  vorkommenden  Punkte  nicht  besitzen  kann.    Wir  dürfen  daher 


6)  A,= 


wo  ©  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  dessen  Ordnung  gleich 

*(«  +  l)-(p-l)  +  (»+l)n 

ist.  Dieser  Divisor  ist  überdies  nur  von  der  Schar  ©  selbst,  nicht 
aber  von  der  Auswahl  der  Grunddivisoren  abhängig;  denn  wenn  wir 
durch  die  Transformationsformeln  (2)  an  Stelle  der  Grunddivisoren 
Ä0,  &!,...&,  8+1  andere  S50,  S9„  . .  .  SB,  einführen,  so  multipliziert 
sich  die  Determinante  A,  blofs  mit  einer  Konstanten 

C-\dk\, 

der  Divisor  ©  bleibt  also  ungeändert. 

In  den  Zähler  ©  der  Determinante  A,  treten  nun  die  Verzweigungs- 
divisoren in  bestimmter  Weise  ein.  Es  sei  nämlich  5ß  wieder  ein  be- 
liebiger  Punkt  der  Biemannschen  Fläche,   und   man  bringe,   so  wie 
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vorher  in  (4)  angegeben,  durch  lineare  Transformation  die  Grundfunk- 
tionen  der  Schar  auf  die  Form 

s0  =  l+...,    «k-Äa^+...,  ^_**+*  +  ...,    *,  =  *"*+  •"+-•  +  .... 
Bildet  man  aber  die  Determinante 

dhx0    dhxl    dkxt  <***, 


^«  W>;  •*!>  %%9  •  •  •  ^V/  a 


dw* "'   dw*  '    d«*  '  dn* 


<*-0,lv...  *) 


für  5  + 1  Funktionen,  welche  beliebige  Potenzen  von  n  sind, 

x0  =  ac*0,    ^  = 
so  erhalt  dieselbe  den  Wert 


x0  =  ac*0,    ^  =  **     ^  -  %*  . . .  xt  ■■ 


i 


wobei  DQiq,  fa, . . .  pt)  das  Differenzenprodukt  der  Exponenten  p  be- 
deutet und  somit  für  ungleiche  Exponenten  fi  von  Null  verschieden  ist. 
Es  ist  nämlich 

also  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  in  der  That  nach  Herausnahme  der 
Potenzen  von  n  und  Eolonnentransformation 


■  n 


f*o+fi+ 


...  +  „,-1-, •|l,m,|ljl...rt| 


2>--i-»(«+l) 


IJ(p*-Hd* 


In  unserem  Falle  haben  wir  nun,  wenn  wir  uns  auf  das  erste  Glied 
der  Reihenentwickelungen  beschränken: 

fti-O,     ff x  —  <*!,     f*,  =  ^  +  or„  . . .  (i,  =  ax  +  er,  + h  *# 

zu  setzen  und  erhalten  so,  da  diese  Zahlen  alle  voneinander  verschieden 
sind,  das  Resultat,  dafs  die  Determinante  A  den  Faktor  Sß  genau  in 
der  Ordnung 

sa1  +  (5-l)a,  +  (fi-2)as+...  +  a,--i-5(5+l) 

enthalt.    In  gleicher  Ordnung  enthalt  aber  diesen  Faktor  das  Produkt 

Dieses   Produkt   ist   also   der  Zahler  &  in  (6),   und  wir   dürfen 
daher  setzen 


7)  A, 


1  Ö2        -03        *  *  *  Og 
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wodurch   der  wesentliche   Teil  der  Determinante  A,  als  Produkt  der 
Verzweigongsdivisoren  8i>  3s>  •  •  •  8«  dargestellt  ist   Sind  die  Ordnungen 
dieser  Divisoren  resp.   gleich  wl9  w%} . . .  wt,  so  ergiebt  sich,  weil  die 
Ordnung  von  A,  gleich  $  (s  +  1)  (p  —  1)  ist,  die  Relation 
8)    sw1  +  (s-~l)w%+---+2tc,-1  +  wt-(s  +  l)n  =  s(s  +  l)(p--l). 

Diese  Formel  ist  eine  wichtige  Verallgemeinerung  der  für  den  Fall 
5=1  geltenden,  schon  früher  abgeleiteten  Gnmdformel 

w-2n  =  2(i>-l). 
Setzt  man  in  der  Gleichung  (7)  den  gröfeten  gemeinsamen  Teiler  -„ 
der  Funktionen  x0,  xlf  0%, . . .  xt  gleich  3o>  80  erhält  dieselbe  die  noch 
etwas  gleichmäßigere  und  für  spätere  Zwecke  geeignetere  Gestalt 

7a)  A.-8T4-1««"1... &'-»&; 

da  hiernach  der  grofste  gemeinsame  Teiler  eines  Systems  von  Funktionen 
des  Körpers  in  eine  den  Divisoren  3i>  3sv  -  3«  völlig  koordinierte  Stellung 
rückt,  so  kann  er  als  der  Verzweigungsdivisor  der  nullten  Ordnung 
angesehen  werden.  Man  kann  daher  die  früher  eingeführte  Voraussetzung 
aufheben,  dafs  die  Grunddivisoren  der  Schar  ©  teilerfremd  sein  sollen; 
dann  ergiebt  auch  die  Anwendung  der  oben  gegebenen  Vorschrift  als 
ersten  der  zu  bildenden  Verzweigungsdivisoren  den  grofsten  gemein- 
samen Teiler  3o- 

§4. 
Wir    wollen   jetzt    die    soeben    durchgeführte    Betrachtung    ver- 
allgemeinern  und   hierdurch   die   Verzweigungsdivisoren  3o>  &i>  •  •  •  3* 
selbst  durch  analytische  Ausdrücke  darstellen.     Betrachten  wir  die  aus 
den  ersten  k  +  1  Zeilen  der  Determinante  A,  bestehende  Matrix 

r  xQ       xx       x^     . . .  xs 
1v  dxQ     dxx     dx2  . . .  dx9 

d  x0  d  xl   d  X}  . . .  d  x9 

so  können  wir  aus  ihr  ( ^  ,  j  J  Determinanten  (k  +  l)tor  Ordnung  bilden; 
der  grofste  gemeinsame  Teiler  A*  dieser  Determinanten  ist  dann,  wie 
jetzt  sehr  leicht  zu  sehen,  gleich 

o      öiö%      •  •  •  «O*— iö** 
Denn  aus  dem  erweiterten  Multiplikationstheorem  der  Determinanten 
folgt  ganz  analog,  wie  vorher  für  k  =  s,  dafs  der  Teiler  A*  bei  linearer 
Transformation  der  Grunddivisoren  ungeändert  bleibt;  führt  man  aber 
für  einen  Punkt  5ß  das  in  (4)  des  vorigen  Abschnittes  benutzte  Fun- 
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damentalsy  stein  ein,  so  erweisen  sich  die  Zahler  aller  Determinanten 
als  durch  obiges  Produkt  teilbar,  und  die  erste  Determinante  der  Matrix 
erhält  nach  den  Ausführungen  des  vorigen  Paragraphen  in  ?ß  genau 
dieselbe  Ordnungszahl  wie  jenes  Produkt;  damit  ist  unsere  Behauptung 
vollständig  bewiesen.  Bilden  wir  daher  der  Reihe  nach  die  Deter- 
minantenteiler 

\}  \,  Aj,  . . .  A,_i,  A, 

und  deren  Quotienten 
so  ist 

*-^-a.&&..  .8.-8., 

also 

2)  *.-£. 

Die  Divisoren  (£0,  G^, . . .  S,—i,  @,  besitzen  eine  gewisse  Verwandt- 
schaft mit  den  Elementarteilern,  Bind  aber  von  diesen  wohl  zu  unter- 
scheiden, weil  es  bei  der  Bildung  von  A*  nicht  auf  alle  Unter- 
determinanten (k  +  l)tor  Ordnung  des  zu  A,  gehörigen  quadratischen 
Systems,  sondern  nur  auf  die  mit  den  ersten  k  Differentialen  gebildeten 
Determinanten  ankommt.  Wir  wollen  ffi0,  (S^, . . .  ®,_ i,  ffi,  als  die 
Differentialteiler  der  Funktionenschar  (x0,  a^, . . .  x9)  bezeichnen, 
dann  gilt  nach  der  letzten  Formel  der  Satz: 

Man  erhält  den  Verzweigungsdivisor  %***  Ordnung  einer 

Funktionenschar,  wenn  man  den  Differentialteiler  kXw  Ordnung 

durch  den  vorhergehenden  dividiert. 

Befreien    wir    jetzt    endlich    die    sämtlichen    Determinanten    der 

Matrix  (1)  von  ihrem  grofsten  gemeinsamen  Teiler  A*,  so  erhalten  wir 

(ji  1/  ganze  Divisoren,  welche  wir  die  Tangentialkoordinaten 
jter  Ordnung  der  Divisorenschar  (ST0,  &!,...  8«)  nennen  wollen, 
weil  sie  die  naturgemäße  Verallgemeinerung  der  Tangential-  oder 
Linienkoordinaten  einer  ebenen  Kurve  sind,  und  welche,  wie  man  leicht 
sieht,  nur  durch  die  Divisorenschar,  nicht  aber  durch  den  zur  Bildung 
der  Funktionen  eingeführten  gemeinsamen  Teiler  So  bestimmt  sind. 
Die  Ordnung  dieser  Tangentialkoordinaten,  die  mit  Z*  bezeichnet  sein 
mögen,  sei  n*;  dann  ist  nQ  =  n  und  n4  =  0  zu  setzen.  Da  z.  B.  für 
die  erste  Unterdeterminante  A*1*  des  obigen  Systems  (1)  die  Gleichung  gilt: 

3)  Ag»  -  A,«P  -  3S+1  ä  ä-1  •  •  •  3*  •  tf», 
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und  A* )  die  Ordnung  h  (ife  +  1)  (j>  —  1)  hat,  so  hangen  die  Ordnungs- 
zahlen w,  Wj,  w,, . . .  n,_i  und  die  Yerzweigongszahlen  wv  w%y , . ,  t0,_i,  w, 
durch  Gleichungen  zusammen,  welche  die  Verallgemeinerung  der  früher 
aufgestellten  Plückerschen  Formeln  bilden: 


4) 


nt-2n  +  wl=>2(p-l) 

w*  -  3n  +  2k?!  +  w2  —  2  •  3  (p  - 1) 

Wj,  -  4n  +  3wj  +  2w%  +  w%  =  3  •  4(j>- 1) 


n,-1-sn  +  (s-l)w1  +  (s-2)u;8  +  ...  +  w?,_i=(s-l)8(i)-l) 
-(s  +  l)n  +  sw1+(s-l)tci+->.+  2w9-i  +  w9=8(s+l)(p-l). 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  durch  Subtraktion  untereinander- 
stehender Gleichungen  in  folgende  Gestalt  setzen: 

4a)  2*(p-l)  =  -»  +  u71  +  w8+-"  +  w*  +  n*-nft-i    (*  =  i,2,...*), 

und  wenn  man  nochmals  untereinanderstehende  Gleichungen  subtrahiert, 
so  erhalt  man  die  Relationen 


4b) 


2(^-1)  =  *!      -2n  +w1 

=  w^      —  2nx      +  n       +w% 
=  nj     —  2*4      +nx      +tv$ 

=  w,_i  —  2n,_2  +  »•-«  +  w,_i 
=  —  2n,_i  +  w,_8  +  w,. 


Die  letzten  Formeln  erleiden  keine  Veränderung,  wenn  man  n» 
mit  n,_t_i  und  gleichzeitig  iif  mit  w,_ i+i  vertauscht.  Man  kann  sich 
denn  auch  leicht  davon  überzeugen,  dafe,  wenn  man  von  den  Punkt- 
koordinaten x0,  %!,...  x,  durch  die  ersten  Unterdeterminanten  der 
Determinante  A,  zu  den  Tangentialkoordinaten  (s  — l)tor  Ordnung  der 
Diyisorenschar  übergeht,  in  den  polar  gegenüberstehenden  Formeln 
die  Verzweigungsteiler  3t  und  #„  &2  und  #,_!, ...  g,  und  &+i-i 
einfach  ihre  Rollen  vertauscht  haben,  worauf  wir  aber  nicht  weiter 
eingehen.  Die  in  §  1  gegebenen  Ausführungen  sind  die  geometrische 
Interpretation  der  hier  auseinandergesetzten  algebraischen  Thatsachen 
für  den  Fall  5  =  2;  wir  wollen  jetzt  dieselben  Formeln  für  die 
Raumkurven  zur  Anwendung  bringen,  wo  wir  dann  nur  8  —  3  zu 
setzen  haben. 
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Raumkuiven  und  Diviflorenscharen.  —  Die  Divisoren  der  stationären  Punkte, 
Geraden  und  Ebenen.  Anzahlrelationen.  —  Hinreichende  Bedingung  dafür,  äaSs 
eine  Funktion  des  Körpers  als  ganze  Funktion  der  Koordinaten  der  Raumknrre 
dargestellt  werden  kann.  —  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen,  welche  eine  durch 
die  Baumkurre  hindurchgelegte  Fläche  erfüllen  mufs.  —  Der  Divisor  der  Doppel- 
punkte einer  Raumkurve. 

§  i. 

Bei  der  Untersuchung  der  algebraischen  Raumkurven  gehen  wir, 
analog  wie  bei  den  ebenen  Kurven,  von  der  Annahme  aus,  dafs  inner- 
halb eines  Körpers  K(zy  u)  vier  Funktionen  xQ,  xlf  #j,  x9  gegeben  seien, 

welche,  wenn  9R  —  «r  ihr  gröfster  gemeinschaftlicher  Teiler  ist,  die 
Divisorendarstellung  erhalten  mögen: 

1)  xQ  —  |»    «i^j»    «i  —  gp    <h  —  $f  5 

hierin  bedeuten  Sl0;  3^,  9TS,  SI5  ganze  und  teilerfremde  Divisoren  einer 
und  derselben  Klasse  A  von  der  Ordnung  n. 

Durch  diese  Gleichungen  werden  die  Tetraederkoordinaten 
x0,  x1,  x%9  x9  eines  veränderlichen  Kurvenpunktes  P,  die  nur  ihren  Ver- 
hältnissen nach  in  Betracht  kommen,  als  Funktionen  eines  Punktes  Sß 
der  Riemannschen  Fläche  dargestellt,  welcher  hierbei  die  Rolle  des 
auf  der  Kurve  variierenden  Parameters  übernimmt.  Umgekehrt  ent- 
spricht auch  im  allgemeinen  einem  Punkte  P  der  Kurve  ein  und  nur 
ein  Punkt  5ß  der  Riemannschen  Fläche,  wenn  wir  noch  die  Voraussetzung 
hinzufügen,  dafs  der  Körper  K[— ;  —  >  — )  mit   dem   Körper  K(e,u) 

\Xq      Xq      Xq/ 

identisch  ist  und  somit  auch  u  und  e  als  rationale  Funktionen  der 
Quotienten  —  >  —>  —    dargestellt    werden    können.      Alsdann     kann 

Xq     Xq     x0 

nach  den  Ausführungen  des  §  4  der  vierundzwanzigsten  Vorlesung  (S.  418) 
die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  zwischen  5ß  und  P  nur  in  einzelnen 
singulären  Punkten  der  Raumkurve  verloren  gehen.  Wenn  aber  dem 
Kurvenpunkte  P  mehrere  Primdivisoren  5ßx,  5ß2,  ...  entsprechen,  so 
gehen  durch  ihn  mehrere  Zweige  hindurch,  welchen  resp.  Sßu  Sß,, . . . 
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zugeordnet  sind.  Durch  einen  Punkt  der  Riemannschen  Flache  wird 
also  auf  der  Kurve  stets  ein  Punkt  nebst  einem  zugehörigen  Zweige 
charakterisiert. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (1)  den  Nenner  &  unserer  Funk- 
tionen durch  irgend  einen  äquivalenten  99  ersetzen,  so  erhalten  die 
Funktionen  x0,x1)oi^fx9  nur  den  Faktor  ^-^g*  wahrend  ihre  Ver- 
hältnisse hierbei  keine  Veränderung  erfahren.  Da  aber  nur  diese  für 
uns  von  Wichtigkeit  sind,  so  spielt  der  Nenner  8  eine  nebensachliche 
Rolle,  und  es  kommt  in  Wahrheit  bei  allen  folgenden  Betrachtungen 
immer  nur  auf  die  Zahlerdivisoren  der  Funktionen  x}  also  auf  die 
Proportion  an: 

x0  :  xt :  xt  :xB  =  %  :  ^  :  Stj :  «8. 

Soll  ferner  die  Kurve  eine  raumliche  sein,  so  darf  zwischen  den 
Funktionen  x  keine  lineare  homogene  Gleichung  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten bestehen;  die  Divisoren  90,  9^,  9^,  3t3  müssen  also  linear  un- 
abhängig und  die  Dimension  der  Klasse  A  somit  mindestens  gleich 
vier  sein.    Jeder  beliebigen  Gleichung  einer  Ebene 

c0x0  +  C&  +  C^Xi  +  C83j  =  0 
entspricht  alsdann  ein  ganzer  Divisor  ntor  Ordnung 
<b*0  +  q«i+ci  «,  +  <*«,, 

durch  welchen  der  Schnitt  der  Ebene  und  der  Kurve  dargestellt  wird. 
Die  Kurve  hat  also  die  Ordnung  n  und  nach  den  Ausführungen  auf 
S.  418  das  Geschlecht  jj;  sie  soll  daher  durch  C£  bezeichnet  werden. 
Die  Divisoren  %„  2^,  9^,  ?t8  können,  ebenso  wie  auf  S.  422,  durch 
lineare  Gleichungen  der  Form 


=2a'*Ä* 


|«a|  +  < 


transformiert  werden;  eine  solche  Substitution  entspricht  einer  Ver- 
legung des  Koordinatentetraeders  oder  einer  kollinearen  räumlichen 
Abbildung  der  Kurve. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Formeln  aufstellen,  welche  das 
Analogon  der  Plückerschen  Formeln  der  ebenen  Geometrie  sind  und 
die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  charakteristischen  Zahlen 
der  Kurve  regeln,  und  im  Zusammenhange  hiermit  die  geometrische 
Bedeutung  der  drei  Verzweigungsdivisoren  3i;  8»;  8s  der  Divisoren- 
schar (Ä0,  Äj,  %,  Ä,)  erörtern.  Hierzu  ist  es  erforderlich,  die  Kurve 
nicht  blofe  als  Punktgebilde  aufzufassen,  sondern  auch  die  Gesamtheit 
ihrer  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  zu  betrachten. 
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Ziehen  wir  in  einem  Punkte  P  die  Tangente,  so  hat  man  den 
Punkt  P  =  (a;0,  x1}xi,x9)  mit  dem  Nachbarpunkte 

P'  —  (x0  +  d#o>  *i  +  dxi>  x%  +  dx%>  %  +  d**) 

zu  verbinden;  die  Plückerschen  Linienkoordinaten  dieser  Tangente  sind 
also  proportional  den  Determinanten  der  Matrix: 

(xo      ®i       %*      x*   \ 
dx0    dxx    dX}    dx$  1 

Bei  Anwendung  der  Formel  (3)  auf  S.  458  findet  man  somit  für  die 
sechs  Koordinaten  pik  der  Tangente  im  Punkte  P  die  Gleichungen 

Pik  —  Xidxk  —  Xkdxi  =  g»$i  } 

worin  $x  den  ersten  Verzweigungsdivisor  der  Schar  ©  =  (^o>^if^k>^s) 
bedeutet.  Um  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Divisors  festzustellen, 
bringen  wir  für  den  zugehörigen  Punkt  5ß  der  Biemannschen  Flache 
das  Fundamentalsystem  der  Schar  ©  auf  die  auf  S.  453  dargelegte 
Normalform,  bei  welcher 

«o,  «i,  *•,  «s 

in  Sß  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen 

°i     <*u    "i  +  **>    <h  +  <x%  +  a9 

erhalten;  dann  stellt  die  Gleichung 

W  +c2x%  +  ctx9^0 

eine  beliebige  Ebene  durch  den  Kurvenpunkt  P  dar,  und  eine  solche  Ebene 
hat  an  dieser  Stelle  mit  dem  durch  5ß  charakterisierten  Kurvenzweige  im 
allgemeinen  nur  einen  einfachen  Schnittpunkt,  wenn  aber  Sß  in  3i  auf- 
tritt, einen  Schnitt  der  Ordnung  <xt  gemein.  Daher  wird  der  Ver- 
zweigungsteiler  3i  durch  diejenigen  Kurvenpunkte  P  geliefert,  für 
welche  alle  Ebenen  durch  P  mit  der  Kurve  in  P  einen  Schnitt  von 
höherer  als  erster  Ordnung  besitzen,  und  wir  können  ihn  daher  auch, 
analog  wie  bei  den  ebenen  Kurven,  als  den  „Divisor  der 
stationären  oder  der  Bückkehrpunkte"  bezeichnen. 

Betrachtet  man  eine  Baumkurve  als  Tangentengebilde,  so  be- 
zeichnet man  bekanntlich  als  ihren  Bang  t^  die  Anzahl  der  Punkte, 
in  denen  eine  beliebige  gegebene  Gerade  g  des  Baumes  von  den 
Tangenten  der  Kurve  geschnitten  wird;  diese  Zahl  ist  aber,  wie  jetzt 
leicht  zu  sehen  ist,  gleich  der  Ordnung  der  ganzen  Divisoren  3^*}* 
Denn  wenn  die  Gerade  g  als  Verbindungslinie  der  Punkte  (aQt  a1}  <h,  <h) 
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and  (b0,b1}b%,bt)  gegeben  ist  und  somit  als  Koordinaten  die  Unter- 
determinanten der  Matrix  besitzt: 


/a0    ax     Og    o,\ 


so    erbalt    man    die    Kurvenpunkte,    deren    Tangenten    die   Gerade  g 
schneiden,  durch  Auflösung  der  Gleichung 


xo  *x  *i  ^8 

dxQ  dxt  dX}  dxt 

«o  ai  °*  <h 

h  h  62  h 


0; 


die  entsprechenden  Punkte  5ß  der  Biemannschen  Flache  werden  also  in 
der  That  nach  Absonderung  des  Faktors  Qi :  Ä1  durch  die  Primfaktoren 
des  Divisors  der  Ordnung  nt  geliefert: 


2*(")(°<6<»-o<»6')' 

ik 


worin   (Im)   die   Ergänzungskombination   zu  (ik)  bedeutet.    Zwischen 
dem  Range  t^  der  Kurve  und  der  Ordnung  wt   des  Divisors  3i  der 
stationären  Punkte  besteht  also  nach  der  ersten  Formel  (4)  auf  S.  459 
die  Gleichung 
2)  w1  =  2(p-l)  +  2n-to1. 

Wenden  wir  uns  jetzt  dazu,  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene 
der  Kurve  im  Punkte  P  aufzustellen,  so  lautet  dieselbe,  wenn  £0,  £i>  £*>  |8 
die  laufenden  Koordinaten  sind: 


fo  *i  fe  *s 

Xq  #j  x%  x$ 

dxQ  dxt  dx%  dxs 

d*x0  d*xt  d*X}  d%x% 


Als  Klasse  n^  der  Kurve  bezeichnet  man  alsdann  die  Anzahl  der 
Schmiegungsebenen,  welche  durch  einen  beliebigen  Raumpunkt 
(jPo)Pi>Pt>Ps)  hindurchgehen;  um  diese  zu  erhalten,  haben  wir  für  die 
laufenden  Koordinaten  (Eo>  li>  £i>  Ei)  die  gegebenen  (p0}Pi,Pi,p$)  ein- 
zusetzen und  die  Ordnung  des  Divisors  zu  bestimmen,  welcher  sich 
aus  der  obigen  Determinante  nach  Weglassung  des  gröfsten  gemein- 
samen Teilers  der  Koeffizienten  von  p*>Pi,Pt,Pi  ergiebt. 
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Bezeichnen  wir  aber  die  Adjunkten  der  Koordinaten  £<>,  !i>  £i>  Is 
in  obiger  Determinante  mit  u0,  t^,  t^,  u^,  so  erhalten  wir  nach  der 
Formel  (3)  der  vorigen  Vorlesung 

wo  —       p      >    ui gs — >    ^2  =  — g» — >    ***  —     ~$r    > 

also  als  Gleichung  der  Kurve  in  Ebenenkoordinaten 

wo  nun  die  Klasse  n^  gleich  der  Ordnung  der  vier  Divisoren  3^°  ist 
In  diesen  Gleichungen  wird  der  zweite  Verzweigungsdivisor  3» 
durch  die  Gesamtheit  derjenigen  Punkte  der  Kurve  geliefert,  für  welche 
die  samtlichen  Berührungsebenen  oskulieren;  denn  machen  wir  wieder 
von  der  auf  S.  462  angewendeten  Normalform  Gebrauch,  so  stellt  die 
Gleichung 

C*Xt  +  cixB  =  0 

das  Büschel  der  Ebenen  durch  die  Tangente  im  Punkte  P  dar,  und 
diese  Ebenen  haben  in  ihrer  Gesamtheit  im  allgemeinen  mit  dem 
Kurvenzweige  in  P  einen  Schnitt  von  der  Ordnung  at  +  1,  für  Punkte 
aber,  die  dem  zweiten  Verzweigungsdivisor  zugehören,  einen  Schnitt 
von  höherer  Ordnung  <xt  +  er,.  Aus  diesem  Grunde  können  wir  3« 
auch  als  den  Divisor  der  stationären  Tangenten  bezeichnen. 
Für  die  Klasse  der  Kurve  erhält  man  hiernach  aus  der  zweiten 
Gleichung  (4)  die  Relation 

3)  Mg  =  6  (p  —  1)  +  3*  -  2wx  -  w%. 

Gehen  wir  jetzt  schließlich  zur  Bestimmung  derjenigen  Punkte 
über,  in  welchen  die  Schmiegungsebene  vier  konsekutive  Punkte  mit 
der  Kurve  gemein  hat,  so  haben  wir  in  der  obigen  Determinante 

&  =  %i  +  SdXi  +  5d*xi  +  d*Xi  (i  —  o,  l,  2,  s) 

zu  setzen  und  erhalten  so  die  Gleichung 


A  = 


#o  xi  ^  ^ 

dx0  dx1  dx%  dxs 

d*xQ  d%xt  d*x2  d*xs 

d*x0  d*Xi  d*Xi  d*x^ 


Der  dieser  Determinante  zugeordnete  Divisor  ist  nach  den  früheren 

Auseinandersetzungen  gleich  ^  8>  wobei  der  dritte  Verzweigungs- 
divisor 38  eben  die  Punkte  ergiebt,  in  denen  die  Schmiegungsebene 
hyperoskuliert;  denn  für  die  schon  zweimal  angewendete  Normalform 
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des  Fundamentalsystems  der  Schar  @  ist  x^  =  0  die  Gleichung  der 
Schmiegongsebene,  und  diese  hat  mit  der  Kurve  in  P  im  allgemeinen 
einen  Schnitt  der  Ordnung  at  +  ors  +  1,  für  die  Primfaktoren  des 
Verzweigungsteilers  3j  aber  einen  Schnitt  der  Ordnung  ax  +  cr2  +  a8 
gemein.  Wir  können  daher  3»  auch  als  den  Divisor  der  stationären 
Schmiegringsebenen  oder  der  Wendeberührungsebenen  be- 
zeichnen. Für  die  Anzahl  w9  dieser  Ebenen  haben  wir  nach  dem 
Früheren  die  Gleichung 
4)  w?8  =  12  (p- 1)  +  4n  -  dwt  -  2w2. 

Betrachtet  man  eine  Kurve  als  Punktgebilde,  so  besitzt  sie  im 
allgemeinen  weder  stationäre  Punkte  noch  stationäre  Tangenten,  wohl 
aber  stationäre  Schmiegnngsebenen;  denn  die  ersten  beiden  Singularitäten 
werden  durch  gröfste  gemeinsame  Teiler  gegeben,  und  es  kann  hier 
ala  eine  Ausnahme  angesehen  werden,  wenn  mehrere  Divisoren  einen 
gemeinsamen  Teiler  haben,  während  der  Divisor  der  Wendeberührungs- 
ebenen durch  eine  einzige  Determinante  bestimmt  wird.  Betrachtet 
man  aber  die  Kurve  als  Ebenengebilde,  so  besitzt  sie  stets  stationäre 
Punkte  und  nur  ausnahmsweise  stationäre  Tangenten  und  Schmiegungs- 
ebenen,  wie  aus  dem  Prinzip  der  Dualität  folgt.  Diese  Verhältnisse, 
die  bekannten  Anschauungen  der  Geometrie  der  ebenen  Kurven  analog 
sind,  müssen  bei  Anwendung  der  Formeln  (2),  (3),  (4)  berücksichtigt 
werden. 

Die  Formeln  (2)  und  (3)  unterscheiden  sich  nicht  wesentlich  von 
den  früher  abgeleiteten  verallgemeinerten  Plückerschen  Formeln  der 
Ebene  und  sind  durch  Übertragung  derselben  auf  räumliche  Gebilde  bereits 
von  Cayley,  freilich  noch  ohne  Benutzung  des  Geschlechtsbegriffes  und 
darum  in  anderer  und  speziellerer  Form,  aufgestellt  worden.  Sie  finden 
ihre  Ergänzung  in  der  Formel  (4),  welche  bei  Baumkurven  neu  hinzu- 
tritt und  hier  noch  aus  den  beiden  ersten  durch  das  Prinzip  der 
Dualität  erhalten  werden  kann,  während  für  Kurven  in  mehrdimensionalen 
Bäumen  die  beiden  Plückerschen  Formeln  nicht  mehr  ausreichen. 

Das  Problem  der  algebraischen  Bestimmung  der  Wendeberührungs- 
ebenen einer  Baumkurve  ist  von  Clebsch*)  in  dem  speziellen  Falle  gelöst 
worden,  dafc  die  Baumkurve  als  vollständiger  Schnitt  zweier  Flächen 
Fp  -■  0  und  F*  =  0  der  fi*0*  und  vUm  Ordnung  gegeben  werden  kann; 
diese  Voraussetzung  ist  aber,  wie  wir  sehen  werden,  im  allgemeinen 
nicht  erfüllbar.  Man  hat  dann  zunächst  für  die  Ordnung  der  Kurve 
n=*pv  und,   da  die  Kurve  bei  allgemeiner  Lage  der  Flächen  keine 

*)  Über  die  Wendungsberührebenen  der  Raumkurven.  Grelles  Journ.,  Bd.  63, 
S.  1—8(1868). 

Hentel  u.  Landtberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  80 
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stationären  Punkte  oder  Tangenten  hat,  so  ist  vox  =  w%  =  0.    Da  ferner 
die  Tangente  der  Kurve  der  Schnitt  der  beiden  Tangentialebenen 


i=0 


-o,  ig*-« 

t=0 


ist,  so  ergiebt  sich  der  Rang  der  Kurve  aus  den  Determinanten  der 

Matrix 


(dF       dF       dF       dF   \ 

fi  M  ß  /* 


gleich 


T*    "äiT   "^r   "ä^" 

dFv      dFv     dF¥     dFv 

dxQ       d^       dx^       dx+  t 


*!  —  Qi  +  v  —  2)n  =  ftv(fi  +  v  —  2); 
es  ist  also  nach  (2) 

2  (j>  —  1)  =  f^  —  2«  «=  (iv  (ft  +  v  —  4). 
Die  Klasse  der  Kurve  ist 

wia=6(i)~l)  +  3n  =  3fti/(fi  +  v-3), 

und  als  Zahl  der  Wendeberührungsebenen  ergiebt  sich  die  von  Glebsch 
angegebene  Formel 

tt?8  =  12(i>-l)  +  4n  =  2fiv(3p  +  3!/-10). 

Für  eine  Baumkurve  vierter  Ordnung;  welche  der  Schnitt  zweier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  ist,  hat  man  z.B.  p»i"=»2,  also  n=4,  jp  — 1; 
ferner  ist  w1  =  wi  =  0,  wenn  die  Flächen  keine  Berührung  haben.  Daher 
ist  eine  derartige  Kurve  vom  Bange  8,  von  der  Klasse  12,  und  sie  hat 
16  Wendeberührungsebenen.  Ferner  ist,  wenn  die  Koordinaten^,^, x^^ 
als  ganze  Funktionen  ntor  Ordnung  eines  Parameters  t  dargestellt  werden 
können,  das  Geschlecht  p  —  0,  weil  der  Körper  K  (x0)x19xtf  xj  mit 
dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  t  identisch  ist;  eine  solche 
Kurve  heilst  eine  rationale  Baumkurve  nUT  Ordnung.  Besitzen  die 
ganzen  Funktionen  x0f  x1}x%%  x^  keine  Besonderheit,  so  ist  wieder  wx 
und  w%  —  0,  und  folglich  ist  der  Bang  einer  solchen  Kurve  nt  —  2  (*  —  1), 
die  Klasse  nj  =  3(n  — 2)  und  w3  ist  gleich  4(n  — 3).  Eine  rationale 
Baumkurve  vierter  Ordnung  besitzt  also  nur  4  Wendeberührungsebenen 
und  sie  ist  vom  Bange  und  der  Klasse  6. 

§2. 

Aufser  den  Singularitäten,  welche  im  vorigen  Abschnitte  aus- 
schlieMich  in  Betracht  gezogen  werden  mufsten  und  welche  durch  das 
Verhalten  eines  einzelnen  Kurvenzweiges  bestimmt  waren,  kann  eine 
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räumliche   Kurve,    wie    schon    oben   bemerkt,    auch   „mehrzweigige" 
Singularitäten  besitzen.    Allgemein  ist  für  die  durch  die  Gleichungen 

9L  9(.  9L  9L 

a?0=s¥7    ^""m*    **""¥'    ^""ä 

definierte  Raumkurve  CS  der  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  a>o,(hi(h>ai 
ein  singularer,  wenn  die  Determinanten  der  Matrix 


\<*o     <h     **     <h  ) 


einen  Divisor  höherer  als  erster  Ordnung  gemein  haben,  und  es  ent- 
spricht alsdann  den  samtlichen  Primteilern  5^,  ?ß,, . . .  dieses  Divisors 
ein  und  derselbe  Punkt  P  der  Raumkurve.  Wir  wollen  zuvorderst 
zur  Vereinfachung  der  folgenden  Untersuchungen,  wie  dies  meist  ge- 
schieht, die  Baumkurve  als  frei  von  Singularitäten  voraussetzen;  dann 
entspricht  jedem  beliebigen  Punkte  P  der  Baumkurve  ein  und  nur  ein 
Punkt  $  der  Biemannschen  Flache,  und  wir  brauchen  zwischen  den 
Punkten  der  Kurve  und  denen  der  Biemannschen  Flache  nicht  mehr 
weiter  zu  unterscheiden  und  könnten  jetzt  auch  die  ersteren  durch 
deutsche  Buchstaben  bezeichnen. 

Diese  Annahme  stellt  hier  eine  viel  geringere  Einschränkung  der 
Allgemeinheit  dar,  als  die  analoge  Voraussetzung  bei  ebenen  Kurven 
bedeuten  würde.  Denn  nach  dem  auf  S.  418  bewiesenen  Satze  kann 
jede  beliebige  ebene  Kurve  eindeutig  auf  eine  doppelpunktfreie  Baum- 
kurve abgebildet  werden.  Es  giebt  daher,  wenn  eine  beliebige  Bie- 
mannsche  Flache  vom  Geschlechte  p  durch  eine  Gleichung  F(u,  0)  =  0 
gegeben  ist,  stets  doppelpunktfreie  Baumkurven,  welche  auf  diese 
Flächen  eindeutig  bezogen  sind.  Hingegen  erhalt  eine  auf  diese  Flache 
bezogene  ebene  Kurve  n**r  Ordnung  zufolge  der  Formel 


d-i-(n-l)(»-2)-i, 


im  allgemeinen  Doppelpunkte,  vor  allem  immer  dann,  wenn  p  nicht 
gerade  eine  Dreieckszahl  1,  3,  6, 10, . . .  ist. 

Wir  betrachten  nun  auch  hier  wieder  denjenigen  Funktionenring, 
welcher  durch  die  Gesamtheit  der  ganzen  homogenen  Funktionen 
von  xQ,  3i,  x^}  35  gebildet  wird.  Jede  Funktion  vtor  Ordnung  dieses 
Ringes  besitzt  den  Nenner  $f;  es  ist  aber  wichtig,  dafc  dieser  Satz  in 
folgender  Weise  eine  Umkehrung  zuläßt: 

Eine  Funktion  des  Körpers,  deren  Nenner  die  v**  Potenz 
(I)  des  Divisors  &  ist,  kann  stets  als  ganze  homogene  Funktion 

80* 
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der  Ordnung  v  von  xQ,  x19  x^f  x^  dargestellt  werden,  voraus- 
gesetzt, dafs  der  Exponent 

v>2(n-3)-2^ 
ist  w 

Derselbe  Satz  kann  offenbar  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Sind  Äq,  $(i>  9S,  08   yier  gwi^e  linear  unabhängige  Divi- 
soren  einer  Klasse  A  von  der   Ordnung  n,    so    kann    jeder 
(Ia)        ganze  Divisor  der  Klasse  Av  als    ganze    homogene  Funktion 
v**  Ordnung  von  5^,^,5^,51^  dargestellt  werden,   voraus- 
gesetzt, daft  der  Exponent 

ist.  V         '  n 

Hierbei  tritt  also  als  wesentliche  neue  Voraussetzung  die  hinzu, 
dals  der  Exponent  v  oberhalb  einer  bestimmten  unteren  Grenze  liegt, 
und  man  kann  sich  leicht*)  davon  überzeugen,  dafc  ohne  eine  solche 
einschränkende  Voraussetzung  der  Satz  gar  nicht  richtig  wäre. 

Der  Beweis  dieses  Theoremes  besteht  in  einer  ZurückfÜhrung  auf  den 
in  §  3  der  fünfundzwanzigsten  Vorlesung  bewiesenen  analogen  Satz  für 
ebene  Kurven.  Da  wir  hierbei  aber  diejenigen  ebenen  Kurven  zu  unter- 
suchen haben,  welche  Projektionen  der  gegebenen  Baumkurve  sind, 
so  wird  es  gut  sein,  einige  Bemerkungen  über  derartige  Projektionen 
voraufzuschicken. 

Zwischen  den  drei  Gröfsen  x1Jx%9xl  besteht,  wie  wir  wissen,  eine 
homogene  Gleichung  n**  Grades 

F0(x1,x%fxt)^0) 
durch  welche  eine  Kurve  in  der  Ebene  x0  —  0  oder  auch  der  zugehörige 
von  der  gegenüberliegenden  Ecke  ^«(1,0,0,0)  des  Koordinaten- 
tetraeders ausgehende  Projektionskegel  dargestellt  wird.  Offenbar  ist 
aber  dieser  Projektionskegel  identisch  mit  demjenigen,  durch  welchen 
die  Raumkurve  von  A^  aus  projiziert  wird;  denn  sind  x0,  x19x%9xz  die 
Koordinaten  eines  beliebigen  Kurvenpunktes  P,  so  erhält  man  für  den 
zugehörigen  Projektionsstrahl  von  A^  die  Parametergleichungen 

so  dafc  die  letzten  drei  Koordinaten  eines  auf  dem  Strahle  veränder- 
lichen Punktes  fest  bleiben,  während  die  erste  beliebige  Werte  erhalt 
Umgekehrt  aber  kann  auch  jede  Projektion  der  Baumkurve  von  einem 
beliebigen  Punkte  A^  auf  eine  beliebige  Ebene  \  des  Baumes  nach 
einer  vorausgeschickten  linearen  Transformation  der  Koordinaten  in 
der  eben  angegebenen  einfachen  Weise  analytisch  dargestellt  werden. 

*)  Z.  B.  an  eiser  rationalen  Raumkurve  vierter  Ordnung. 
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Wahlen  wir  nämlich  in  der  gegebenen  Ebene  \  ein  Eoordinatendreieck 
A1A^Äif  so  können  wir  dnrch  Transformation  von  dem  ursprünglichen 
Koordinatentetraeder  zu  dem  neuen  Ai)A1A^Ä9  tibergehen,  und  hier- 
durch sind  wir  auf  den  vorher  besprochenen  Spezialfall  zurück- 
gekommen. 

Ziehen  wir  jetzt  zwei  Projektionen  der  Raumkurve  in  Betracht, 
indem  wir  die  beiden  Gleichungen 

1)  .F0fo,a%,^)-0,.    F^x^^xJ^O 

bilden,  so  liegt  das  erste  Projektionscentrum  A0  in  der  Ebene  \  der 
zweiten  Kurve,  und  das  zweite  A±  in  der  Ebene  \  der  ersten,  und 
umgekehrt  können  zwei  Projektionen  der  Raumkurve  von  der  be- 
sonderen Beschaffenheit,  dafs  das  Gentrum  der  einen  in  der  Ebene 
der  anderen  gelegen  ist,  stets  in  dieser  einfachen  Weise  analytisch  dar- 
gestellt werden.  Die  beiden  so  erhaltenen  Kurven  resp.  Kegel  ntor  Ord- 
nung sind  offenbar  umkehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogen,  da  zu 
jedem  Punkte  der  Raumkurve  immer  ein  bestimmtes  Element  der 
beiden  Projektionen  gehört.  Diese  eindeutige  Beziehung  der  Strahlen 
der  beiden  Projektionskegel  hat  eine  wichtige  geometrische  Bedeutung. 
Die  gegebene  Raumkurve  ist  nämlich  offenbar  ein  Schnitt  der  beiden 
Kegel;  der  volle  Schnitt  dieser  Kegel  nten  Grades  ist  aber  von  der 
Ordnung  n*  und  besteht  also  aufeer  der  Raumkurve  wter  Ordnung  noch 
aus  einem  für  unsere  Untersuchung  überflüssigen  Bestandteile  der 
Ordnung  n  (n  —  1).  Berücksichtigt  man  aber  jene  zwischen  den  Strahlen 
beider  Kegel  bestehende  eindeutige  Beziehung,  so  wird  jeder  Strahl  s 
des  ersten  Kegels  von  dem  zugeordneten  des  zweiten  in  einem  einzigen 
bestimmten  Punkte  geschnitten,  und  es  werden  hierdurch  von  den 
n  Schnittpunkten  des  Strahls  s  mit  dem  zweiten  Kegel  n  —  1  Schnitt- 
punkte als  unwesentlich  abgesondert;  mit  Berücksichtigung  jener 
Korrespondenz  erhalt  man  also  aus  den  beiden  Kegelgleichungen 
F0  =  0,  Ft  =  0  eben  nur  die  Raumkurve  und  keine  weiteren  über- 
flüssigen Kurventeile. 

Wenngleich  wir  die  Raumkurve  C»  als  frei  von  Singularitäten  vor- 
ausgesetzt haben,  so  enthält  doch  jede  ihrer  Projektionen  singulare 
Punkte,  deren  Anzahl,  wenn  wir  bei  dem  einfachsten  Fall  gewöhnlicher 
Doppelpunkte  stehen  bleiben,  durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 

d  =  i-(n-l)(»-2)-i,  =  i-n(n-3)-(i)-l); 

man  bezeichnet  diese  Zahl  d  auch  als  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  der  Raumkurve.  Wir  erhalten  so,  den  verschiedenen 
Projektionen  der  Raumkurve  entsprechend,  verschiedene  Divisoren  der 
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scheinbaren  Doppelpunkte  S)0,  %)u . . .,  die  alle  von  der  Ordnung  2d 
und  alle  einander  äquivalent  sind.  In  der  That  hat  man  z.  B.  für  die 
beiden  vorher  besprochenen  Projektionen  zufolge  der  Gleichungen  (2) 

auf  S.  426: 

ox  dF.        So8g,igi       BF,  _  »kB^ 

und  da  die  Funktionen  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  Elemente 
der  Hauptklasse  sind,  so  gehören  S)0  und  5Dt  zu  einer  und  derselben 
Divisorenklasse,  welche  mit  D  bezeichnet  sein  möge. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daft  die  beiden  Projektionen  bei  einer 
doppelpunktfreien  Raumkurve  stets  so  angenommen  werden  können, 
dafc  S)0  und  5Dt  keinen  gemeinsamen  Teiler  erhalten.  In  der  That, 
durch  die  erste  Projektion  vom  Punkte  A$  aus  wird  eine  endliche 
Anzahl  von  Strahlen  A^P[%  A^P^0\  . . .  bestimmt,  auf  welchen  die 
scheinbaren  Doppelpunkte  liegen;  der  Divisor  S)0  besteht  alsdann 
aus  den  Primfaktoren  Sß^,  Sß£0>, . . .,  welche  den  Kurvenpunkten  P[°\ 
PJ°), . . .  umkehrbar  eindeutig  entsprechen.  Ebenso  werden  durch  die 
zweite  Projektion  vom  Punkte  A1  aus  eine  Anzahl  von  schein- 
baren Doppelpunkten  .  P^\  P£\  .  . .  bestimmt,  durch  welche  der 
Divisor  3^  charakterisiert  wird.  Sollen  die  beiden  Divisoren  S)0 
und  $>!  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben,  so  dürfen  sich  die  von 
den  Punkten  A^  und  A1  ausgehenden  Bisekanten  nicht  auf  der  Baum- 
kurve treffen.  Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  nach  willkürlicher  An- 
nahme des  Punktes  A^  die  Punkte  PJ°>,  P^\  . . .  bestimmen,  von  jedem 
dieser  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Punkte  die  Baumkurve  pro- 
jizieren und  den  Punkt  A1  außerhalb  der  so  erhaltenen  Projektions- 
kegel wählen.  Das  ist  aber  stets  möglich,  weil  eine  endliche  An«Ji1 
von  Kegeln  den  Baum  nicht  ausfüllen  kann.  Wir  werden  diesen  Hilfssatz 
später  (S.  481)  bei  der  Übertragung  der  Betrachtung  auf  ganz  beliebige 
Baumkurven  in  anderer,  mehr  analytisch  verfahrender  Weise  beweisen; 
für  jetzt  mag  die  eben  gegebene  geometrische  Ableitung  genügen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nunmehr  an  den  Beweis 
des  vorher  aufgestellten  Satzes  (I).  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir 
jetzt  S)0  und  S\  als  teilerfremd  an,  betrachten  die  sämtlichen  in  der 
Klasse  Av  enthaltenen  ganzen  Divisoren  und  zeigen,  dab  als  Fundamental- 
system dieser  Schar  lauter  Divisoren  gewählt  werden  können,  welche 
entweder  durch  S)0  oder  durch  %)t  teilbar  sind.  Damit  ist  in  der  That 
unser  Satz  bewiesen;  denn  jeder  ganze  Divisor  der  Klasse  A*  ist  alsdann 
als  Summe  zweier  anderen  darstellbar,  von  denen  der  eine  ein  Vielfaches 
des  Divisors  5D0  und  der  andere  ein  Vielfaches  von  S)t  ist;  folglich  kann 
nach  dem  in  §  3  der  fünfundzwanzigsten  Vorlesung  bewiesenen  Satze 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  2.    Darstellung  der  ganzen  Divisoren  der  Klasse  Ar.  471 

der  erste  Summand  als  ganze  homogene  Funktion  der  Ordnung  v  von 
$ti>^;3ts>  der  zweite  als  ebensolche  Funktion  von  &0, 8^,  Ä8  dar- 
gestellt werden. 

Um  das  Fundamentalsystem  der  Blasse  J*  in  der  angekündigten 
Weise  aufstellen  zu  können,  bestimmen  wir  zunächst  die  Dimension 
dieser  Klasse  und  erhalten  hierfür  nach  dem  Riemann-Rochschen  Satze: 


{A')  =  vn-p  +  U 

TD 

izungsklasse  — ; 


denn  die  Dimension  der  Erganzungsklasse  —  ist  Null,  weil  ihre  Ordnung 


negativ  ist,  es  ist  nämlich 

2(|>-l)  =  tt(n-3)-2d^n(n-3), 
während  zufolge  unserer  Voraussetzung  über  den  Exponenten  v: 

i/n>2n(n-3)-2(j)~l)>n(n-3) 

ist.     Bestimmen  wir  jetzt  zweitens  diejenigen  Divisoren  dieser  Klasse, 
welche  Multipla  von  $)0  sind,  so  ist  die  Dimension  dieser  Schar  gleich 


{^}  =  vn-2ä-p  +  l. 


DW 
Auch  hier  hat  nämlich  die  Erganzungsklasse  — -  eine  negative  Ordnungs- 

{DW\  .    "^ 

— -|  ist  somit  gleich  Null;   denn   da  der 

Divisor  ^^  der  Klasse  W  angehört,  so  ergiebt  sich  aus  der  in  (2) 
gegebenen  Divisorendarstellung  von  «— ->  daJDs  die  Klasse  DW  identisch 
mit  der  Klasse  A*~\  also 

DW  jn-8-r 

ist,  und  es  ist  nach  der  letzten  Ungleichung  v  >  *  —  3.    Setzt  man  also 

vn  —  2d—p  +  1  =5, 
so  giebt  es  in  der  Klasse  Av  im  ganzen  s  linear  unabhängige  Divisoren: 

3)  SA,    $0©„  ...$o®„ 

welche  Vielfache  von  350  sind,  und  ebenso  groüs  ist  offenbar  die  Zahl 
der  linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse,  welche  durch  S)x  teilbar 
sind;  diese  seien: 

4)  S)x&,    ©t  &, -..fcifr. 
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Bestimmen  wir  endlich  drittens  alle  diejenigen  Divisoren,  welche 
sich  sowohl  in  der  Schar  (3)  als  auch  in  (4)  finden,  so  müssen  die- 
selben,  weil  2)0  und  %)%  teilerfremd  sind,  Vielfache   von  S)0S)19   also 

von  der  Form  5D0S\3  sein,  wo  3  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  jj« 
ist    Die  Dimension  dieser  Teilschar  ist  gleich 

|S)-~-«-*+i+ß?}- 

Nun  hat  aber  die  Erganzmigsklasse 

D»TT_    AHn-9)-v 

wieder  zufolge  unserer  Voraussetzung  eine  negative  Ordnung,  denn 
diese  bestand  ja  gerade  darin,  dafs 

2n(n-3)-v*<2(p-l) 
sein  sollte;  folglich  ist 

f  B*}  ~  vn  -  U  -P  +  X  =  s  -  2d' 
Die  s  —  2d  sich  so  ergebenden  Divisoren 

5)  S)0S>i3i,    »0»i%,--.ab»i9UM 

können  wir  sowohl  in  die  Schar  (3),  als  auch  in  die  Schar  (4)  ein- 
führen, wodurch  sich  ergeben  möge: 

«>  ».»&,  **»,...«*»_„  {*•£;  *;£;;;;££; 

hierbei  bilden  die  Divisoren  S)o®i3a  der  Schar  (5)  mit  den  2d  Divi- 
soren der  oberen  Zeile  zusammen  ein  Fundamentalsystem  der  Schar  (3), 
mit  den  2d  Divisoren  der  unteren  Zeile  ein  Fundamentalsystem  der 
Schar  (4).  Wir  erhalten  so  in  (6)  8  +  2d  ganze  Divisoren,  welche 
alle  der  Klasse  Av  angehören  und  deren  Anzahl  gleich  der  vorher  be- 
stimmten Dimension  dieser  Klasse  vn  —  p  + 1  ist  Diese  Divisoren 
müssen  voneinander  linear  unabhängig  sein;  denn  bestünde  eine  Gleichung 
der  Form 

+  ii$>0S>i31+-  ••  +  ♦.-»<,  &»$l3.-i*-0, 

worin  die  Gröfsen  g,  Ä,  i  konstante  Koeffizienten  bedeuten,  so  mü&te 
zunächst  der  Bestandteil 
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ein  Vielfaches  von  S)0  sein.  Da  aber  3)0  und  %)x  teilerfremd  sind/  so 
müßte  auch  ^-  ein  Vielfaches  von  ©0,  also  X  selbst  ein  Vielfaches 
von  S^S^  sein.    Dann  aber  würde  eine  Gleichung  bestehen: 

^-Äi^i^i  +  '-'  +  Äj^i^rf-Äi^o^iSi  +  •••  +  *,  -M»0$i3.-lrf, 
und  da  die  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Divisoren  das  volle  Fun- 
damentalsystem  der  Schar  (4)  bilden,  so  mufs  notwendig 

ßein.  In  derselben  Weise  ergiebt  sich,  daüs  die  Koeffizienten  g  Null 
sein  müssen,  und  da  die  Divisoren  (5)  linear  unabhängig  sind,  so 
müssen  auch  die  Koeffizienten  i  verschwinden. 

Es  bilden  also  in  der  That  die  Divisoren  (6)  ein  Fundamental- 
system für  die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  Av]  d.  h.  es  kann  jeder 
ganze  Divisor  £t  dieser  Klasse  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  gesetzt  werden: 

asl  ß=l  y-1 

worin  aa,  bp,  cY  Konstanten  sind.  Hier  aber  kann  jedes  Glied  der  ersten 
Summe  als  ganze  homogene  Funktion  v**  Grades  von  Ät,  Stj,  8^, 
jedes  der  zweiten  als  ebensolche  Funktion  von  8^,  Stg,  &j,  jedes  der 
dritten  nach  Belieben  in  der  einen  oder  der  anderen  Form  ausgedrückt 
werden,  und  damit  ist  der  Beweis  des  am  Anfange  aufgestellten  Satzes 
erledigt. 

Die  in  obigem  Satze  gegebene  untere  Grenze  für  den  Exponenten  v 
ist  in  vielen  Fallen  zu  hoch  gegriffen;  um  die  kleinste  untere  Grenze 
zu  bestimmen,  wäre  eine  genaue  Untersuchung  der  Klassen  niedrigster 
Ordnung  A,  A%,  A9, . . .  erforderlich. 

Das  im  Beweise  angewendete  Verfahren,  die  ganzen  Divisoren  der 
Klasse  Jü  in  einen  durch  $)0  und  einen  durch  2\  teilbaren  Summanden 
zu  zerlegen,  beruht  auf  einem  allgemeineren  Theoreme,  welches  oftmals 
mit  Vorteil  angewendet  werden  kann  und  folgendermaßen  lautet: 

Sind  S)0  und  5E)X  zwei  beliebige  ganze  teilerfremde  Divi- 
soren von  den  Ordnungen  d0  und  d1}  so  ist  jeder  beliebige 
ganze  Divisor  D  als  Summe  eines  Vielfachen  von  S)0  und 
eines  Vielfachen  von  %)t  darstellbar: 

wenn  nur  seine  Ordnung 

q>dQ  +  dl  +  2(p-l) 
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Der  Beweis  erfolgt  durch  genau  dieselben  Schlüsse,  wie  unter  den 
spezielleren  Voraussetzungen,  die  wir  vorher  machen  konnten,  und 
kann  daher  übergangen  werden.  Für  p  =  0  fetimmt  der  Satz  mit  einem 
bekannten  Theoreme  über  binare  Formen  überein,  da  die  Divisoren  als- 
dann geradezu  durch  binäre  Formen  von  Sßj,  Sßa  ersetzt  werden  können, 
wenn  der  rationale  Parameter  t^^r  ist 

Vi 

§3. 

Der  Satz  (I)  des  vorigen  Abschnittes  kann  nunmehr  zu  einer  Reihe 
wichtiger  Folgerungen  verwendet  werden.  Bilden  wir  eine  beliebige 
Flache  v*x  Ordnung 

so  kann  dieselbe  entweder  die  Kurve  CS  enthalten  oder  sie  schneiden, 
je  nachdem  nämlich 

identisch  verschwindet  oder  aber  ein  eigentlicher  Divisor  der  Klasse  £ 
ist;  im  letzteren  Falle  ist  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  gleich  der 
Ordnung  des  Divisors,  also  gleich  vn,  wobei  ein  %-facher  Schnittpunkt 
wie  Je  einfache  Schnittpunkte  gezählt  werden  mufs.  Die  Gesamtheit  der 
Flächen  dieser  zweiten  Art  schneidet  also  die  Raumkurve  CS  in  Gruppen 
von  je  vn  Punkten,  welchen  bestimmte  ganze  Divisoren  der  Klasse  Jl  ent-  " 
sprechen.  Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  einerseits  diese  Divisorenscharen, 
andererseits  die  Schar  der  die  Kurve  enthaltenden  Flächen  t/tor  Ordnung 
zu  bestimmen.  Beide  Fragen  finden  aber  durch  die  bewiesenen  Sätze, 
wenigstens  innerhalb  gewisser  Grenzen,  ihre  Beantwortung.  Nimmt  man 
nämlich  v  oberhalb  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  unteren 
Grenze  an,  und  stellt  man  ein  Fundamentalsystem: 

für   die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  AÜ  auf,  so  ist 

r-{A9)-vn-p+l, 

und  man  kann  daher  jede  ganze  homogene  Funktion  v***  Grades 
«tMÄo,  &u  STj,  Ä8)  von  Ä0,  Ä1;  Äj,  Äs  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in 
die  Form  setzen: 

<^(«o,  «i,  «2,  *s)  -  <i&i  +  <*&*  +••■  +  <V£U 
Andererseits  lassen  sich  die  Divisoren  C^,  D,, . . .  Dr  nach  dem  Satze  (Ia) 
des  vorigen  Abschnittes  als  ganze  homogene  Funktionen  ?tor  Ordnung 
von  Ä0,  «i,  %,  «j  darstellen,  so  dafe: 
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ist.  Es  giebt  also  genau  r  linear  unabhängige  homogene  Funktionen 
s***1  Grades  von  %0,  8t,  Äj,  ?l8,  welche  eigentliche  Divisoren  der 
Klasse  Jl  sind,  und  jede  homogene  Funktion  v*"1  Grades  <t>r  (&0,  %v  9^,  Äj) 
mufe  nach  Subtraktion  einer  eindeutig  bestimmten  Summe 

eine  identisch  verschwindende  Differenz  i^(Ä0J  Äx,  &j,  8t8)  ergeben, 
durch  welche  eine  die  Raumkurve  enthaltende  Flache  v*6*  Ordnung 
dargestellt  wird.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daGs  die  Flache  ^(^^^^"»O  die  Baumkurve  enthält,  besteht 
also  darin,  dab  die  Koeffizienten  von  <t>„  bei  dieser  Darstellung  die 
r  linearen  und  unabhängigen  Gleichungen 

Cj  =  0,      %  -=  0,  .  .  .  Cr  =  0 

erfüllen.    Daher  gilt  der  Satz: 

Liegt  v  oberhalb  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
unteren  Grenze,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dafs  eine  Flache  v**1  Ordnung  die  Baumkurve  Gvn 
enthält,  durch  ein  System  von 

t/n—  p+1 
linearen  unabhängigen  Gleichungen  für  die  Koeffizienten  der 
Flachengleichung  gegeben.  Ebenso  grofs  ist  die  Dimension 
der  durch  die  sämtlichen  Flächen  vx*r  Ordnung  auf  der  Kurve 
ausgeschnittenen  Punktgruppen. 
Da  die  Anzahl  der  Glieder  einer  homogenen  Funktion  viBT  Ordnung 
von  x0f  a^,  x%}  x^  gleich 

(v  +  l)(v  +  2)(v  +  S) 
1-23 

ist,   so  kann  der  vorige  Satz  offenbar  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Die  Gesamtheit  der  Flächen  v***  Ordnung,  welche  durch  eine 

gegebene  Baumkurve  Cpn  der  Ordnung  n  und  des  Geschlechtes  p 

hindurchgelegt  werden  können,  bildet  bei  hinreichend  grofsem  v 

eine  Schar  der  Dimension 

N  —  lXs  -  vn+p-  1, 

d.  h.  die  Flachen  der  Schar  können  aus  N  von  ihnen  linear 
komponiert  werden. 
Bildet  man  daher  N  Flächen  v**T  Ordnung 
1)    *i  foafc <%,«%) -0,    %(x„xi,xvti9)  =  0,...<bH(xvXl,xvx9)~0, 
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welche  ein  FundamentalsyBtem  der  die  Raumkurve  enthaltenden  Flächen- 
schar bilden,  so  werden  diese  Gleichungen  identisch  befriedigt,  wenn  man 
für  x0,xlfxi7xb  die  entsprechenden  Funktionen  des  Körpers  K{z9u) 
einsetzt.  Die  Kurve  kann  also  ab  Schnitt  jener  N  Flachen  definiert 
werden,  and  es  ist  auch  klar,  dafe  dieses  Flächensystem  aufser  der 
Kurve  einen  weiteren  Schnitt  nicht  gemein  haben  kann,  da  ja  alle 
Flachen  v**r  Ordnung,  welche  durch  die  Kurve  hindurchgelegt  werden 
können,  in  jener  Schar  enthalten  sind. 

Das  Flächensystem  (1),  durch  welches  die  Kurve  vollständig  dar- 
gestellt wird,  kann  noch  reduziert  werden,  wenn  man  zuerst  noch  die 
Flächen  von  niedrigerer  als  der  t/*011  Ordnung,  welche  durch  die  Kurve 
gelegt  werden  können,  dem  Systeme  zufügt  und  sodann  alle  diejenigen 
Formen  wegläfst,  welche  durch  Multiplikation  mit  irgend  welchen 
Formen  und  Addition  aus  denen  von  niedrigerer  Ordnung  erhalten  werden 
können.  Wenn  man  so  die  Baumkurve  durch  eine  möglichst  geringe 
Zahl  von  Flächen  darstellt,  so  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dafs 
eine  gegebene  Raumkurve  im  allgemeinen  nicht  als  Schnitt  von  nur 
zwei  Flächen  erhalten  werden  kann;  denn  zwei  Flächen  möglichst 
niedriger  Ordnung,  welche  die  Baumkurve  enthalten,  schneiden  sich 
meistens  aufser  in  der  gegebenen  noch  in  weiteren  Kurven,  welche 
für  unsere  Untersuchung  überflüssige  Bestandteile  vorstellen.  Nimmt 
man  z.  B.  die  einfachste  Baumkurve,  welche  von  dritter  Ordnung  ist 
und  durch  die  Gleichungen 

x0  :  x1  :  #j  :  x^  =*  1  :  t :  i* :  t* 

dargestellt  werden  kann,  und  bildet  die  Schar  der  durch  sie  hindurch- 
gehenden   Flächen    zweiten    Grades,    so    sieht    man   leicht,    dafe    das 
Fundamentalsystem  von  den  folgenden  drei  »Hyperboloiden  gebildet  wird: 
x0o%  —  a%~0,    x0x9  —  xtxt^0f    x1xz  —  af  —  0. 

Irgend  zwei  dieser  drei  Hyperboloide  haben  aber  nicht  blois  die  Raum- 
kurve dritter  Ordnung,  sondern  überdies  eine  Gerade  gemein,  z.  B. 
die  ersten  beiden  die  Gerade  x0  —  0,  xx  =  0.  Hingegen  kann  man 
zeigen,  dafs  das  System  aller  drei  Gleichungen  für  die  Darstellung 
aller  die  Kurve  enthaltenden  Flächen  ausreicht.  Nimmt  man  ebenso 
das  Beispiel  einer  Kurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Null,  bei 
welcher  also  die  Koordinaten  xh  proportional  ganzen  Funktionen  vierten 
Grades  des  Parameters  t  sind,  so  zeigt  man  leicht,  dafs  durch  die 
Kurve  nur  eine  einzige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurchgelegt 
werden  kann,  wenn  die  Koeffizienten  allgemein  sind  und  die  Kurve 
daher  frei  von  Singularitäten  ist.  Diese  Kurve  vierter  Ordnung 
kann  also  nicht  als  Durchschnitt  zweier  Oberflächen  zweiten  Grades 
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dargestellt  werden;  nimmt  man  aber  eine  durch  sie  hindurchgehende 
Oberflache  dritter  Ordnung  hinzu,  so  haben  die  beiden  Flächen  noch 
aufser  der  Kurve  vierter  Ordnung  einen  weiteren  Kurventeil,  nämlich 
zwei  windschiefe  Gerade  gemein,  und  können  also  ebenfalls  nicht  zur 
vollständigen  Darstellung  der  Baumkurve  dienen. 

Ans  diesem  Grunde  ist  es  bei  jeder  allgemeinen  Untersuchung 
über  Baumkurven  notwendig,  ihre  Darstellung  durch  einen  algebraischen 
Parameter,  welcher  Punkt  einer  Biemannschen  Fläche  ist,  zu  Grunde 
zu  legen,  oder,  was  auf  ganz  dasselbe  hinauskommt,  sie  Punkt  für  Punkt 
auf  eine  ebene  algebraische  Kurve  abzubilden  und  hierdurch  darzustellen; 
die  prinzipielle  Bedeutung  dieser  Methode  ist  zuerst  von  Herrn  Noeth er*) 
hervorgehoben  und  durch  Anwendung  auf  spezielle  Probleme  erwiesen 
worden.    Geht  man  von  zwei  Flächen  fiter  un(}  vt*x  Ordnung 

aus,  so  haben  dieselben  eine  Kurve  der  Ordnung  \xv  gemein,  welche 
im  allgemeinen  aus  mehreren  verschiedenen  Baumkurven  der  Ordnung 
m,  m\  m", . . .  zusammengesetzt  ist,  derart,  dafs 

(iv  =  m  +  wl  +  m"  H 

ist  Bildet  man  nämlich  die  Resultante  der  beiden  Gleichungen,  welche 
sich  z.  B.  durch  Elimination  von  x0  ergiebt,  so  ist  dieselbe  eine  ganze 
homogene  Funktion  R^*  der  Ordnung  fiv  von  a^,^,^,  welche 
reduktdbel  sein  und  alsdann  in  irreduktible  Bestandteile  zerlegt  werden 
kann;  dann  ist 

•Rp* \xi>  fy}  *»)  a=s  ■*» \Phf  %*>  x$) '  ■*«' (ft*  x$>xti)''  -) 
und  es  gehört  zu  jedem  der  Primfaktoren  Pm,  Pm', . . .  eine  irre- 
duktible Baumkurve  der  Ordnung  m,  w', . . .  Die  Untersuchung  der 
Baumkurven  als  partieller  Schnitt  zweier  Flächen  kommt  hiernach 
algebraisch  im  wesentlichen  auf  die  Untersuchung  reduktibler  Glei- 
chungen, also  zerfallender  Biemannscher  Flächen  zurück.  Beduktible 
Gleichungssysteme  können  aber  immer  nur  in  der  Weise  untersucht 
werden,  dafs  sie  in  ihre  irreduktibeln  Bestandteile  zerlegt  werden,  und 
damit  kommt  man  wieder  auf  die  frühere  Betrachtungsweise  zurück. 
Die  in  diesem  und  dem  vorigen  Abschnitte  gegebene  Bestimmung 
der  Anzahl  von  Bedingungen,  welche  eine  durch  eine  gegebene  Baum- 
kurve hindurchgelegte  Oberfläche  erfüllen  mufs,  unterscheidet  sich  dadurch 
erheblich  von  den  früheren  Methoden,  dafs  sie  sich  auf  den  Satz  (J)  des 
vorigen  Paragraphen  stützt  und  hierdurch  von  einer  Darstellung  der 

*)  Zur  Grundlegung  der  Theorie  der  algebraischen  Raumkurven,  Abhandlgn. 
d.  Berl.  Akad.  d.  W.,  1882. 
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Raumkurre  als  Schnitt  zweier  Flachen  ganzlich  unabhängig  wird.  Die 
bisherigen  von  Noether*)  xuid  Picard*)  gegebenen  Beweise  gehen 
von  der  Annahme  ans,  dafs  die  Raumkurve  der  partielle  Schnitt  zweier 
Flachen  ist,  deren  Bestschnitt  irrednktibel  ist  Ein  Beweis,  dafe  jede 
Raumkurve  so  als  Schnitt  zweier  Flachen  erhalten  werden  kann,  dafe 
der  Restschnitt  nicht  weiter  zerfallt,  ist  bisher  noch  nicht  gegeben 
worden, 

§4. 

Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Abschnitten,  um  den  Grund- 
gedanken der  Untersuchung  klar  hervortreten  zu  lassen,  die  Baum- 
kurve als  singularitatenfrei  vorausgesetzt;  wir  wollen  diese  Einschränkung 
jetzt  aufheben  und  für  jede  beliebige  Baumkurve,  ebenso  wie  für 
ebene  Kurven,  den  Divisor  der  singulären  Punkte  definieren. 

Projizieren  wir  die  Baumkurve  C„  von  einem  beliebigen  Punkte  des 
Baumes,  so  erhalt  die  Projektion  einen  Divisor  der  Doppelpunkte,  der 
zu  einem  Teile,  wie  wir  gesehen  haben,  von  den  scheinbaren  Doppei- 
punkten  der  Baumkurve  herrührt  und  also  von  der  Auswahl  des 
Projektionscentrums  abhangig  ist,  während  ein  anderer  Teil  von  den 
wahren  Singularitäten  der  Kurve  bedingt  und  somit  völlig  unveränder- 
lich ist.  Wir  erhalten  daher  den  zweiten,  wesentlicheren  Teil  für  sich 
allein,  wenn  wir  das  Projektionscentrum  als  veränderlich  ansehen,  für 
alle  möglichen  Projektionskurven  die  Divisoren  ©  der  Doppelpunkte  be- 
stimmen und  deren  gröfsten  gemeinschaftlichen  Teiler  aufsuchen.  Dabei 
gehören  zufolge  einer  früheren  Bemerkung  (S.  470)  die  sämtlichen  so 
erhaltenen  Divisoren  ©  einer  und  derselben  Klasse  E  an. 

Wir  wollen  zunächst  das  Projektionscentrum  nur  auf  einer  Geraden  g 
wandern  lassen  und  alsdann  den  veränderlichen  Divisor  ©  der  Doppel- 
punkte analytisch  darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  unterwerfen  wir 
vorerst  die  Schar  (Ä0,  %u  Ä„  Ä8)  einer  geeigneten  linearen  Trans- 
formation« Ist  die  Gerade  g  gegeben,  so  legen  wir  durch  sie  zwei 
Ebenen  und  machen  diese  zu  Seitenflächen  des  Koordinatentetraeders, 
so  dafe  ihre  Gleichungen  x2  =  0  und  x^  —  0  werden.  Die  anderen  beiden 
Ebenen  #0  =  0  und  xx  «=  0  des  Tetraeders  können  wir  alsdann  willkürlich 
annehmen.  Wählen  wir  nun  auf  der  Geraden  g  ein  Projektionscentrum  P, 

für  welches 

Xq  :  xx  «  ci0  :  o,x 

ist,  so  gehen  durch  P  die  drei  Ebenen 

x%  —  0,    x^  —  0,    o^o  -  a^  =  0, 

*)  Noether  1.  c.  §  7,  Picard  et  Simart,  Theorie  des  fonctione  algäbriques  de 
deux  variables  indäpendantes,  t.I,  Paris  1897,  S.  223  —  288. 
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und  die  Gleichung  des  Projektionskegels  von  P  ans  ergiebt  sich  also 
durch  Bestimmung  der  zwischen  x^,  #9  und  atx0  —  aQxt  bestehenden 
homogenen  Gleichung.  Die  sämtlichen  Projektionskegel  von  den  Punkten 
der  Geraden  g  aus  erhalt  man  somit,  wenn  man  mit  zwei  Un- 
bestimmten v0  und  v1  die  lineare  Verbindung 

vtx0  —  vQxt 

bildet  und  die  zwischen  dieser  Gröfse  und  x%yxz  bestehende  homogene 
Gleichung  aufsucht.    Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 

X       *>       V 
diese  Funktion  des  Körpers  ist,  wenn  die  Gerade  g  die  Kurve  nicht 
schneidet,    also   Ä,   und   ?tg    keinen    Teiler    gemein   haben,    von    der 
n***  Ordnung. 

Setzen,  wir  ferner 

x8  xs 

und  bilden  die  lineare  Verbindung 

so  genügt  w  für  beliebige  Werte  der  Parameter  vQ,  vl  einer  Gleichung 
nten  Grades 

1)  6(»,»)  — (ir  — «jjfj+Mi)^  — viyt  +  vo^i)---(^  — «iy«  +  ^^)-^ 
wobei  mit  yh  und  zh  die  n  Konjugierten  der  Funktionen  y  und  z  be- 
zeichnet sind;  diese  Gleichung  stellt  die  Schar  jener  Projektionskegel 
dar.  Bilden  wir  sodann  die  Ableitungsfunktion  ~—  und  ersetzen  w 
durch  vty  —  vQ0,  so  ist 

+  (^i(y-yi)  -  «v>  (*-*))  •  •  •  K(y-yn)  -  *„(*-*«))  +••■; 

da  nun  die  Summe  rechts  symmetrisch  von  den  n  konjugierten  Gröfsen 
abhängt,  so  ist  sie  eine  Funktion  des  Körpers,  welche,  da  die  homogenen 
Parameter  t?0,  v1  in  der  (n  —  l)*611  Ordnung  auftreten,  auch  in  die  Form: 

gesetzt  werden  kann,  wobei  die  Koeffizienten  £  von  t?0,  vx  unabhängige 
Funktionen  des  Körpers  bedeuten.  Zufolge  der  Gleichungen  (2)  auf 
S.  426  ist  aber 

ae      *a* 
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wenn  ffi  den  Divisor  der  Doppelpunkte  der  Kurve  (1)  bezeichnet;  da 
also  g-  bei  beliebigen  v0,  vx  ein  Vielfaches  des  Divisors    )t^1  ist,  so  ist 

t/W  ^j 

dies  nur  in.  der  Weise  möglich,  dafs  jeder  Koeffizient  |  durch  ihn 
teilbar  ist.    Setzt  man  also 

*o  Ä  jp^i'     **  ~~  a»-1'  " "  *  **~l  ""    fc»-1  ' 

so  sind  (50,  ©1; . . .  ©„_i  bestimmte  ganze  Divisoren  von  derselben 
Klasse  E  wie  ffi  selbst  und  von  der  Ordnung 

24  — (it  — l)(«a  — S)  — 8p. 

Der  Divisor  (E  der  Doppelpunkte  der  veränderlichen  Projektionskurve 
läfst  sich  hiernach  in  der  Form  darstellen: 

er  erscheint  somit  als  binäre  Form  (n  —  l)ter  Ordnung  der  Koordinaten 
t?0,  t>2  des  beweglichen  Projektionscentrums.  Dieses  Resultat  bleibt  aber 
offenbar  bestehen,  wenn  g  nicht  Kante  des  Koordinatentetraeders, 
sondern  eine  beliebige  Gerade  des  Baumes  ist  und  —  den  Parameter 
eines  auf  ihr  veränderlichen  Punktes  bedeutet 

Nehmen  wir  jetzt  den  Punkt  P=(i>0,  vlf  t?2,  v$)  als  frei  beweglich  im 
Räume  an,  so  ist  es  leicht  festzustellen,  in  welcher  Weise  der  veränder- 
liche Divisor  6  der  Doppelpunkte  von  den  Koordinaten  des  Punktes  P 
abhangt.  Wenn  nämlich  eine  Funktion  der  Variabein  v0>  i?, ,  v%,  % 
in  dem  Falle,  dafs  die  Bewegung  des  Punktes  P  auf  eine  beliebige 
Gerade  beschränkt  wird,  in  eine  binäre  Form  (n  —  l)*r  Ordnung  der 
auf  der  Geraden  veränderlichen  Parameter  übergeht,  so  ist  sie  not- 
wendig eine  homogene  Funktion  (n  —  l)*6*  Ordnung  von  v0,  vl9  v%9 1>8*); 
dieser  Satz  bleibt  aber  offenbar  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Koeffi- 
zienten der  auftretenden  Formen  nicht  Zahlen,  sondern  Divisoren 
einer  Klasse  E  sind,  da  ja  die  Quotienten  je  zweier  solcher  Divisoren 
Funktionen  des  Körpers  K  sind  und  daher  denselben  Rechnungsgesetzen 
wie  Zahlen  unterliegen.  Der  Divisor  (£  der  Doppelpunkte  der  ver- 
änderlichen Projektionskurve  mufs  daher  eine  quaternäre  Form 
(n  — l)*6*  Ordnung  von  v09  vl}  v2,  t?8  sein,  deren  Koeffizienten  ganze 
Divisoren  der  Klasse  E  sind;  bezeichnen  wir  also  mit  Vk  die  ver- 
schiedenen Potenzprodukte  der  Dimension  (n  —  1)  von  v0,  vt,  v%,  v5f  so  ist 

3)  9-J}9*rk. 

A 

*)  Der  Beweis  dieser  Thatsache  ergiebt  sich  sehr  leicht  durch  Anwendimg 
des  Taylorschen  Satzes  für  mehrere  Variabele. 
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Der  feste  Bestandteil  dieses  Divisors  ist  nun  offenbar  der  gröfste 
gemeinschaftliche  Teiler  35  der  Koeffizienten  @A.  Dieser  Faktor  mufe 
notwendig  in  @  auftreten,  wie  auch  der  Punkt  P  =  (t>0,  vlf  v%,  i?8)  ge- 
wählt werden  möge;  aufser  diesem  giebt  es  aber  keinen  weiteren  Prim- 
divisor,  der  in  allen  Teilern  @  erscheinen  müfete,  und  man  kann  ins- 
besondere stets  zwei  Punkte  des  Raumes 

■4  =  (fhf  ai>  <h>  as)    ^d    B  =  Q>o>1>i>h>h) 
so  bestimmen,  dafs  die  zugehörigen  Divisoren  @(a)  und  @W  eben  nur  den 
gröfsten  gemeinsamen  Teiler  S)  besitzen.     Dies  ist  stets  möglich,  denn 
hat  man  den  Punkt  A  beliebig  angenommen,  so  kann  man  nach  dem 
Satze  1.  auf  S.  255  den  Punkt  B  so  wählen,  dafe  kein  Primdivisor  *ß, 

der  in  -^-  aufgeht,  auch  in  -~-  enthalten  ist. 

Daher  können  wir  den  folgenden  Satz  aufstellen,  der  offenbar  die 
Verallgemeinerung  der  auf  S.  470  angestellten  Überlegung  ist: 

Der  Divisor  2)  der  Doppelpunkte  einer  Raumkurve  kann 
stets  als  gröfster  gemeinschaftlicher  Teiler  der  zu  zweien  ihrer 
Projektionen  gehörigen  Divisoren  der  Doppelpunkte  dargestellt 
werden. 

Hieraus  folgt  auch,  dafe  die  Ordnung  von  5)  stets  gerade  ist;  denn 
entsprechen  einem  Kurvenpunkte  P0  die  Primdivisoren  5ß1;  5ßa, . . .  Sßx, 
so  kann  man  die  Koordinaten  i?0,  vuv2,  v8,  in  (3)  so  wählen,  dafs  ffi  und  5) 
in  $ß1;  Sßj, . . .  Sßx  die  gleichen  Ordnungszahlen  haben,  und  sodann  die 
in  Formel  (4)  auf  S.  393  gegebene  Zerlegung  des  von  P0  herrührenden 
Beitrages  in  Elementarbestandteile  gerader  Ordnung  unmittelbar  von 
der  ebenen  Projektion  auf  die  Raumkurve  übertragen. 

Auf  Grund  dieser  Definition  und  Darstellung  des  Divisors  der 
Doppelpunkte  lassen  sich  die  Betrachtungen  der  §§  2  und  3  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  der  mit  Singularitäten  versehenen  Raum- 
kurven übertragen.  Bezeichnen  wir  nämlich  jetzt  die  Divisoren  der 
Doppelpunkte  für  die  beiden  Projektionen  mit  S)0  und  2)x  und  für  die 
Raumkurve  mit  S),  so  brauchen  wir  blofe  zu  zeigen,  dafs  ein  durch  5) 
teilbarer  Divisor  ®  der  Klasse  Av  als  Summe  eines  Vielfachen  von  S)0 
und  eines  Vielfachen  von  2)A  dargestellt  werden  kann.  Nach  dem  Satze 
auf  S.  473  ist  aber  in  der  That  für  hinreichend  gro&es  v: 

da  wir  soeben  bewiesen  haben,  dafe  -^  und  -=+  als  teilerfremd  an- 
genommen werden  dürfen;  also  ist: 

Hentel  u.  Landiberg,  Algobraisohe  Funktionen  etc.  31 


Digitized  by  VjOOQIC 


482  Siebenundzwanzigste  Vorlesung. 

Ist  2  d  die  Ordnung  des  Divisors  $),  so  bestimmt  sich  die  untere  Grenze 
für  den  Exponenten  v  nach  dem  obigen  Satze  durch  die  Ungleichung 

vn  -  28  >  4rf  -  4<J  +  2(i>- 1) 
oder 

v>2(n-3)-H(£rl±^. 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  allgemeinen  Theoreme: 

Sind  &0,  Äj,  Äj,  Ä8  vier  ganze  linear  unabhängige  Divi- 
soren einer  Klasse  J.  von  der  Ordnung  »,  und  3)  der  zu- 
gehörige Divisor  der  Doppelpunkte,  so  kann  jeder  durch 
S)  teilbare  Divisor  der  Klasse  Av  als  ganze  homogene  Punktion 
v**  Ordnung  von  Ä0,  %19  Ä,,  S^  dargestellt  werden,  voraus- 
gesetzt, dals  der  Exponent  v  oberhalb  einer  bestimmten 
unteren  Grenze 

liegt,  wo  2 ä  die  Ordnung  des  Divisors  $)  ist. 

Die  untere  Grenze  t>0  fällt  bei  dieser  Betrachtung  um  —  kleiner 
als  bei  der  analogen  Untersuchung  für  doppelpunktfreie  Raumkurve  ans. 
Besitzt  also  die  Raumkurve  d  gewöhnliche  Doppel-  oder  Rück- 
kehrpunkte, so  folgt  jetzt  durch  Übertragung  der  Betrachtungen  des 
vorigen  Paragraphen,  dais  die  Koeffizienten  einer  Fläche  v**  Ordnung 
welche  die  Raumkurve  enthalten  soll,  bei  hinreichend  grofeem  v  genau 
a/n  —  d  —p  +  1  linearen  unabhängigen  Gleichungen  zu  genügen  haben. 
Die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  linearen  Gleichungen  ist  also  in  diesem 
Falle  um  8  kleiner  als  bei  einer  singularitätenfreien  Kurve.  Auf  die 
Untersuchung  höherer  Singularitäten,  welche  einen  anderen  Einfluß 
auf  diese  Anzahlbestimmung  ausüben  können  und  eine  genauere  Dis- 
kussion des  Divisors  der  Doppelpunkte  erfordern  würden,  gehen  wir 
hier  nicht  weiter  ein. 
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Die  Hauptknrva  oder  die  Kurve  der  Differentiale  erster  Gattung.  —  Sie  hat  keine 
Doppelpunkte,  wenn  sie  nicht  hyperelliptisch  ist.  —  Die  VerzweigungsdiviBoren 
der  DifferentialklasBe  und  die  Weierstrafs  -  Punkte.  —  Die  Ordnungszahlen 
der  Funktionen  mit  einer  Unendlichkeitsstelle;  additive  Moduln.  —  Die  Anzahl 
der  Weierstrafs -Punkte.  —  Gruppe  der  Transformationen  des  Gebildes  in  sich.  — 
Algebraische  Gebilde  vom  Geschlechte  p  >  1  besitzen  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Transformationen  in  sich. 

§1. 

Die  Methoden  der  letzten  beiden  Kapitel  können  ohne  prinzipielle 
Schwierigkeiten  auf  die  Untersuchung  beliebiger  Kurven  im  Räume 
yon  mehr  als  drei  Dimensionen  angewendet  werden.  Sind  nämlich 
^o>  Äj,  8t,  - .  •  8«  *  +  1  linear  unabhängige  Divisoren  einer  Klasse  A9 
so  wird  durch  die  Proportion 

#o  :  xi :  ^  • " " :  x*  ■■  %> :  t :  ^s  •  •  • :  Ä, 
oder  durch  die  mit  einem  beliebigen  Divisor  Ä  der  Klasse  gebildeten 
Gleichungen 


r        *• 


*».    ~  -  V 


*, 


t 


eine  Kurve  im  Baume  von  s  Dimensionen  bestimmt.  Diese  Kurve 
kann  in  keinem  Räume  niedrigerer  Dimension  gelegen  sein,  weil 
zwischen  x0,  xx, . . .  x,  keine  lineare  homogene  Gleichung  besteht;  ihre 
Ordnung  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  gleich  der  Ordnung  der  Klasse,  voraus- 
gesetzt, daijB  der  Korper,  welcher  durch  die  Gesamtheit  der  rationalen 

x1  x 

Funktionen  von  —>••.—  gegeben  ist,    den   ursprünglich   gegebenen 

x$  Xq 

Körper  K{e}  u)  erschöpft,  so  dafo 

ist  Wir  wollen  aber  diese  Untersuchung  nicht  in  voller  Allgemein- 
heit durchfahren,  sondern  wir  beschranken  uns  im  wesentlichen  darauf, 
einen  besonderen  Fall  zu  diskutieren,  welcher  für  die  allgemeine  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  von  grundlegender  Bedeutung  ist. 

81* 
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Es  sei  nämlich  die  Kurve  durch  ein  Fundamentalsystem  der  in  der 
Klasse  W  der  Differentiale  enthaltenen  ganzen  Divisoren  bestimmt  Diese 
Klasse  hat,  wie  wir  wissen,  die  Ordnung  2  (p  —  1)  und  die  Dimension  p; 
bezeichnen  wir  also  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  für  die 
ganzen  Divisoren  von  W  mit  381;  2Ba, . . .  SBP,  und  setzen  wir  in  etwas 
geänderter  Bezeichnung 
1)  xt:Xii---:xp=ß$1:$&%  :••-:%&,,, 

so  wird  hierdurch  eine  Kurve  im  Räume  von  p  —  1  Dimensionen  be- 
stimmt.   Wir  können  diese  Gleichung  nach  S.  307  auch  in  der  Form 
schreiben: 
la)  x1 :  xt :  •  •  •  xp  —  dwt :  dw% :  •  •  •  dwpy 

wenn  wir  mit  wu  w2) . . .  wp  das  System  der  Integrale  erster  Gattung 
bezeichnen. 

Wir  nennen  diese  Kurve  die  Kurve  der  Differentiale  erster 
Gattung  oder  auch  die  zu  dem  algebraischen  Gebilde  gehörige 
Hauptkurve  und  bezeichnen  sie  durch  H.  Ihre  Bedeutung  beruht 
darauf,  dafs  sie  ganz  unabhängig  von  der  besonderen  Form  der  Aus- 
gangsgleichung definiert  ist  und  also  invarianten  Charakter  bei  irgend 
welchen  birationalen  Transformationen  des  Gebildes  besitzt.  Gehen 
wir  nämlich  zu  irgend  einer  anderen  Form  der  Ausgangsgleichung 
über,  so  bleibt  die  Schar  der  Differentiale  erster  Gattung  un- 
verändert; die  Koordinaten  x[,  x2,  .  .  .  xp  eines  Punktes  der  zu  dem 
transformierten  Gebilde  gehörigen  Hauptkurve  hängen  also  mit  den 
ursprünglichen  x19  x2,  . . .  xp  durch  lineare  Gleichungen  mit  nicht  ver- 
schwindender Determinante  zusammen,  und  die  beiden  Kurven  gehen 
also  durch  eine  blofse  Kollineation  ineinander  über;  oder  wenn  man 
die  linearen  Gleichungen  als  Koordinatentransformation  deutet,  so 
stellen  xl}x%}...xp  und  x[,  x2,  . . .  xp  geradezu  dieselbe  Kurve,  be- 
zogen auf  verschiedene  Koordinatensysteme,  dar.  FaGst  man  also 
alle  die  Gleichungen,  welche  auseinander  durch  birationale  Trans- 
formation hervorgehen,  in  eine  Klasse  zusammen,  so  ist  die  Haupt- 
kurve für  alle  diese  algebraischen  Gebilde  dieselbe,  und  jede  durch 
Kollineation  unzerstörbare  Eigenschaft  der  Hauptkurve  mufis  eine 
Eigenschaft  des  zugehörigen  algebraischen  Gebildes  ergeben,  welche 
bei  beliebiger  birationaler  Transformation  erhalten  bleibt  und  daher 
als  eine  seiner  allerwesentlichsten  Eigentümlichkeiten  anzusehen  ist. 

Die  erste  sich  hier  darbietende  Frage  ist  die,  ob  denn  die  Be- 
ziehung zwischen  der  ursprünglichen  und  der  Hauptkurve  stets  eine 
umkehrbar  eindeutige  ist,  oder  ob  etwa  der  Fall  eintreten  kann,  daüs 
zwar    jedem    Punkte     der    ursprünglichen    Kurve    einer     der    Haupt- 
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kurve,  aber  umgekehrt  jedem  beliebigen  Punkte  der  Hauptkurve 
mehrere  der  ursprünglichen  entsprechen.  Bildet  man  mit  einem  be- 
liebigen Divisor  2B  der  Klasse  W  die  Funktionen 

xi  —  gg  >     ^  —  2g  >  " "  '  xp  —  2g ' 

so  tritt  dieser  letztere  Fall  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  der  Körper 
Kfa,  3g, . . .  xp)  aller  rationalen  Funktionen  von  x1}  x^} . . .  xp  nicht  mit 
dem  Körper  K(z,  u)  identisch,  sondern  ein  Unterkörper  von  ihm  ist;  im 
ersten  Falle  ist  also  das  Geschlecht  der  Hauptkurve  ebenfalls  gleich  p,  im 
zweiten  kann  es  aber  kleiner  slsp  sein.  Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dafs 
dieser  Ausnahmefall  für  eine  bestimmte  Art  algebraischer  Körper  wirk- 
lich eintritt,  und  sodann  nachweisen,  dafs,  abgesehen  von  dieser  Aus- 
nahme, in  allen  anderen  Fällen  die  Beziehung  zwischen  beiden  Kurven 
wirklich  umkehrbar  eindeutig  ist. 

Es  sei  nämlich  der  algebraische  Körper  ein  hyperelliptischer, 
d.  h.  ein  solcher,  in  welchem  eine  der  zugehörigen  Riemannschen 
Flachen  zweiblättrig  ist  (vgl.  S.  335),  dann  können  wir  nach  §  3  der 
dreizehnten  Vorlesung  seine  Gleichung  in  der  Form 

2)  u*  =  c(z-e1)(*--ei)...(z-e2P+2) 

annehmen;  hierbei  ist  also  der  Fall  4)  =  1,  der  meist  als  elliptischer 
eine  besondere  Bezeichnung  erhalt,  unter  den  allgemeineren  Begriff 
des  hyperelliptischen  Körpers  subsumiert.  Alsdann  liegen  die  Ver- 
zweigungspunkte der  Fläche  sämtlich  im  Endlichen;  aber  diese  Voraus- 
setzung ist  statthaft,  denn  fällt  einer  von  ihnen  ins  Unendliche,  so 
dafs  die  Gleichung  die  Form 

ü»  =  c  (a  -  et)  (?-  Cj)  . . .  (*  -  *,+1) 
erhält,  so  brauchen  wir  blofs 

zu  setzen  und  die  Konstante  a  von  e17  %,  .  . .  e2p-f  1  verschieden  zu 
wählen.    Wir  erhalten  dann 

\        e1  —  ct/\        es  —  cc/         \        e2p+i  —  a/     ' 

wodurch  wir  auf  die  frühere  Gleichungsform  zurückkommen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Punkte  der  Riemannschen  Fläche,  welche 
zu  ^,63,  i ;.  .ei/,+8  gehören,  resp.  mit  $ß1;  Sß2, . . .  ^+2,  so  ist  nach 
S.  219  der  Verzweigungsteiler 

8, -&&...&M.1  *.,+•• 
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Zufolge  der  Gleichung  (1)  ist  dieser  Divisor  zugleich  der  Zahler  der 
Funktion  u,  und  da  u  in  jedem  der  beiden  Pole  von  z  in  der 
(j>  +  l)*n  Ordnung  unendlich  wird,  so  hat  man  die  Divisorengleichungen 


o 
Da  nun  der  zu  de  gehörige  Differentialteiler  ^  ist,  so  entsprechen 

den  p  Differentialen 

der  Reihe  nach  die  ganzen  Divisoren 

die  p  Differentiale  (3)  sind  also  von  der  ersten  Gattung,  und  da  sie 
offenbar  linear  unabhängig  sind,  so  bilden  sie  auch  ein  vollständiges 
Fundamentalsystem.  Der  allgemeine  Differentialteiler  erster  Gattung 
hat  somit  die  Gestalt 

©  «  w?-1  +  <y,«r ' + c» ä«;- • + ■  •  • + «>ir  * 

und  ist  also  eine  beliebige  binäre  Form  (p  — l)**r  Ordnung  von  j, 
und  tt,;  ferner  ist,  wenn  A  die  Klasse  von  jt  und  tt,  bedeutet: 

W  —  A*~\ 

In  diesem  Falle  wird  also  die  Hauptkurve  27  durch  die  Gleichungen 
definiert: 

xl  :  ^i  :  ^8  : ' "  ' :  XP  mm  1  :  *  :  *%  : ' ' " :  *P"~S 

und  es  gehört  hiernach  zu  jedem  Werte  von  z  ein  Punkt  der  Hanpt- 
kurve  und  umgekehrt;  andererseits  gehören  aber  zu  jedem  Werte  von  z 
zwei  Punkte  der  Riemannschen  Fläche,  welche  in  den  beiden  Blattern 
übereinander  liegen.  Die  Beziehung  zwischen  Hauptkurve  und  algebrai- 
schem Gebilde  ist  also  in  der  That  nicht  umkehrbar  eindeutig,  indem 
jedem  Punkte  der  Kurve  ein  System  von  zwei  übereinandergelegenen 
Punkten  der  Riemannschen  Flache  entspricht.  Demzufolge  erniedrigt 
sich  auch  die  Ordnung  der  Hauptkurve  von  2  (p  —  1)  auf  die  Hälfte, 
und  ihr  Geschlecht  ist  nicht  mehr  p,  sondern  Null,  da  die  Koordinaten 
als  rationale  Funktionen  von  ts}  also  als  Elemente  des  in  K(js9u)  ent- 
haltenen Unterkörpers  K(s)  dargestellt  werden  können.  Zu  jedem 
Differentialteiler  2B  gehört  ein  Punktsystem,  welches  aus  irgend  welchen 
p  —  1  Punkten  der  Riemannschen  Flache  und  den  p  —  1  konjugierten 
besteht,  in  denen  die  Variable  e  den  gleichen  Wert  annimmt 
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Wir  wollen  jetzt  nachweisen,  dafs  dieser  Ausnahmefall  auch  der 
einzige  überhaupt  mögliche  ist.  Wir  wollen  aber  sogleich  ein  weiter- 
gehendes Resultat  ableiten,  nämlich  zeigen,  dafs  die  Hauptkurve  H 
eines  algebraischen  Gebildes,  welches  nicht  hyperelliptisch  ist,  keinen 
einzigen  Doppelpunkt  besitzt.  Jede  Kurvensingularitat  ist  ja  da- 
durch charakterisiert,  dafs  einem  Punkte  der  Kurve  mehrere  der 
Riemannschen  Flache  entsprechen.  Ist  nun  die  Beziehung  zwischen 
der  Kurve  und  der  Riemannschen  Fläche  durchweg  eine  mehrdeutige, 
so  ist  jeder  Kurvenpunkt  in  diesem  Sinne  ein  singulärer,  und  wenn 
wir  also  beweisen  können,  dafa  kein  Punkt  der  Kurve  die  Eigen- 
schaften eines  mehrfachen  Punktes  besitzen  kann,  so  ist  damit  auch  die 
speziellere  Behauptung  erwiesen,  dafs  die  Beziehung  zwischen  Kurve 
und  Riemannscher  Flache  eine  umkehrbar  eindeutige  ist. 

Es  sei  P  ein  Punkt  der  Hauptkurve,  dann  dürfen  wir  ohne  Be- 
einträchtigung der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  voraussetzen,  dafs  P 
eine  Ecke  des  Koordinatensystems  ist  und  somit  die  Koordinaten  habe: 

fy  «  1,    Xi  =  0,    #j  =  0,  . . .  Zp—i  =  0,    xp  =  0; 

denn  diese  Annahme  ist  stets  durch  lineare  Transformation  zu  reali- 
sieren.   Bei  solcher  Auswahl  der  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  er- 
halten in  der  Gleichung 
1)  a^:^:^:-    :^  =  8B1:aB8:SB8:-:8B/, 

die  Divisoren  2B2,  2B8,  . . .  9&p  einen  gemeinsamen  Primteiler  Sßt, 
wahrend  2Bt  diesen  Faktor  nicht  besitzt.  Ist  aber  der  Punkt  P  ein 
Doppelpunkt,  so  haben  288,  2B8,  . . .  SB^  sogar  einen  Divisor  zweiter 
Ordnung 

gemein.  Bezeichnen  wir  also  die  Klasse  des  Divisors  ®  mit  G,  so 
giebt  es  alsdann  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  genau  p  —  1  un- 
abhängige Divisoren,  welche  durch  ®  teilbar  sind,  d.  h.  es  ist 


{*}-'- 


Suchen   wir  aber  die  Dimension   der  Klasse  G  auf,  so  ist  nach 
dem  Riemann-Rochschen  Satze 

W-T-i?)-'-^' 
also 

Daher   giebt   es   in  der   Klasse    G  noch   einen    zweiten   ganzen 
Divisor  @',  welcher  kein  Vielfaches  von  ®  ist,  und  da  es  für  p  >  0 
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keine  Funktion  erster  Ordnung  im  Körper  giebt,  so  sind  Zähler  und 

Nenner  von 

& 
*~® 

notwendig  relativ  prim;  die  Funktion  ist  also  von  der  zweiten  Ordnung. 
Wenn  aber  in  einem  Körper  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  existiert, 
so  ist  er  hyperelliptisch.  Denn  ist  u  eine  zweite  Funktion,  welche 
für  die  Darstellung  sämtlicher  Gröfsen  des  Körpers  ausreicht,  so 
genügt  u  einer  Gleichung  zweiten  Grades 

OjM2  +  2axu  +  a0  =  0, 

worin  a0,  a1}  o»  ganze  Funktionen  von  z  sind.  Diese  Gleichung  erhält, 
wenn  wir  anstatt  u  lieber  die  Funktion 

a%u  +  Oi  =  wf 
einführen,  die  Form 

worin  die  ganze  Funktion  G(z)  gleich  a\  —  a0a2  ist.    Man  kann  dann, 
wie  auf  S.  197,  leicht  zeigen,  dafs  die  Funktion  G(js)  in  der  speziellen 
Gestalt,  die  wir  vorher  benutzt  hatten,  zu  Grunde  gelegt  werden  kann. 
Wir  haben  hiernach  den  Satz  bewiesen: 

Wenn  der  algebraische  Körper  nicht  hyperelliptisch  ist 
d.  h.  wenn  in  ihm  keine  Funktionen  zweiter  Ordnung  existieren, 
so  besitzt  die  Hauptkurve  keinen  Doppelpunkt;  jedes  zu  dem 
Körper  gehörige  algebraische  Gebilde  ist  alsdann  auf  die  Haupt- 
kurve, ebenso  wie  auf  die  Biemannsche  Fläche,  durchweg  ein- 
deutig bezogen. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Betrachtungen  den  Ausnahmefall 
eines  hyperelliptischen  Körpers  meist  ausschliefen.  Nun  existieren 
aber  in  dem  Körper  stets  Funktionen  zweiter  Ordnung,  wenn  p  =  1 
oder  =  2  ist.  Denn  wenn  p  =  1  ist,  so  können  die  Pole  einer  Funk- 
tion zweiter  Ordnung  willkürlich  vorgeschrieben  werden  (S.  316); 
Körper  vom  Geschlechte  eins  sind  also  stets  elliptische.  Wenn  ferner 
p=2  ist  und  dwv  dw2  die  beiden  linear  unabhängigen  Differentiale  erster 
Gattung  bedeuten,  so  haben  diese  die  Ordnung  zwei,  und  es  ist  also 

dw. 
dw% 

eine  Funktion  zweiter  Ordnung;  Körper  vom  Geschlechte  zwei  sind 
also  stets  hyperelliptisch.    Wenn  p  =  3  ist,  so  existieren  im  allgemeinen 
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innerhalb    des    Körpers    keine    Funktionen    zweiter    Ordnung    mehr. 
Wir   setzen  also  bei  Ausschluß  hyperelliptischer  Körper  auch  jp  ^>  3 


voraus. 


Wir  wollen  jetzt  zu  Zwecken  späterer  Anwendung  die  Verzweigungs- 
divisoren der  in  der  Klasse  W  enthaltenen  Schar  der  ganzen  Divisoren 
(SBi,  8B2>  • . .  SBp)  bestimmen  und  ihre  Bedeutung  feststellen,  wobei  wir 
den  Fall  des  hyperelliptisfchen  Gebildes  noch  nicht  auszuschliefsen 
brauchen.  Da  die  Dimension  dieser  Schar  gleich  p  ist,  so  giebt 
es  Verzweigungsdivisoren  des  ersten,  zweiten,  ...  (p  — ■  l)t6n  Grades, 
welche  mit  3t;  82;  •  •  •  3j>— 1  bezeichnet  sein  sollen,  und  deren  Ordnungen 
resp.  619  <f2,  ...  tfp— 1  sein  mögen.  Nach  der  früher  bewiesenen 
Formel  (8)  auf  S.  457  ist  dann 

(p-l)*1  +  (p-2)*f  +  —  +  2*,-*  +  *,-i 
1)  -(P-1)J>(P-1>  +  P-»(P-1)" 

=  (j>-l)p(p  +  l). 

Ist  nun  Sß  ein  beliebiger  Punkt  der  Biemannschen  Fläche  und 
besitzt  er  in  den  Verzweigungsdivisoren 

Oif    8a;  •  •  •  öp— 1 
resp.  die  Ordnungszahlen 

at  —  1,     ir8  —  1,  . . .  «p— 1  —  1, 
so  ist  also 

6X  -  I (at  - 1),     6t  =  I  fa  - 1),  . . .  *,_!  =  I  (*p_i  - 1), 

wenn  die  Summen  über  sämtliche  Punkte  $  der  Biemannschen  Fläche 
erstreckt  werden.  Zufolge  der  Bedeutung  des  ersten  Verzweigungs- 
divisors enthalten  nun  alle  Divisoren  der  Schar,  welche  einen  be- 
stimmten Faktor  Sß  haben,  diesen  Primdivisor  in  der  Potenz  Sß"1;  ist 
also  P  die  Klasse  von  Sß,  so  sind  die  Dimensionszahlen 

Ferner  enthalten  alle  Divisoren,  welche  den  Faktor  $ß*1+1  haben,  diesen 
Primdivisor  in  der  Potenz  $ßai+flf*;  also  ist 
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So   fortgehend  erhalt   man  zufolge    der    Bedeutung    des    dritten,  . . . 
(p—  l)t#»  Verzweigungsdivisors 

*^)        \p«i+a.+l)  ~  \p«.  +«.+«}  -  •  • '  —  (pa.+a.+a.J  ""  *  ~~  8' 

*»-»){ p..+-  •  -Tv-H-i}  —  -  (,«+•  •  •+£-.*  v»}  =  *' 

2«)  |f,+...iH+,|-(^...;„+,)— 0. 

Hiernach  besitzt  die  Klasse  —  dann  und  nur  dann  keine  ganzen 
Divisoren,  wenn  der  Exponent 

r  >  ax  +  <*,  H h  «p_i 

ist.    Diese  Bedingung  ist  sicher  erfallt,  wenn  die  Ordnung  der  Klasse 

—  negativ,  also  r  >  2  (i>  —  1)  ist.    Somit  müssen  die  positiven  Zahlen 

alf  «f„  . . .  ttj,-!  stets  der  Ungleichung 

3)  l>-l^«1  +  «1+---+ap-i^2(i>-l) 

genügen. 

Im  allgemeinen  sind  nun  die  Zahlen  ah  sämtlich  gleich  Eins, 
wenn  nämlich  der  Punkt  Sß  in  keinem  der  Verzweigungsdivisoren 
8i>  8i>  •  •  •  8p-i   auftritt;    es    giebt    aber    eine    endliche  Anzahl  von 


p-i 


Punkten;  für  welche  die  Summe  ^  ah  gröfser  als  p  —  1  ausfallt  und 

i 
welche    also    in    einem     oder    mehreren    der    Verzweigungsdivisoren 

&i>  8*>  •  •  •  8p-i  auftreten.     Wir  wollen  diese  Punkte  „Weierstrafs- 

Punkte"  nennen,   weil   sie  in   der  Weierstrafsschen   Theorie    der 

algebraischen  Funktionen  eine  besonders  wichtige  Bolle  spielen;   dann 

gehört  also  zu  jedem  derartigen  Punkte  Sß  eine  bestimmte  Kombination 

von  p— 1  positiven  ganzen  Zahlen  «4,  at7 . . .  ccp—i,  die  nicht  alle  gleich  eins 

sind  und  durch  welche  die  Besonderheit  des  Punktes  Sß  charakterisiert 

wird;   da   aber  die  Ungleichung  (3)   nur  eine   endliche  Anzahl    von 

Losungen  in  positiven  ganzen  Zahlen  hat,  so  giebt  es  für  jedes  p  auch 

nur  eine    endliche  Anzahl  solcher  Kombinationen  von    p  —  1  Zahlen 

*i>  *i>  •  •  •  «p— i. 
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TP" 
Die  in  der  Tabelle  (2)  auftretenden  Klassen  —  sind  die  Ergänzungs- 
klassen   der  Potenzen  von  P;  nach   dem  Riemann-Rochschen   Satze 
kann  man  daher  auch  die  Dimension  dieser  letzteren  bestimmen  und 
findet  so 

4)  {P-Hr-i>  +  l  +  {£}. 

Betrachten  wir  nun  zwei  aufeinanderfolgende  Klassen  Pr  und  Pr+1, 
wobei  r  auch  den  Wert  Null  annehmen  darf,  so  ist 

{Pr+1}  =  r-p  +  2  +  {^rj. 

Nun  sind  zwei  Fälle  möglich;  der  eine,  der  nach  der  Tabelle  (2)  für  un- 
endlich viele  Zahlen  r  eintritt,  ist  der.  dafs  die  Dimensionszahlen  1— rr?  1 
{W\  l-P  +  J 

—  \  einander  gleich  sind,  dann  ist 

4a)  {P^JHP^  +  l. 

Wenn  hingegen  {-7x1}  ö  (— }  —  1  ist,  was  offenbar  nach  der 
Tabelle  (2)  dann  und  nur  dann  eintritt,  wenn  r  eine  der  p  Zahlen 

6)         0,     alf     ax  +  a„     o,  +  a,  +  a8,  . . .  at  +  a%  H H  ap-.x 

ist,  so  ist 

4b)  {Pr+,}-{Pr}. 

Die  Bedeutung  dieser  beiden  Eventualitäten  ist  jetzt  leicht  zu  er- 
kennen: Bezeichnen  wir  für  einen  Augenblick  die  Dimensionszahl  {Pr} 
mit  q,  so  giebt  es  im  ganzen  q  linear  unabhängige  ganze  Divisoren 

®i>    ®*>  •  •  •  ®?> 
welche  dem  Divisor  5ßr  äquivalent  sind.    Multiplizieren  wir  diese  Reihe 
mit  dem  Faktor  5ß,  so  sind 
6)  $©„    <P@„...iß®? 

q  linear  unabhängige  Divisoren  der  folgenden  Klasse  Pr+1.  Tritt  nun 
der  Fall  (4  b)  ein,  so  bilden  diese  auch  ein  Fundamentalsystem  der 
Klasse  Pr+1;  die  Klasse  ist  also  eine  uneigentliche,  und  jede  Funktion 
des  Körpers  mit  dem  Nenner  Sßr+1  ist  von  der  Form 

$0   =  JB. 

d.  h.  es  giebt  keine  Funktion  des  Körpers,  welche  nur  in  5ß  unendlich 
wird  und  die  Ordnung  r  +  1  besitzt.  Im  Falle  (4  a)  hingegen  ist  die 
Reihe   (6)  kein   vollständiges    Fundamentalsystem    der   Klasse   Pr+1, 
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sondern  um  ein  solches  zu  erhalten;  hat  man  noch  einen  weiteren 
Divisor  ®«+i  hinzuzufügen,  und  dieser  kann  kein  Vielfaches  von  $ 

(Sk 

sein,  weil  sonst  — -£-  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  Pr  wäre,  also  die 

q  -f  1  Divisoren  kein  unabhängiges  System  bilden  würden.  Bildet 
man  daher  die  p  Zahlen,  welche  aus  der  Reihe  (5)  durch  Vermehrung 
um  eine  Einheit  hervorgehen: 

7)  1,     «!  +  1,     at  +  at  +  l9  ...  ax  +  af+ h  a>-i  +  1, 

so  sind  das  diejenigen  Ordnungszahlen,  welche  eine  Funktion  des 
Körpers  mit  dem  einzigen  Pole  5ß  niemals  erhalten  kann;  dieselben 
mögen  in  dieser  Reihenfolge  mit 

8)  Qi>  Qtf  Q*y  •  •  •  Qp 
bezeichnet  sein,  so  dafe  ^  =  1  und 

*i  Ä  P*  —  Qu     *i  —  Ps  -"  P*>     az  —  P4  —  Pa>  •  •  •  *f-i  =  Pp  ~  Pj»-i 

ist  und  die  Zahlen  a  also  die  Differenzenreihe  der  Ordnungszahlen  q 
bilden. 

Die  Gesamtheit  der  Funktionen  des  Körpers  mit  dem  einzigen 
Pole  Sß  bildet  ein  Ideal;  ist  nämlich  z  eine  dieser  Funktionen,  so  ist 
jede  andere  eine  ganze  Funktion  von  z  und  gehört  also  dem  Ideal  1(1) 
an  (S.  220).  Aber  die  Funktionen  dieses  Ideals  besitzen  nicht  alle 
möglichen  Ordnungszahlen,  sondern  das  System  der  Zahlen  0,  1,  2,  3, . . . 
zerfällt  in  Bezug  auf  obiges  Ideal  in  zwei  Klassen  91  und  SR,  von 
denen  die  erste  9t  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Individuen, 
nämlich  den  p  positiven  Zahlen  q±)  q9)  . . .  qp  besteht,  wahrend 
die  zweite  unendlich  viele,  nämlich  alle  übrigen  positiven  ganzen 
Zahlen  und  die  Null  enthält,  und  man  kann  die  erste  als  die  Klasse 
der  fehlenden,  die  zweite  als  die  Klasse  der  vorhandenen 
Ordnungszahlen  bezeichnen.  Da  die  erste  Klasse  stets  aus  p  Ele- 
menten besteht,  so  kann  man  hieraus  auch  eine  neue  Definition  der 
Geschlechtszahl  p  entnehmen  und  folgenden  Satz  aussprechen,  der  als 
„Weierstrafsscher  Lückensatz"  bezeichnet  wird: 

Betrachtet  man  das  System  derjenigen  Funktionen  des 
Körpers,  welche  nur  in  einem  beliebigen  Punkte  5ß  der  Rie- 
mannschen  Fläche  unendlich  werden,  so  treten  nicht  alle 
positiven  oder  verschwindenden  Zahlen  als  Ordnungszahlen 
auf,  sondern  es  fehlen  stets  so  viele,  als  die  Geschlechts- 
zahl p  des  Körpers  angiebt;  die  Anzahl  der  fehlenden  Ordnungs- 
zahlen ist  also  von  der  Auswahl  des  Punktes  $  unabhängig. 
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§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  Zahlen  Qlf  Q2>  -  •  Qp  selbst,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  Elemente  ihrer  Differenzenreihe  alf  a2, ...  ap_i 
einer  näheren  Untersuchung  unterziehen.  Die  positiven  Zahlen  « 
dürfen  nämlich  nicht  beliebig  gewählt  werden,  sondern  sie  müssen 
überdies  gewissen  Bedingungen  genügen,  und  es  giebt  bei  gegebenem  p 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  möglichen  Kombinationen  für  sie.  Es 
geht  dies  schon  aus  der  früher  aufgestellten  Ungleichung 

hervor,  welcher  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Kombinationen  positiver 
Zahlen  genügen  können.  Zu  dieser  Bedingung  tritt  aber  noch  eine 
andere  und  wichtigere,  und  wir  gelangen  zu  ihr,  wenn  wir  statt  des 
Systems  81  die  Klasse  3JI  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  ins  Auge 
fassen.  Sind  nämlich  ga  und  gp  zwei  Funktionen  des  Ideals  1(1)  mit  den 
Ordnungszahlen  a  und  ß,  so  ist  das  Produkt  gagp  ebenfalls  eine 
Funktion  des  Ideals  mit  der  Ordnungszahl  a  +  ß.  Wenn  also  a  und  ß 
in  der  Klasse  SR  vorkommen,  so  tritt  auch  die  Summe  a  +  ß  in  der 
Klasse  3K  auf,  während  die  Differenz  a  —  ß  nicht  in  3TO  enthalten  zu 

9 
sein  braucht,  da  der  Quotient  —  im  allgemeinen  aufser  5ß  noch  andere 

Pole  besitzt  und  alsdann  nicht  dem  Ideale  angehört  Ein  System  von 
ganzen  Zahlen,  welches  mit  irgend  zwei  Zahlen  auch  deren  Summe 
enthält,  wollen  wir  einen  „additiven  Modul"  nennen,  wobei  der 
Zusatz  „additiv"  darauf  hinweisen  soll,  dafs  nur  die  Addition,  nicht 
aber  auch  die  Subtraktion  erzeugende  Operation  des  Moduls  ist  Dann 
gilt  also  der  Satz: 

Das  System  SR   der  vorhandenen   Ordnungszahlen  bildet 

einen  additiven  Modul. 

Im  allgemeinen  ist  ein  Punkt  5ß  der  Biemannschen  Fläche  in  keinem 

der    Divisoren    3i;  3a;  •  •  •  3*-i    enthalten;    dann    haben    die   Zahlen 

al}  <%, . . .  Op— i  alle  den  Wert  eins,  und  es  ist  also  das  System  der 

fehlenden  Ordnungszahlen 

Qi  =  1*     Q%  —  2#     Ps  =  3;  •  •  •  Qp  "="  P5 
das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  ist  also 

0,    P  +  l,    P  +  2,  ..., 

und  es  giebt  somit  für  einen  gewöhnlichen  Punkt  der  Fläche  keine 
Funktionen  erster,  zweiter,  . . .  jpter  Ordnung,  während  alle  höheren 
Ordnungszahlen  auftreten. 
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Es  giebt  aber  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten,  eben  die  vorher 
erwähnten  Weierstrab-Punkte,  welche  von  diesem  Schema  abweichen 
und  für  welche  also  die  in  der  Gleichung  (1)  auftretende  Summe 

l)«-(p-l)(*i-l)  +  (F-^(^-l)+---+2(«,-i-l)  +  (*t-i--l) 

positiv  ausfallt.     Wir  wollen  diese  Zahl  das  Gewicht  des  Punktes 

nennen;  dann  gilt  zufolge  der  Gleichung  (1)  des  vorigen  Paragraphen 

der  Satz: 

Die  Summe  der  Gewichte  sämtlicher  Punkte  der  Riemann- 

schen  Flache  ist  gleich  (p  —  l)p(p  +  1);  nur  die  Weierstrafc- 

Punkte  haben  positives  Gewicht. 

Daher  giebt  es  in  jedem  Körper  Weierstrab  -Punkte,  falls  p  >  1 

ist,  und  diese  werden  nach  der  Gleichung  (7)  auf  S.  456  durch  die 

Primteiler  des  zur  Klasse  W%  gehörigen  Divisors 

—  öi      Ol      •  •  •  öp— »  öp— i 

geliefert    Im   allgemeinen  tritt  aber  ein  derartiger  Primfaktor  eben 

nur  in  der  ersten  Potenz  in  $  &tf;  und  es  kann  als  eine  Besonderheit 

betrachtet  werden,   wenn  der  Divisor  3  einen  mehrfachen  Primteiler 

enthalt.    Für  einen  solchen  einfachen  Teiler  ist  aber  notwendigerweise 

ax  =-  1,    a,  —  1,  . . .  «p_i  =  1,    ap-i  =»  2, 
also  ist 

PiÄl#    (>»Ä2,  . . .  pp-i=jp  —  2,    fe-i^-f-1,    fe-p+1, 
und  die  Klasse  3R  besteht  aus  den  Zahlen 

o,    P,    JP  +  2,    p  +  3,    p  +  4,  . . . 

Wir  wollen  solche  Körper,  welche  nur  die  gewöhnlichen  durch 
den  Wert  des  Geschlechtes  p  bedingten  Besonderheiten  darbieten,  ordi- 
näre Körper  nennen.  Es  erweist  sich  dann  im  Verlaufe  der  späteren 
Betrachtungen  oftmals  als  notwendig,  die  ordinären  Körper  von  den- 
jenigen zu  trennen,  welche  eine  besondere  Eigenart  besitzen  und  sich 
hierdurch  von  den  anderen  ihres  Geschlechtes  unterscheiden.  In  einem 
ordinären  Körper  besitzt  daher  jeder  Weierstrab- Punkt  Sß  das  Gewicht 
eins,  die  Anzahl  dieser  Pqnkte  ist  somit  (p  —  l)jp(jp-f-l),  und  für 
jeden  von  ihnen  giebt  es  in  dem  Körper  eine  Funktion  mit  dem 
p-fachen  Pole  Sß,  während  es  keine  Funktionen  niedrigerer  Ordnung 
mit  einer  einzigen  Unendlichkeitsstelle  giebt. 

Wenn  aber  ein  Körper  vom  Geschlechte  p  nicht  ordinär  ist, 
so  ist  es  von  Interesse,  die  hier  möglichen  Kombinationen  der  Zahlen  q 
des  näheren  zu  untersuchen.  Wir  gelangen  hierzu  am  einfachsten, 
wenn  wir  das  System  SR  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  nach  der 
kleinsten  in  ihr  auftretenden  positiven  Zahl  in  Kongruenzklassen  zer- 
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legen.    Es  sei  n  die  kleinste  positive  Zahl  von  SR,  so  enthält  SR  zu- 
vörderst die  Zahlen 
2a)  0,    n,    2w,    3w,    4n,  . . .; 

ist  ferner  %  eine  der  Zahlen  1,  2, . . .  n  —  1,  und  fehlen  in  der  Reihe 
der  Zahlen  vn  +  h  die  ersten  ph  Elemente,  so  ist  nach  dem  Satze 
des  letzten  Abschnittes 

3)  (i  t  +  fif  +  •  •  •  +  f**-i  =i>. 

Das  System  SR  besteht  alsdann  aniser  ans  den  Zahlen  (2  a)  noch  ans 
den  folgenden  n  —  1  Reihen 

{lh»  +  l,  (Pl+l)n  +  l,  (ft  +  2)n+l,  ... 

ft»  +  2,  (ih  +  l)n  +  2,  0i,  +  2)n  +  2,  ... 

Ps»  +  3,  0i8  +  l)*  +  3,  (fi8  +  2)n  +  3,  ... 

.fi.-ift-f»  — 1,  (f**-i  +  l)n  +  w  — 1,  (p,- i  +  2)n  +  n-l,. . . 


2b) 


Addieren  wir  nun  die  Elemente  zweier  Reihen,  welche  durch  die 
Indices  h  und  i  bezeichnet  sind,  so  müssen  wir  ein  Element  der  Reihe 
h  +  i  erhalten,  wobei  die  Indices  nur  (mod.  n)  in  Betracht  kommen. 
Führen  wir  dies  insbesondere  für  die  Anfangselemente  aus,  so  ergeben 
sich  zwei  verschiedene  Ungleichungen,  je  nachdem  h  +  i  <  n  oder  >  n  ist 

1)  Ist  h  +  i  <  w,  so  ist 

(tihn  +  h)  +  (pin  +  t)  -  (fih  +  (ii)n  +  (h  +  i), 
also  mnis 

4a)  (ih  +  (it  ^  iih+i  (h  +  i<n) 

sein. 

2)  Wenn  h  +  i  >  n  ist,  so  ist 

(^n  +  Ä)  +  (^n  +  i)  =  (ftÄ  +  ^  +  l)n  +  (Ä  +  i-n), 
also  mnis  fllmfaTiTi 
4b)  (ih  +  fr  +  1  ^  /iÄ+<_w  (Ä  +  $>n) 

sein,  wahrend  für  ä  +  i  =  n  keine  Bedingung  auftritt. 

Die  Zahlen  pt,  fit, . . .  fi»-i>  durch  welche  der  Modul  SR  bei  ge- 
gebenem p  und  w  charakterisiert  ist,  müssen  also  aufser  der  Glei- 
chung (3)  noch  den  Ungleichungen  (4a)  und  (4b)  genügen;  diese 
Bedingungen  sind  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch  ein  ausreichendes 
System,  denn  wenn  sie  erfüllt  sind,  so  bilden  die  Reihen  (2a)  und  (2b) 
einen   additiven   Modul    Hierdurch   wird  die   Anzahl    der    überhaupt 
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möglichen   Zahlenkombinationen   bei   gegebenem   n   und  p    sehr   ein- 
geschränkt.  Ist  z.  B.  n  —  3  und  p  beliebig;  so  hat  man  die  Bedingungen 

ft  +  P*  -  J>,     2/ix  ^  fi„     2/i2  +  1  ;>  (ij, 
also 

2i>  +1^3/1^1). 
Setzen  wir  also 

p  ==  3^  -f  g; 

wo   e   eine  der  Zahlen  0,  1,  2  bedeutet,  so  hat  man  die  %  +  1  Mög- 
lichkeiten 
fölr  £  =  0 
für  £«1 
fär  «  =  2 


fij  —  2it,  2it  —  1,  ...* 
(it  =  2ii,  2it  —  1,  ...ä 
f*a=-2*  +  l;  2»,        ...*+l. 


(i1  =  ä,        n+1,  ...2jt 
ft  — sr  +  1,  *  +  2,...2*  +  l 
Pi=:ä  +  1,  ä  +  2,...2ä  +  1 

Das  Gewicht  eines  Weierstrafs  -Punktes 
«-(p-l)(«x-l)  +  (p-2)(ai-l)+-..+  2(^_t-l)  +  (^-i--l) 
ist,  wie  nun  gezeigt   werden  soll,  für  einen  hyperelliptischen  Körper 
gleich  **    2""    •    Legt  man  nämlich,   wie  auf  S.  485,   die  zweiblättrige 
Riemannsche  Fläche  mit  den  2(p+l)  Verzweigungspunkten 

zu  Grunde,  so  ist  jeder  von  diesen  ein  Weierstrafs -Punkt.     Denn  die 
Funktion wird  nur  in  ?ß4-,  und  zwar  von  zweiter  Ordnung,  un- 

endlich;  daher  ist  die  Zahl  n  in  (2a)  gleich  zwei,  also  nach  (3)  p>l=pf 
und  das  System  3Ä  erhält  die  Gestalt 

0,  2,  4,  6,... 

2p  +  1,    2p  +  3,    2i>  +  5,    2jp  +  7,  . . . 
Es  fehlen  also  die  Ordnungszahlen 

1,     3,     6,...2p-l, 
und  es  ist  für  jeden  dieser  Punkte  ai  =  Oj,  =  ...=  c^_ t  =  2,  also  ist 
sein  Gewicht 

«_l  +  2  +  ...  +  (F-l)-«Äp2. 

Da  ferner  die  Zahl  der  Verzweigungspunkte  gleich  2  (p  +  1)  ist,  so  ist 
die  Summe  ihrer  Gewichte  bereits  (jp  —  l)p  (p  +  1),  und  es  giebt  somit 
aufser  den  Verzweigungspunkten  Sß,-  keine  anderen  Weierstralk- Punkte. 
In  allen  anderen  Fällen  aber  ist,  wie  Herr  Hurwitz*)  gezeigt  und 
für  den  Beweis  des  Satzes  des  nächsten  Paragraphen  in  Anwendung  ge- 

*)  Über  algebraische   Gebilde   mit  eindeutigen    Transformationen    in   sich. 
Math.  Annalen,  Bd.  41,  S.  408—442  (1892). 
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bracht  hat,  das  Gewicht  a  eines  Weierstrafs- Punktes  kleiner  als 
Yl>(l>  —  1).  Führt  man  nämlich  an  Stelle  der  Zahlen  c^,  a%, . . .  c;.i 
die  Zahlen  pt,  p„  .  .  .  qp  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  hat  man, 
weil  qx  ■=  1  ist: 

«  =  (l>-l)(tt-Pi)  +  (l>-2)(ft~p,)  +  --- 

-  ft  +  *  +  •••  +  fc,-i  +  fe  -^ti); 

geht  man  nun  auf  die  Tabelle  (2b)  zurück,  so  findet  man  als  Summe 
der  in  dem  Modul  SÄ  fehlenden  Ordnungszahlen 
«—1 
Qi+---  +  Qp=2{r  +  (r  +  n)  +  (r  +  2n)+..'  +  (r  +  (jir-i)n)}, 

also,  wenn  man  zur  Abkürzung 

und  somit 

hr  +  n-r 


setzt: 


oder 


»—1 


Da  aber  zufolge  der  Gleichung  (3) 

»—1 


ist,  so  ist  auch 

n— 1  „    »— 1 


oder 

«—1 


«-4p(i»-i)-^2Är(2j,-1-Är)-T(w-1)(n-2)- 

Ist  nun  n  ==  2,  so  werden  die  beiden  Subtrahenden  gleich  Null,  da 
alsdann  hr  =■  2p  —  1  ist,  und  es  ist  also  a  =  -^p  (jp  —  1).    Wenn  aber 

Htmtl  v.  Landsberg,  Algebndfch«  Funktionen  etc.  82 
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n>  2  ist,  so  ist  der  erste  Subtrahend  jedenfalls  nicht  negativ,  weil 
zufolge  der  nach  (3),  (7)  und  (8)  des  vorigen  Abschnittes  bestehenden 
Ungleichung     Qp_1=ai  +  ai+...+  ap_l£2p_2 

die  gröfste  der  fehlenden  Ordnungszahlen;  also  auch  jede  der  Zahlen 
hr<^2p  —  1  ist;  der  zweite  Subtrahend  aber  ist  positiv,  und  folglich 
ist,  wie  behauptet  wurde, 

«<  yl>0-l). 

Da  aber  die  Gewichte  samtlicher  Weierstrais-  Punkte  zusammen 
#CP  — 1)CP  +  1)  betragen,  so  folgt  jetzt  in  der  That: 

Wenn  p  >  1  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Weierstrafs- Punkte 
für  ein  hyperelliptisches  Gebilde  gleich  2(p  +  l),  f&r  jedes 
andere  algebraische  Gebilde  aber  stets  gröfser  als  2  (p  +  1). 
Elliptische  und  rationale  Gebilde  haben  keine  Weierstrafe-Punkte. 

§4. 

Wir  wollen  jetzt  auf  die  letzte  Ungleichung  den  Beweis  eines 
Satzes  über  algebraische  Gebilde  stützen,  welcher  in  einer  Kette  später 
anzustellender  Untersuchungen  ein  notwendiges  Glied  bildet. 

Unterwirft  man  ein  algebraisches  Gebilde 

durch  die  umkehrbaren  Gleichungen 

0f  -  q>  (z,  u),    u'  —  ^  (z,  u) 
einer  Abbildung,  so  kann  es  eintreten,  dafs  das  transformierte  Gebilde 

F{z',  u')  -  0 

mit  dem  ursprünglichen  übereinstimmt;  alsdann  bezeichnet  man  jene 
Abbildung  als  eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich.  Über 
diese  besonderen  Arten  von  birationalen  Transformationen  labt  sich 
sogleich  einiges  feststellen. 

Zunächst  ist  es  klar,  dafs  die  Punkte  der  Riemannschen  Flache 
durch  eine  solche  Transformation  des  Gebildes  einander  umkehrbar 
eindeutig  zugeordnet  werden.  Konstruiert  man  nämlich  die  Riemann- 
schen Flächen  9t,  und  91,',  so  fallen  diese  kongruent  aus,  weil  sie  zu 
derselben  Gleichung  F  —  0  gehören,  und  wir  können  also  die  beiden 
Flächen,  wenn  wir  wollen,  auch  miteinander  zur  Deckung  bringen. 
Andererseits  wird  aber  durch  jede  birationale  Transformation  eine  ein- 
deutige Beziehung  der  Punkte  von  91,  und  91,'  vermittelt  (S.  243);  in 
unserem  besonderen  Falle  wird  also  91,  auf  sich  selbst  eindeutig  ab- 
gebildet. 
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Umgekehrt  aber  gehört  auch  zu  jeder  analytischen  Beziehung, 
durch  welche  die  Punkte  einer  Biemannschen  Fläche  8t«  einander 
umkehrbar  eindeutig  zugeordnet  werden,  eine  Transformation  eines 
algebraischen  Gebildes  in  sich.  Werden  nämlich  die  Punkte  irgend 
zweier  Biemannschen  Flächen  9t,  und  81/,  die  zu  den  Gleichungen 
F(a,  u)  =  0  und  F(&\  vi)  —  0  gehören  mögen,  umkehrbar  eindeutig 
aufeinander  bezogen,  so  wird  hierdurch  stets  eine  birationale  Trans- 
formation zwischen  den  Körpern  K(js7  u)  und  K(z\  u')  vermittelt;  denn 
jede  Gröfise  z.B.  des  zweiten  Körpers  ist  nicht  blofs  auf  9t,',  sondern 
auch  auf  9t,  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  mit  nur  polaren  Un- 
stetigkeiten  und  gehört  somit  auch  dem  ersten  Körper  an  (S.  113). 
In  unserem  besonderen  Falle  aber,  in  welehem  die  Biemannschen 
Flächen  8t«  und  9ty  kongruent  sind,  können  auch  die  zugehörigen 
Gleichungen  F{z9  u)  —  0  und  F(ts\  u')  —  0  als  identisch  angenommen 
werden,  das  Gebilde  wird  also  eindeutig  in  sich  transformiert. 

Hieraus  ergiebt  sich  jetzt  sofort,  dafs  die  Gesamtheit  ®  der  Trans- 
formationen eines  algebraischen  Gebildes  in  sich  in  dem  auf  S.  106 
auseinandergesetzten  Sinne  eine  Gruppe  bildet;  denn  zwei  derartige  Trans- 
formationen S  und  T}  hintereinander  ausgeführt,  ordnen  wiederum  die 
Punkte  der  Biemannschen  Fläche  einander  umkehrbar  eindeutig  zu. 
Wir  wollen  daher  auch  hier  die  aus  S  und  T  zusammengesetzte  Ab- 
bildung durch  das  symbolische  Produkt  ST  bezeichnen.  Die  Einheit  E 
der  Gruppe  ist  dann  diejenige  Abbildung,  durch  welche  alle  Punkte 
der  Fläche  sich  selbst  zugeordnet  werden,  und  wenn  S  irgend  eine 
Transformation  des  Gebildes  in  sich  ist,  so  ist  S~  diejenige  Trans- 
formation, durch  welche  die  Wirkung  von  8  wieder  rückgängig  ge- 
macht wird. 

In  der  Gruppentheorie  unterscheidet  man  nun  zwei  wesentlich 
verschiedene  Arten,  nämlich  endliche  und  unendliche  Gruppen,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Elemente  endlich  oder  un- 
endlich ist.  Es  entsteht  daher  hier  die  wichtige  Aufgabe,  zu  entscheiden, 
ob  das  Gebilde  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  in  sich 
besitzt  oder  nicht.  Diese  Frage  ist  aber  leicht  zu  entscheiden,  wenn 
das  Gebilde  Weierstrafs-  Punkte  besitzt,  wenn  also  jp  >  1  ist.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  jene  Gruppe  © 
stets  endlich. 

Eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich  verwandelt  jeden 
Weierstrafs -Punkt  notwendig  wieder  in  einen  solchen.  Denn  ein  der- 
artiger Punkt  5ß  ist  vollständig  dadurch  charakterisiert,  dafs  es 
Funktionen  |  des  Körpers  mit  dem  Nenner  tt;  —  Sße  giebt,  deren 
Ordnung  q  <ip  ist.     Geht  nun   durch   die  Abbildung   Sß  in  5ßr   und 

32* 
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|  in  |'  über,  so  ist  ttf  —  $'*,  und  folglich  ist  $'  ebenfalls  ein 
Weierstrafs-Punkt. 

Eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich  lafst  daher  entweder  die 
Weierstrafs- Punkte  fest  oder  vertauscht  sie  miteinander.  Es  seien  nun 
$i>  $!>•••$*  dte  samtlichen  Weierstrafs-Punkte;  betrachten  wir  dann 
nur  diejenigen  Transformationen,  welche  diese  Punkte  in  Ruhe  lassen, 
so  ist  es  klar,  dals  diese  ebenfalls  eine  Gruppe  und  zwar  eine  in  der 
vorigen  enthaltene  Untergruppe  U  bilden.  Ist  aber  V  eine  Trans- 
formation, welche  eine  Vertauschung  der  Weierstrafs-Punkte  zur  Folge 
hat,  und  U  ein  Element  der  Untergruppe  U,  so  bringt  das  Produkt 
F'=-  UV  dieselbe  Permutation  der  Weierstrafe- Punkte  hervor,  wie  V 
allein.  Sind  umgekehrt  V  und  V  zwei  Abbildungen,  welche  dieselbe 
Permutation  der  Weierstrafe -Punkte  bewirken,  so  bleiben  diese  bei  der 
Operation  FT""1  fest,  und  folglich  ist  FT""1  ein  Element  ü  von  U, 
also  V'—UV.  GKebt  es  also  zu  einer  bestimmten  Permutation  der  Weier- 
strab-Punkte  überhaupt  eine  Transformation  F  des  Gebildes  in  sich,  so 
erhalt  man  alle  von  der  gleichen  Beschaffenheit,  indem  man  F  mit  allen 
Elementen  der  Untergruppe  U  zusammensetzt,  und  zwar  ergiebt  sich  so 
jede  Transformation  nur  einmal.  Da  es  aber  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Permutationen  der  Weierstrafs-Punkte  giebt,  so  folgt  jetzt,  dats  die 
Gruppe  ©  gleichzeitig  mit  der  Untergruppe  U  endlich  oder  unendlich 
ist  Wir  können  aber  leicht  zeigen,  dals  U  überhaupt  nur  ans  einem 
einzigen  Elemente,  nämlich  der  identischen  Abbildung  E,  oder  allen- 
falls aus  zweien  besteht,  und  damit  ist  der  angekündigte  Satz  bewiesen. 

Ist  nämlich  das  Gebilde  nicht  hyperelliptisch  und  S  eine  Trans- 
formation desselben  in  sich,  welche  die  Weierstrafs-Punkte  fest  labt, 
so  sei  $  ein  von  den  Weierstrafs -Punkten  verschiedener  Punkt,  $'  sein 
Bildpunkt.  Konstruieren  wir  nun  eine  Funktion  z  von  möglichst 
niedriger  Ordnungszahl  mit  dem  einzigen  Pole  5ß,  so  ist  diese  Ordnung 
nach  S.  493  gleich  j>  +  1,  also 

und  diese  Funktion  geht  bei  der  Abbildung  über  in 

Nun  verschwindet  die  Differenz 

in  allen  Weierstrafe -Punkten,  weil  0  und  *'  in  ihnen  den  gleichen 
Wert  annimmt,  und  da  die  Zahl  dieser  Punkte  nach  S.  498  großer 
als  2  (jp  + 1)  ist,  so  würde  jene  Funktion,  wenn  5ß  und  $ß'  verschieden 
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wären,   mehr  Null-    als   Unendlichkeitsstellen    besitzen.     Folglich    ist 

^$  =•  5ß',  und  da  Sß  beliebig  ist,  so  ist  die  Abbildung  die  identische. 

Wenn  das  Gebilde  hyperelliptisch  und  somit  durch  eine  Gleichung 

der  Form 

u*  -  e(ß  —  eJ(M  —  ei)  . . .  (*-*,,+*) 

bestimmt  ist,  so  giebt  es  eine  von  der  identischen  E  verschiedene  Ab- 
bildung, bei  der  die  Weierstrafe-  Punkte  fest  bleiben,  nämlich  diejenige, 
durch  welche  die  übereinanderliegenden  Punkte  der  zweiblättrigen 
Flache  9t,  zugeordnet  werden  und  für  die  somit 

#'  —  0,      Mf  =  —  U 

ist  Diese  ist  aber  auch  außer  E  die  einzige;  denn  sind  $ßx  und  Sß8 
irgend  zwei  übereinanderliegende  Punkte  von  9t,  und 

i 


eine  Funktion  zweiter  Ordnung  mit  den  Polen  5ßx  und  Sß,,  so  geht 
dieselbe  bei  der  Abbildung  über  in 

t> 1 ^ 

Die  Differenz 

s-r- 


verschwindet  in  den  2p  +  2  WeierstraJGs-Punkten,  welche  hier  die 
Verzweigungspunkte  sind,  und  da  für  p  >  1  stets  2  (j)  +  1)  >  4  ist>  so 
müssen  £  und  gr,  also  auch  *  und  *',  gleich  sein,  und  es  ist  also  auch 

ftfc-*lW- 

Dann  ist  entweder  5ß{  —  Sßj,  SßJ  —  5ß,,  also  die  Abbildung  die  identische, 
oder  5ß{«=Sß8,  SßJ«^,  also  die  Abbildung  durch  die  Zuordnung  je 
zweier  übereinanderliegender  Punkte  beider  Blätter  gegeben,  was  eben 
der  Inhalt  unserer  Behauptung  war. 

Somit  haben  wir  jetzt  den  folgenden  Satz  bewiesen,  auf  den  wir 
später  in  anderem  Zusammenhange  zurückkommen: 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  >  1   besitzt 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  in  sich. 
Der  Satz  findet  seine  Ergänzung  in  dem  später  zu  führenden  Nachweise, 
dais  für  p  —  0  und  p  —  1  die  Gruppe  der  Transformationen  des  Ge- 
bildes in  sich  kontinuierlich,  also  auch  unendlich  ist 
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Projektionen  einer  Kurve  in  niedere  Räume.  —  Einfach  und  mehrfach  über- 
deckte Projektionskurven.  —  Die  Potenzen  der  Differentialklaeee  und  die  Dar- 
stellung ihrer  ganzen  Divisoren.  —  Satz  von  Noether.  —  Nicht -hyperelliptische 
Körper  vom  Geschlechte  drei  und  vier.  —  Die  beiden  verschiedenen  Arten  von 
KOrpern  des  Geschlechtes  vier.  —  Normalgleichungen  und  Moduln. 

1 1. 

Da  die  Hauptkurve  IT  jedes  Körpers,  der  nicht  hyperelliptisch  ist, 
frei  von  Doppelpunkten  ist,  so  ergiebt  die  Übertragung  der  in  §  2  der 
siebenundzwanzigsten  Vorlesung  angewendeten  Methoden  auf  Kurven  im 
Räume  von  p  —  1  Dimensionen,  dafs  für  ein  hinreichend  grofses  r  jeder 
ganze  Divisor  der  Klasse  Wr  als  ganze  homogene  Punktion  r*611  Grades  der 
Pundamentaldivisoren  SB^,  2B2, . . .  $&p  der  Klasse  W  dargestellt  werden 
kann.  Es  ist  nun  aber  sehr  bemerkenswert,  dafe  in  diesem  Falle  die 
untere  Grenze  für  den  Exponenten  r  die  kleinstmögliche  wird;  es  gilt 
also  der  folgende  Satz: 

Ist   der  Körper  K  nicht  hyperelliptisch,   so   kann  jeder 
ganze   Divisor   der  Klasse  Wr  als  ganze  homogene  Funktion 
rten  Grades   der  jp  Fundamentaldivisoren   der  Klasse   W  aus- 
gedrückt werden;  d.  h.  die  ganzen  Divisoren  einer  beliebigen 
Potenz  der  Klasse  TP  können  durch  Multiplikation  und  Addition 
der  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W  selbst  erzeugt  werden. 
Den   Beweis    dieses    von    Herrn    Noether*)   herrührenden   wichtigen 
Theorems  erbringen  wir  im  nächsten  Paragraphen.     In  diesem  wollen 
wir  ihn  dadurch  vorbereiten  und  erganzen,  dafs  wir  einige  allgemeine 
Bemerkungen  über  die  Projektionen  der  Kurven  im  Baume  von  drei 
oder  mehr  Dimensionen  voraufschicken  und  einen  hierauf  bezüglichen 
Satz  feststellen. 

Wenn  eine  Kurve  im  Baume  von  s  Dimensionen  (s  j>  3),  die  auch 
beliebige  Singularitäten  besitzen  kann,  durch  die  Gleichungen  ge- 
geben ist: 

*)  Über  die  invariante  Darstellung  algebraischer  Funktionen.  Math.  Aul, 
Bd.  17,  S.  268—284  (1880). 
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so  sind  &!, . . .  &„  &,+i  ganze  teilerfremde  Divisoren  einer  Klasse  A 
des  Körpers 

V^  Xx        Xx    J 

Projizieren  wir  die  Kurve  von  einem  Punkte  P  mit  den  Koordinaten 
(c^, . . .  a„  «,+i)  in  einen  Raum  von  nur  s  —  1  Dimensionen,  so 
wollen  wir  die  Gleichungen  der  Projektion  aufstellen  und  untersuchen. 
Wenn  nun  a,+i  von  Null  verschieden  ist  und  darum  =  1  gesetzt  werden 
kann,  so  sind 

X\  —  Oi##+i  =  0,    x*  —  a$xs+i  =  0,  . . .  x$  —  atxt+i  =-  0 

s  linear  unabhängige  Gleichungen  ebener  Mannigfaltigkeiten,  welche 
durch  P  hindurchgehen;  und  wir  haben  somit,  um  die  Projektionskurve 
zu  erhalten,  die  zwischen  den  s  Funktionen 

6 =*  Xi  —  a<#,+i 
bestehenden  homogenen  Gleichungen  zu  diskutieren,  also  das  algebraische 
Gebilde 

2)  fe:^:-  -:|,  =  ai -«!«,+!  :«»-o,St,+1 :..:«,  ~a,«,+1 

zu  untersuchen;  wenn  das  Projektionscentrum  speziell  der  Koordinaten- 
eckpunkt P0  =  (0,  0, . . .  0, 1)  ist,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Kurve 

3)  xx :  xt :  •  •  • :  x9  —  Ät :  %  :  •  •  • :  Ä* 

Die  Untersuchung  irgend  einer  Projektion  der  Kurve  (1)  ist  daher 
völlig  äquivalent  derjenigen  einer  in  der  Schar  (8^, . . .  &,,  Ä«+i)  ent- 
haltenen Unterschar,  für  welche  die  Dimension  um  Eins  kleiner  ge- 
worden ist. 

Jedem  Punkte  der  Kurve  (1)  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt 
der  Projektionskurve  (2);  es  kann  aber  bei  besonderer  Auswahl  des 
Centrums  P  eintreten,  dafs  die  umgekehrte  Beziehung  durchweg 
mehrdeutig  ist  und  daher  jeder  Punkt  der  Projektionskurve  die 
charakteristische  Eigenschaft  der  singulären  Stellen  besitzt,  einem  ganzen 
Divisor  jzweiter  oder  höherer  Ordnung  des  Körpers  K  zu  entsprechen. 
In  der  That  werden  wir  z.  B.  im  Falle  p  =  4  finden,  dafs  die  Haupt- 
kurve, welche  eine  Baumkurve  sechster  Ordnung  ist,  unter  gewissen 
Bedingungen  von  einem  bestimmten  Punkte  aus  als  dreifach  überdeckter 
Kegelschnitt  projiziert  werden  kann,  und  somit  jedem  Punkte  der 
Projektion  drei  der  Hauptkurve  entsprechen.  Solche  mehrfache 
Überdeckungen  durch  Projektion  können  natürlich  auch  in  höheren 
Bäumen  eintreten;  wir  wollen  aber  den  für  unsere  Zwecke  notwendigen 
Nachweis  führen,  dais  es  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Pro- 
jektionscentren dieser  besonderen  Eigenschaft  giebt. 
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Nehmen  wir  jetzt  die  Gleichungen  der  Projektionskurve  in  der 
spezielleren  Form  (S)  an  und  betrachten  den  zugehörigen  Körper 

so  ist  h  entweder  mit  K  identisch  oder  ein  Unterkörper  von  K.     Im 


«. 


ersteren  Falle  ist  -^1  eine  rationale  Funktion  der  Quotienten 

und  die  Beziehung  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  Projektions- 
kurve daher  umkehrbar  eindeutig;  im  anderen  ist  -^^  nur  eine  alge- 

braische  Funktion  jener  Quotienten  und  genügt  also  einer  irrednktibeln 
Gleichung  v"*  Grades: 

..(^-•)'+ *-.(^r+-+ %*» + «.  -  o, 

deren  Koeffizienten  dem  Körper  h  angehören;  dann  ist  jene  Beziehung 
v- deutig,  und  die  Projektion  der  Kurve  (1)  liefert  eine  v- fache  Über- 
deckung der  Kurve  (3).  Wir  wollen  den  letzteren,  allgemeineren  Fall 
voraussetzen  und  die  Kurven  untersuchen,  deren  Projektionscentren  die 
Punkte  der  Umgebung  von  P0  sind.  Hierbei  nehmen  wir  zunächst 
Oj  —  O)  —  0  an  und  beschränken  also  das  Projektionscentrum  auf  eine 
durch  P0  gelegte  ebene  Mannigfaltigkeit  3R«_  t  von  8  —  2  Dimensionen, 
also  z.  B.  im  Falle  s  —  3  auf  eine  Gerade  (vgl  S.  478). 

Wählen  wir  als  die  unabhängige  Variable   des  Körpers  K  die 
Funktion 

deren  Ordnung  r  sein  möge,  und  bilden  mit  s  —  1  Parametern 
v*f  va>  •  •  •  v*>  v*+i  die  Linearform 

so  folgt  aus  den  Betrachtungen  des  §  1  der  sechzehnten  Vorlesung,  dafs 
y  bei  unbestimmten  t>  einer  irrednktibeln  Gleichung  rUn  Grades  genügt: 

F(jf,  *;  v4)  -  (jr-aM-fc) . . .  (jr-f/r)  -  o, 

deren  Koeffizienten  rational  von  x  und  ganz  und  homogen  von  dm 
Parametern  v  abhängen.  Setzen  wir  aber  vt+t  =■  0,  so  wird  F  reduk- 
tibel  und  die  v*6  Potenz  einer  unzerlegbaren  Funktion 

■F(y>*5  *>zf . .  •  »«>  0)  -  (ö(y, *;  t>8, . . .  *,))"; 
denn  die  r  konjugierten  Werte  der  Funktion  y  zerfallen  zufolge  unserer 
Voraussetzung  in  Gruppen  von  v  Elementen  in  der  Art,  dafs  innerhalb 
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einer    Gruppe   die    Koeffizienten    von   v8, . . .  v$  einander    gleich  und 
nur  die  Koeffizienten  von  vt+x  verschieden  sind,  und  für  t?,+i  —  0 
werden  also  je  v  solche  Elemente  einander  gleich. 
Setzen  wir  in  die  Gleichung 

für  y  seinen  Wert  (4)  ein  und  entwickeln  nach  Potenzprodukten  von 
t>3,  . . .  t?„  ty+i,  so  mufs  jeder  Koeffizient  zufolge  der  bestehenden 
algebraischen  Beziehungen  verschwinden;  diese  Identität  mute  also  auch 
bestehen  bleiben,  wenn  wir  sie  nach  einer  der  Unbestimmten  v* 
differenzieren,  und  durch  dieses  schon  auf  S.  241  bei  einer  ähnlichen 

Untersuchung  benutzte  Verfahren  können  wir  die  GrÖfsen  —  selbst  als 

*yi 

rationale  Funktionen  von  x  und  y  bestimmen.    Wir  erhalten  so 

hierbei  bedeutet  F1  (y,  x;  v{)  die  Ableitung  von  F  nach  y,  die  Gh-Öften 

*"  (#i> *;  f<)  -  ta  -  yt)  •  •  •  (yi  -  yr-i)  (a  -  yr) 

und 


tf*"(y,*;„,)-TT(s,?-y,0      (*• 7^-') 


sind  also  als  Differenzenprodukte  von  ylf  yt . . .  yr  darstellbar,  und  das 
zweite  von  ihnen  ist  in  x  und  den  Parametern  t?B,  vAf . . .  t?„  t?,+i  rational. 
Nehmen  wir  jetzt  zwischen   den  Größen  v  eine  lineare    homo- 
gene Beziehung  an: 

<hv%  +  a4t?4  H hMi  +  Hi-  0, 

durch  welche  wir  den  letzten  Parameter  vt+1  eliminieren  können,  und 
setzen  wir 


6)  *+1 ^ 


aava 


a=»5 


in  y  und  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  ein,  so  erhalten  wir  y  —  y<0>, 
wobei 


ist,  und 


*«+!  3*«+i 


8F(y*°U;«,) 
F'ty°\xivt) 
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In  diesem  Ausdruck  treten  aber  aufeer  x  =  —  nur  noch  die  $  —  2 
_        .  *i 

Funktionen  t 

*<,-«o*.+i   m  8;  (er -8,4,...») 

und  die  $  Parameter  vZfvAf...  v9  auf;  wenn  also  bei  dieser  Substitution 
der  Nenner  oder  auch  das  Differenzenprodukt 

1TF' (*«,*;  *)-TT(*W-*J>) 

für  unbestimmt  bleibende  vb, . . .  vs  nicht  verschwindet,  so  können  wir 
nachtraglich  diese  Gröfsen  auch  so  spezialisieren,  dafe  jener   Quotient 

nicht  illusorisch   wird,    und   somit  -^t-  als  rationale    Funktion    der 

i  * 

Gröfsen  —  und  —  ausdrücken.  In  diesem  Falle  ist  also  zufolge  der 
obigen  Auseinandersetzungen  die  Beziehung  zwischen  der  gegebenen 
Kurve  (1)  und  der  Projektion  (2)  vom  Centrum  P=  (0, 0,  o,,  a4, . . .  a9f  1) 
aus  eine  umkehrbar  eindeutige. 

Für  alle  diejenigen  Projektionscentren  P,  für  welche  mehrfache 
Überdeckung  eintritt,  verschwindet  daher  die  Diskriminante 

identisch  durch  die  Substitution  (6),  sie  enthalt  also  dann  einen  linearen 
Faktor  mit  konstanten  Koeffizienten: 

<h%  +  Wa  +  •  • '  +  a*v*  +  «fc+'i- 
Die  Diskriminante  D  besitzt  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Linear- 
faktoren mit  konstanten  Koeffizienten,  und  folglich  kann  man  stets  in 
der  Mannigfaltigkeit  2R,_Ä  um  P0  ein  endliches  Gebiet  so  abgrenzen, 
dafe  in  ihm  kein  weiteres  Projektionscentrum  gelegen  ist,  für  welches 
sich  mehrfache  Überdeckung  ergiebt.  Da  aber  SK«_s  eine  beliebige 
durch  P0  hindurchgelegte  ebene  Mannigfaltigkeit  war,  so  folgt  in  der 
That,  dafe  Projektionscentren  mit  mehrfacher  Überdeckung  überhaupt 
nur  vereinzelt  auftreten  und  darum  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhanden 
sein  können. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  eine  Folge  von  Projektionen  unserer 
Kurve  (1)  zu  betrachten,  wobei  das  Centrum  P  immer  auf  die  proji- 
zierte Kurve  selbst  fallen  soll.  In  diesem  Falle  besitzen  die  8  Divisoren 
der  ersten  Unterschar  (2) 

fti  —  Oi ftj+i,    ft»  —  o*Ä,+i,  . . .  Ä,  —  a,ft,+i 
einen    gröfeten    gemeinsamen    Teiler,    und    zwar    ist    derselbe    von 
!#**  Ordnung,  wenn  P  ein  ft-facher  Punkt  der  ursprünglichen  Kurve 
ist  (vgl  S.  467).    Wir  können  aber,  da  die  Kurve  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Singularitäten  besitzt,  stets  auf  unendlich  viele  Arten  er- 
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zielen,  dafe  h  ■■  1  wird;  ferner  können  wir  nach  dem  eben  bewiesenen 
Satze  auch  bewirken,  dafs  die  Projektion  eine  einfache  ist  und  dämm 
ebenfalls  wieder  nur  eine  endliche  Anzahl  von  singulären  Stellen  besitzt. 
Daher  lafst  sich  auch  stets  ein  zweites  Projektionscentruin  auf  der 
Kurve  (2)  so  bestimmen,  dais  die  zweite  Unterschar  nur  einen  gröfsten 
gemeinsamen  Teiler  zweiter  Ordnung  und  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Singularitäten  erhalt,  und  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  er- 
halten wir  schließlich  eine  (s  —  l)to  Unterschar  (&',  Ä" )  mit  nur  zwei  Ele- 
menten, deren  gröister  gemeinsamer  Teiler  genau  von  der  Ordnung 
s  —  1  ist.  Es  gilt  also  folgender  Hilfssatz,  der  im  nächsten  Abschnitte 
zur  Anwendung  kommt: 

In  jeder  primitiven  Schar  ganzer  Divisoren  von  der 
Dimension  s  +  1  kann  man  stets  zwei  Elemente  ST,  Ä"  finden, 
so  dafs  ihr  gröister  gemeinsamer  Teiler  5D  genau  von  der  Ordnung 
s  —  1  und  jedes  durch  5D  teilbare  Element  der  Schar  eine 
Linearform  von  Ä',  Ä"  ist. 
Spricht  man  den  Satz  in  dieser  Form  aus,  so  ist  die  frühere  Ein- 
schränkung (s^>3)  der  positiven  Zahl  s  nicht  mehr  erforderlich. 

§2. 

Um  jetzt  das  Theorem  auf  S.  502  zu  beweisen,  ermitteln  wir  vor 
allem  die  Dimension  der  Klasse  Wr.  Da  die  Ergänzungsklasse  von  TP1*, 
d.  i.  W~^r~  x\  eine  negative  Ordnung  hat,  falls  r  >  1  ist,  so  liefert  der 
Riemann-Rochsche  Satz  einfach 

1)  {Wr) «  2r  (p- 1)  -p  +  1  =  (2r- 1) (p  -  1)        (r  >  l). 
Bilden  wir  andererseits  die  sämtlichen  verschiedenen  Produkte,  welche 
aus  je  r  der  Fundamentaldivisoren  281;  2Ba, . . .  3BP  zusammengesetzt  sind: 

2)  «*»*...»>  <*!+*+•  ■■+*,-'), 
so  ist  deren  Anzahl  bekanntlich 

oftN  '  P(f+l)(y  +  2)...(p  +  r-l) 

'  1-2-8 r 

Man  sieht  nun  zunächst  leicht,  dafs  die  zweite  Anzahl  nie  kleiner 
als  die  erste  ist.    Denn  es  ist  zunächst  für  r  =  2: 

4-J>(*>  +  l)-3k>-l)  =  4(j>-2)(i>-3); 
ferner  ist  för  r  >  2  und  p  «■  3: 

84   ■■"'^a-8(2r-l)- j-(r  +  l)(r  +  S)-2(2r-l) 

-±(r-«)(r-B), 


12 
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nnd  wenn  man  schliesslich  von  p  zu  p  +  1  fortschreitet,  so  wachst  die 
Binomialzahl  (2a)  nm 

(P  +  l)(g  +  g).--(l>  +  r-l)^  r(r  +  l) 
12 r-1  ^        2       ' 

die  DimenBionszahl  (1)  aber  nur  nm  2r  —  1,  bo  daCs  sogar  der  Unter- 
schied zwischen  beiden  Zahlen  sehr  bald  eine  grofee  Zahl  wird.  Kann 
man  daher  in  der  Schar  (2)  (2r  —  1)  ( p  —  1)  Divisoren  ausfindig 
machen,  zwischen  denen  keine  lineare  homogene  Relation  besteht,  so 
ist  damit  unser  Satz  bewiesen,  und  es  kommt  also  nur  darauf  au 
nachzuweisen,  dafe  eine  derartige  Auswahl  stets  möglich  ist.  Wir 
werden  nun  in  dieser  Weise  zuerst  die  Fundamentalsysteme  für  die 
beiden  Klassen  W*  und  TP8,  und  sodann,  nachdem  dies  geschehen  ist» 
in  sehr  einfacher  Weise  durch  vollständige  Induktion  ein  Fundamental- 
system  für  eine  beliebige  Potenz  Wr  aufstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  in  der  Schar  der  ganzen  Differential- 
teiler auf  Grund  des  Satzes  des  vorigen  Abschnittes  zwei  Divisoren 
fßlf  2B2  so  aus,  dafs  ihr  grofster  gemeinschaftlicher  Teiler  Ä  genau 
von  der  Ordnung  p  —  2  ist    Setzen  wir  also 

3)  SB!-«»!,    SB,««»,, 

so  sind  ©!  und  SB,  zwei  ganze  teilerfremde  Divisoren  einer  Klasse  B, 
deren  Erganzungsklasse  die  Klasse  A  von  St  ist,  so  dafs 

W=AB 
ist.    Ferner  ist  die  Dimensionszahl 

4)  \B)  -  {5}  -  2, 

denn  nach  jenem  Satze  sind  alle  durch  St  teilbaren  ganzen  Divisoren 
der  Klasse  W  Linearformen  von  W&x  und  838, .    Es  ist  also 

(B)-<ft,«b) 

eine  primitive  Klasse  der  Dimension  zwei  und  der   Ordnung  p,  und 

es  ergiebt  sich  beiläufig  der  Satz: 

In  jedem  Korper  K  vom  Geschlechte  p,  der  nicht  hyper- 
elliptisch ist,  giebt  es  unendlich  viele  Funktionen  *  =■=  |r  von 
genau  #ter  Ordnung. 

Für    die    Dimension    von  A    erhalten  wir  hingegen  auf  Grund    des 

Riemann-Rochschen  Satzes 

also 

6)  [A)-l, 
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es  giebt  also  in  der  Klasse  A,  abgesehen  von  Proportionalitätsfiaktoren, 
nur  den  einzigen  ganzen  Divisor  St. 

Wir  wählen  jetzt  noch  in  der  Klasse  W  einen  dritten  ganzen  und 
zu  3  teilerfremden  Divisor  2B8,  was  stets  auf  mannigfaltige  Art  ge- 
schehen kann,  und  bilden  nunmehr  folgendes  System  von 

J>  +  (p-l)  +  (l>-»)-8(p-l) 
Divisoren 

2BJ,    ©!©„    JB^s,    838^4, ...  S^äB, 

6)  8B|,      2B2S38,    aß,aB4, . . .  3B82SP 

assj,    äB88B4, . . .  2&zmP. 

Wir  behaupten,  dafs  dieses  System  linear  unabhängig  und  also 
ein  Fnndamentalflystem  für  die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W*  ist. 
Würde  nämlich  eine  Relation  der  Form 

VaA»!»*  +  y  &,äB2aB,  +  y1**85»85*  —  ° 

bestehen,  so  wäre  die  letzte  der  drei  Summen  durch  Ä  teilbar,  da 
9EB1  und  SB,  den  gemeinsamen  Teiler  St  besitzen,  und  da  St  und  3B8  zu 
einander  teilerfremd  sind,  so  müßte  auch  die  Summe 

den  Faktor  Ä  enthalten.  Da  aber  die  Gesamtheit  der  in  der  Klasse  W 
enthaltenen  und  durch  St  teilbaren  Divisoren  durch  die  Schar  (2B1?  2Bt) 
gegeben  ist,  so  mufs  notwendig' 

^  —  ^  —  ...=  ^  —  0 

sein.  Hiernach  könnte  die  zwischen  den  Divisoren  (6)  angenommene 
lineare  Relation  nur  von  der  Form  sein: 


und  es  wäre  also 


fei  _   »,  _    », 
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Da  aber  ©t  und  35,  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben,  so  kann 
eine  derartige  Gleichung  nur  in  der  Weise  erfüllt  sein,  dafs 


± 
± 

A  =  l 


&,«$<=■-«»! 


a*aa8A  =  +  «8a 


ist,  wo  Ä  einen  ganzen  Divisor  von  A  bedeutet  und  daher  zufolge  der 
Gleichung  (5)  dem  Teiler  8  proportional  ist.    Man  erhält  also 

folglich  nach  (S): 

&,S8*  +•••+  bpWp  +  c®!  =  0 

^  sBj  +  ^  aas, + .  • .  +  ap  mp  -  c  sss2 = o , 

und  hier  müssen  zufolge  der  ersten  Gleichung  6„  . . .  bp,  c,  zufolge  der 
zweiten  alsdann  c^,  Oj, . . .  ap  Null  sein.  Damit  ist  in  der  That  be- 
wiesen, dafe  die  Divisoren  (6)  ein  Fundamentalsystem  für  die  Klasse  "FT* 
bilden. 

Um  jetzt  in  analoger  Art  ein  Pundamentalsystem  für  die  Klasse 
W*  aufzustellen,  verfahren  wir  folgendermafsen.  Bezeichnen  wir  kurz 
das  Fundamentalsystem  (6)  für  die  Klasse  W*  mit  (©,)  und  bilden 
wir  die  beiden  Systeme 

7)  »!•(«*)     «n*    SB2.(©2), 

so  gehören  diese  Divisoren  sämtlich  der  Klasse  TT8  an,  und  es  stellt 
der  erste  Komplex  ein  Fundamentalsystem  für  diejenigen  ganzen  Divi- 
soren der  Klasse  W*  dar,  welche  Multipla  von  $£x  sind,  während  der 
zweite  Komplex  dieselbe  Beziehung  zu  dem  Divisor  2B2  hat.  Denn 
die  Dimension  jeder  dieser  beiden  Unterscharen  der  Klasse  TT*  ist  gleich 


(l?)  =  {TH-3(i>-l), 


und  es  wird  also  jede  der  beiden  Unterscharen  durch  die  linearen  Verbind- 
ungen der  Divisoren  (7)  erschöpft.  Der  größte  gemeinsame  Teiler  beider 
Unterscharen,  d.  i.  die  Gesamtheit  der  in  beiden  enthaltenen  Elemente, 
wird  somit  von  denjenigen  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W*  gebildet, 
welche  sowohl  durch  3Bt  als  auch  durch  8Baj  also  auch  durch  ihr 
kleinstes  gemeinsames  Vielfaches 
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♦  ...  TP* 

teilbar  sind.    Die  Dimension  dieser  neuen  Unterschar  ist,  wenn  M  =  —r- 

die  Klasse  des  Divisors  SR  bedeutet: 


{^}-{*a}-2*-8. 


Daher  kann  man  die  beiden  Scharen  (7)  auch  so  transformieren,  dafs 
jedes  der  beiden  Fundamentalsysteme  die  2p  —  3  durch  SR  teilbaren 
Divisoren  enthalt: 

2BX  •  (©,)  -  (3R@ly . . .  SR©a„_s,  »!&,  . . .  »!&) 

SB,  ■  (©,)  -  (SÄ®,, . . .  SR®,,-»,  2BÄ3i,  •  •  •  2B,3„), 

und  wenn  man  nunmehr  diese  beiden  Fundamentalsysteme  zu  dem 
neuen  Systeme  von  4 p  —  3  Elementen: 

8)       (3R@1; . . .  SÄ©,,..,,  ©,&, . . .  SB^,,  38,3,, . . .  ®f3,), 

vereinigt,  so  kann  zwischen  diesen  keine  lineare  homogene  Relation 
stattfinden.    Denn  bestünde  eine  Gleichung  der  Form 

+  H»*31  +  --.  +  i„3B23,=0, 
so  würde  der  Divisor 

hSBA +---+V  SB,  3P 
sowohl  durch  SB,,  als  auch  durch  3S8,  also  auch  durch  SR  teilbar  sein, 
und  da  alle  Multipla  von  SR  in  der  Klasse  W8  als  lineare  Funktionen 
von  SR©,, . . .  9Ji©2j>_5  darstellbar  sind,  so  mufs 

h—H— H— 0 

sein;  dann  aber  müssen  auch  die  Koeffizienten  g  und  %  verschwinden. 
Die  sämtlichen  Divisoren  der  Reihe  (8)  haben  den  Teiler  Ä,  und  sie 
bilden  auch  ein  Fundamentalsystem  für  die  ganzen  Divisoren  der 
Klasse  W*,  welche  Multipla  von  Ä  sind,  denn  die  Dimension  dieser 
Schar  ist 


m 


6(j»-l)-Cp-2)-(*-l)-4i>-B. 

Fügen  wir  nun  zu  den  Divisoren  (8)  noch  die  p  —  2  Divisoren 

9)  2BI3B,,    »8»4,..    38*38, 

hinzu,  so  bilden  (8)  und  (9)  zusammengenommen  ein  System  von 

(4*-8)  +  (f>-2)-6(p-l) 

linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse  W*,  also  ein  Fundamental- 
system  dieser  Klasse.    Würde  nämlich   zwischen  ihnen   eine    lineare 
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homogene  Relation  bestehen,  so  wäre  eine  lineare  Verbindung  der 
Divisoren  (9): 

durch  Ä  teilbar,    und  da  SB,   und   8  teilerfremd    sind,    so    müfste 

auch  CfcSBjH \- Cp9Bp  den  Teiler  Ä  haben,  was  nicht  möglich  ist, 

wenn  nicht  alle  Koeffizienten  c  verschwinden.  Hiernach  sind  jetzt 
auch  die  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W*  als  ganze  homogene 
Funktionen  dritten  Grades  von  fßl9  8Bt, . . .  SBp  dargestellt 

Um  jetzt  schließlich  in  derselben  Weise  auch  ein  Fundamental- 
System  für  die  Klasse  Wr  aufzustellen,  nehmen  wir  unseren  Satz  bereits 
für  die  Klassen  W\  W*, . . .  Wr,  wo  r  ^  3  ist,  als  bewiesen  an  und 
zeigen  sodann  seine  Richtigkeit  für  TFr+1.  Es  seien  SB«  und  SBf 
irgend  zwei  ganze  teilerfremde  Divisoren  der  Klasse  W  und  es  sei 
(@r)  das  System  der  (2r  —  1)  (p  —  1)  Fundamentaldivisoren  der 
Klasse  Wr.   Bilden  wir  dann  die  beiden  Reihen 

10)  »«-(®r)    und    Sfy-CSr), 

so  gehören  die  Elemente  dieser  Systeme  zur  Klasse  TTr+1  und  sind 
ganze  homogene  Funktionen  (r  + 1)*"  Ordnung  von  2B1;  835,, . . .  SB,. 
Soll  nun  ein  Divisor  zu  jeder  der  beiden  Scharen  (10)  gehören,  so 
muis  er  sowohl  durch  2Ba  als  auch  durch  88^,  also  da  85«  nnd  SBf 
teilerfremd  sind,  auch  durch  ihr  Produkt,  teilbar  und  somit  in 
der  Schar 

ii)  ».»r(€Ui) 

enthalten  sein;  die  Dimension  dieser  Unterschar  ist,  da  r  —  1  >  1  ist, 
(2r  —  3)(jp  —  1).  Vereinigt  man  jetzt  die  beiden  Scharen  (10)  in  der 
Art,  dafo  ihr  größter  gemeinschaftlicher  Teiler  (11)  nur  einmal  auf- 
tritt; so  erhält  man  im  ganzen 

2(2r-l)0p-l)-(»r-8)(p-l)-(2r  +  l)(p-l) 

linear  unabhängige  Elemente,  und  diese  bilden  also  ein  Fundamental- 
System  der  Klasse  Wr+1.  Damit  ist  der  am  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen  aufgestellte  Satz  in  allen  seinen  Teilen  bewiesen. 

§8. 

Wir  wollen  jetzt  die  gewonnenen  Resultate  fftr  die  niedrigsten 
hier  in  Betracht  kommenden  Geschlechtszahlen  p  ■=  3  und  p  —■  4 
spezialisieren  und  hieran  einige  Folgerungen  knüpfen,  welche  eine 
spätere  allgemeine  Untersuchung  vorbereiten. 
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Die  Hauptkurve  H  eines  Körpers  vom  Geschlechte  drei  ist  nach 
den  Ergebnissen  des  vorigen  Kapitels  eine  singularitatenfreie  ebene 
Kurve  vierter  Ordnung 

1)  F^^xJ-O, 

und  diese  Gleichung  wird  also  durch  die  Substitution 

2)  ^r^r^^SBitSB^aBs 

identisch  befriedigt.  Dieses  Resultat  wird  aber  in  anderer  Weise 
durch  den  Satz  von  Noether  bestätigt;  denn  bildet  man  die 
—  (r  + 1)  (r  +  2)  Potenzprodukte  der  Dimension  r: 

so  giebt  es  unter  ihnen  nach  S.  512  2(2r— 1)  linear  unabhängige, 
während  die  übrigen 

*r»4(r  +  l)(r  +  2)-2(2r-l)  =  |(r-2)(r-3) 

lineare  Funktionen  von  jenen  sind;  ebenso  grofs  ist  also  auch  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  homogenen  Gleichungen  rter  Ordnung 
zwischen  den  Divisoren  SB17  2B2,  3B8.  Da  aber  r4=  1  ist,  so  existiert 
eine  Gleichung  vierter  Ordnung  -F4  =  0  zwischen  ihnen,  und  um  die 
sämtlichen  Gleichungen  rtor  Ordnung  zu  erhalten,  hat  man  FA  mit  den 
Potenzprodukten  der  Dimension  (r  —  4)  zu  multiplizieren,  deren  Zahl  ja 
gerade  i-(r-2)(r-3)  ist. 

Umgekehrt  hat  eine  doppelpunktfreie  Kurve  vierter  Ordnung 

*U*l,  **,**)  =  <> 
nach  der  Gleichung  (3  a)  auf  S.  427  das  Geschlecht  drei,  und  die  adjungierten 
Kurven  (n  —  3)**r  Ordnung,  deren  Schnittpunktsysteme  den  Differential- 
teilern erster  Gattung  entsprechen,  sind  die  Geraden  der  Ebene.  Geht 
man  also  von  einer  beliebigen  derartigen  Gleichung  aus,  so  hat  man 
auch  umgekehrt 

Die  Untersuchung  der  projektiven  Eigenschaften  der  ebenen  Kurven 
vierter  Ordnung  ist  hiernach  völlig  äquivalent  der  Analyse  beliebiger 
nicht  hyperelliptischer  Körper  vom  Geschlechte  drei,  weil  alle  derartigen 
Körper  auf  eine  Gleichung  der  Form  (1)  bezogen  werden  können. 
Nun  enthält  aber  jene  Gleichung  t^=15  Konstanten,  und  da  man 
die  Variabein  noch  einer  beliebigen  linearen  Transformation  unter- 
werfen kann,  so  sind  von  jenen  Konstanten  nur  15  —  9  =  6  wesentlich. 
Diese  sechs  wesentlichen  Konstanten,   welche  je  nach   der    Auswahl 

Hemel  u.  Lftndeberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  $8 
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jener  Transformation  in  verschiedener  Form  in  die  Koeffizienten  der 
Gleichung  (1)  eintreten  können,  charakterisieren  aber  die  KIwwp  des 
algebraischen  Gebildes  und  heifsen  nach  Biemann  die  Moduln  der 
Klasse.  Zwei  Gebilde  mit  verschiedenen  Moduln  sind  nämlich  im  all- 
gemeinen nicht  ineinander  birational  transformierbar,  weil  einer  solchen 
Transformation  nach  S.  484  eine  lineare  Substitution  der  Variabeb 
#!,£,,  #8  entspricht,  die  zugehörigen  Hauptkurven  also  durch  Kollinea- 
tion  auseinander  hervorgehen  müßten. 

Ein  derartiger  Korper  enthalt  keine  Funktionen  zweiter,  wohl 
aber  unendlich  viele  von  der  dritten  Ordnung.  Legt  man  nämlich  durch 
einen  beliebigen  Punkt  Sß  der  Hauptkurve  zwei  Geraden,  so  entsprechen 
ihren  Schnittpunktsystemen  zwei  ganze  Divisoren  SBt  und  SB,  der  Klasse  W, 
deren  gröfster  gemeinschaftlicher  Teiler  der  Primdivisor  $  ist;  folglich  ist 

wo  Hj  und  Ä,  teilerfremd  sind,  und 

M  -  ®l  -  *L 

ist  eine  Funktion  dritter  Ordnung.  Umgekehrt  aber  erhalt  man  auch 
alle  derartigen  Funktionen  z  des  Körpers  auf  diesem  Wege.  Nimmt 
man  nämlich  *  in  der  reduzierten  Form  ^  an  und  bezeichnet  die 
Klasse  des  Zahlers  und  Nenners  mit  A,  so  hat  A  die  Ordnung  drei,  und 
ihre  Dimension  ist  gleich  zwei.  Denn  gäbe  es  in  A  aufser  Ät  und  9, 
noch  einen  dritten  linear  unabhängigen  ganzen  Divisor  Ä,,  so  konnte 
man  in  A  noch  zwei  verschiedene  ganze  Divisoren  finden,  welche 
einen  beliebigen  Primteiler  D  haben,  und  deren  Quotient  wäre  eine 
Funktion  zweiter  Ordnung;  der  Körper  wäre  also  entgegen  unserer 
Annahme  hypereüiptisch.    Ist  nun  P  die  Ergänzungsklasse  von  A: 

P      w 

so  hat  diese  die  Ordnung  eins,  und  fttr  ihre  Dimension  ergiebt  sich  nach 
dem  Biemann -Rochschen  Satze 

(Pi-i. 

Es  giebt  also,  abgesehen  von  Proportionalitatsfaktoren,  je  einen  und 
nur  einen  ganzen  Divisor  der  Klasse  W,  welcher  durch  8^  resp.  8, 
teilbar  ist,  und  wenn  man  nunmehr 

«i-*«i,    SB,-**, 
setzt,  so  entsprechen  den  Teilern  W&t  und  SB,  zwei  Geraden,  welche 
sich  auf  der  Kurve  in  $  schneiden. 
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Diese  Resultate  fassen  wir  in  dem  Satze  zusammen: 

In  jedem  nicht  hyperelliptischen  Körper  vom  Geschlechte 
drei  giebt  es  unendlich  viele  Divisorenklassen  von  der  Ordnung 
drei  und  der  Dimension  zwei,  nämlich  die  Erganzungsklassen 
aller  derjenigen,  welche  durch  einen  Primdivisor  bestimmt 
sind;  es  giebt  also  auch  unendlich  viele  Funktionen  dritter 
Ordnung.  Die  Anzahl  der  Moduln  derartiger  Körper  ist  gleich 
sechs,  und  es  giebt  auJser  den  hyperelliptischen  keine  weiteren 
Abarten  algebraischer  Gebilde  vom  Geschlechte  drei. 

§4 

Die  Hauptkurve  H  eines  Körpers  vom  Geschlechte  vier  ist  eine 
doppelpunktfreie  Baumkurve  sechster  Ordnung: 

1)  x1 :  x% :  x9  :  xA  -  8Bt :  SB, :  SB,  :  S84 . 

Büdet  man  die  (r  +  3)([+^(f  +  1)  =  (r  +  3)  Potenzprodukte  der  Dimen- 
sion r: 

so  sind  nach  dem  Satze  des  §  2  3  (2r  —  1)  unter  ihnen  linear  un- 
abhängig; es  bestehen  also 

^~(r  +  3)-3(2r-l) 

unabhängige  Relationen  r*6*  Ordnung  zwischen  den  Fundamentaldivisoren 
der  Klasse  W,  und  ebenso  grofs  ist  (vgl  S.  475)  die  Dimension  der 
Schar  von  Flachen  r*6*  Ordnung,  welche  die  Hauptkurve  enthalten. 
Da  nun  t%  =  1,  r8  =  5  ist,  so  geht  durch  die  Kurve  eine  einzige 
Mache  zweiter  Ordnung: 

2)  ^fe^^^-O; 

und  zu  den  zerfallenden  Flachen  dritter  Ordnung,  welche  aus  jener 
hervorgehen: 

x1Ft-0,    xtF,  =  0,    ^JFt«0,    xAFt-0, 

tritt  noch  eine  weitere,  die  Kurve  enthaltende  Flache;  ihre  Gleichung  sei 

3)  Jife,a%,^*4)-0. 

Da  der  Schnitt  der  Flachen  2^  =  0  und  F%  —  0  von  sechster  Ordnung 
ist,  so  ist  er  mit  der  Hauptkurve  identisch  und  diese  also  stets  ab 
vollständiger  Schnitt  von  nur  zwei  Flächen  darstellbar. 

as* 
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Dieses  letzte  Resultat  kann  noch  auf  anderem  Wege  bestätigt 
werden.  Bedeuten  nämlich  Ur-%  und  Ur—z  irgend  zwei  Formen 
(r  —  2)**'  und  (r  —  3)*T  Ordnung  von  xl9  x%9  x^f  xA  und  bildet  man  die 
Flache  r**r  Ordnung 

4)  Ur-iF%  +  Ur-*F9-0, 

so  geht  dieselbe  offenbar  durch  die  Kurve  hindurch.  Sind  aber  zwei 
derartige  Flachen  identisch,  ist  also 

Ur-*Ft  +  Ur-zFt  -  W-t Ft  +  D7-s  J., 
so  folgt  aus  der  Gleichung 

(DJL.-ff,-.)  F,  -  -  (#-.- ffr_,).F„ 
daft  die  erste  Differenz  durch  Fs,  die  zweite  durch  F%  teilbar,  dafe  also 

Er;_,-Z7r_s«     Gr^F> 

ist,  wo  ffr— 5  eine  quaternäre  Form  der  (r  —  5)*611  Ordnung  bedeutet. 
Um  daher  die  Dimension  der  Flachenschar  (4)  zu  erhalten,  hat  man 
von  der  Gesamtzahl  der  in  TJr—i  und  Z7r_8  auftretenden  Eonstanten 
die  Zahl  der  Koeffizienten  von  G>_6  in  Abzug  zu  bringen  und  erhalt  so 

ftVö-Ci2)- 

Diese  Zahl  ist  aber  gleich  tr,  weil,  wie  eine  leichte  Rechnung  ergiebt: 

ist.  Hieraus  folgt,  dafs  in  der  Schar  (4)  alle  die  Hauptkurve  H  ent- 
haltenden Flachen  rtor  Ordnung  auftreten  und  dafs  die  Kurve  also  auch 
der  vollständige  Schnitt  der  Flachen  -F2  =  0  und  -Fs=0  ist. 

Andererseits  hatten  wir  auf  S.  466  für  das  Geschlecht  der  Schnitt- 
kurve  einer  Flache  ff"  und  v*6*  Ordnung  die  Formel 

2(|>-l)-fiv0*  +  i/-4) 

gefunden,  und  es  ist  also,  wenn  p  —  2,  i>  =  3  ist,  jp  =  4.  Die  Unter- 
suchung derjenigen  Körper  vom  Geschlechte  vier,  welche  nicht  hyper- 
elliptisch sind,  ist  also  völlig  äquivalent  der  Ergründung  der  projek- 
tiven Eigenschaften  der  Raumkurven  sechster  Ordnung,  welche  der 
Schnitt  zweier  Flächen  von  zweiter  und  dritter  Ordnung  ohne  besondere 
Lagenbeziehungen  sind. 

Um  hierdurch  einen  tieferen  Einblick  in  den  Aufbau  der  Körper 
des  Geschlechtes  vier  zu  erhalten,  betrachten  wir  zuvörderst  die  ein- 
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deutig  bestimmte  Flache  zweiter  Ordnung  genauer,  welche  die  Haupt- 
kurve enthalt.  Diese  kann  entweder  eine  ordinäre  Fläche  oder  ein 
Kegel  sein.  Diesen  beiden  Möglichkeiten  entsprechend,  erhalten  wir 
zwei  verschiedene  Arten  von  Körpern,  die  beide  nicht  hyperelliptisch 
sind  und  in  ihren  Eigenschaften  erhebliche  Unterschiede  aufweisen. 

In  dem  ersten  Falle  können  wir  die  Gleichung  der  Fläche  durch 
Transformation  auf  die  Form  bringen 

#j#4  —  #2  #8  =  0 

und  sie,  da  es  auf  Realitätsuntersuchungen  hier  nicht  ankommt,  als 
Hyperboloid  interpretieren.  Ein  solches  besitzt  bekanntlich  zwei 
Scharen  ©x  und  @,  von  Geraden,  von  denen  die  erste  durch  die 
Gleichungen 

^  —  Xx%  —  0,    xs  —  Xxi  —  0, 
die  zweite  durch 

a?x  —  fiSj  —  0,    x%  —  (ixA  =  0 

gegeben  sind.  Zwei  Geraden  einer  Schar  liegen  nie  in  einer  Ebene; 
wenn  aber  die  beiden  Geraden  (A)  und  (fi)  verschiedenen  Scharen  an- 
gehören, so  liegen  sie  in  der  Tangentialebene 

xl  —  Xx%  —  px9  +  XfiXt  —  0, 

und  ihr  Schnittpunkt  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

Xt :  Og :  a%  :  xA  =  Xfi :  (i :  X  :  1; 

durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  also  je  eine  Gerade  beider  Scharen. 
In  diesem  Falle  können  wir  also  die  quadratische  Relation  zwischen 
den  vier  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W  durch  Transformation  auf 
die  Form  bringen: 

Bezeichnen  wir  nun  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  von  9931  und  SB, 
mit  Ä  und  setzen  wir 

8»!  —  HO,      2Bt  —  «»', 
also 

QS%  QB&  Oft 

tC61   «58  )D 

»5  """  SB*  ""  W 

so  sind  83  und  89'  relativ  prim,  und  folglich  ist 
2B8  =  «'Ö,    2B4  -«'»', 

wo  auch  8tf  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  der  zu  8  teilerfremd  sein 
muls,  weil  W  sonst  keine  primitive  Hasse  wäre. 
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Die  Klassen  A  und  B  von  (Ä,  Ä')  und  (83,  85')  sind  Ergänzung»- 
klassen: 

W=*AB, 

und  da  ihre  Ordnungen  zusammen  gleich  sechs  sind,  so  muGs  jede 
gleich  drei  sein;  denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  wäre  die  Ordnung 

einer  der  beiden  Klassen,  z.  B.  von  A,  kleiner  als  drei,  der  Quotient  -^ 
also  eine  Funktion  zweiter  oder  erster  Ordnung,  was  nicht  sein 
kann.  Die  Dimension  jeder  der  beiden  Klassen  ist  gleich  zwei;  denn 
Würde  z.  B.  die  Klasse  A  =  (&,  Ä')  noch  einen  dritten  linear  un- 
abhängigen Divisor  Ä"  enthalten,  so  konnte  man  in  ihr  noch  zwei  ver- 
schiedene Divisoren  bestimmen;  welche  einen  Primteiler  D  enthalten, 
und  ihr  Quotient  wäre  also  eine  Funktion  zweiter  Ordnung. 

Die  beiden  Klassen  A  und  B,  die  beide  die  Ordnung  drei  und 
die  Dimension  zwei  haben,  sind  aber  stets  voneinander  verschieden. 
Denn  wäre  A  =  B,  also 

so  würden  Gleichungen  der  Form  bestehen: 

85  =  ««  + /JA',     S5'  =  y«  +  «Ä'        (a*-py  +  0). 

Dann  aber  wäre 

8585'  =  «8B2  +  /JSB4  =  yä^  +  <JSB8, 

und  es  wären  also  die  Divisoren  V&lf  8B2,  8B8,  2S4  nicht  voneinander 
linear  unabhängig. 

Die  so  bestimmten  ausgezeichneten  Divisorenklassen  A  und  B, 
welche  für  den  Aufbau  des  Körpers  von  entscheidender  Bedeutung 
sind,  stehen  in  engstem  Zusammenhange  mit  den  Geraden  des  Hyper- 
boloides.   Betrachtet  man  nämlich  den  Schnitt  einer  Tangentialebene 

mit  der  Kurve,  so  lautet  der  zugeordnete  Divisor 

derselbe  zerfällt  also  in  zwei  Faktoren,  von  denen  der  erste  der  Klasse  A 
angehört  und  nur  von  dem  Parameter  (i  abhängt,  während  der  zweite 
in  B  enthalten  und  nur  von  X  abhängig  ist.  Legt  man  also  durch 
eine  Gerade  (X)  der  ersten  Schar: 

xi  ~~  *£*  —  0,    a?8  —  XxA  =  0 
das   Ebenenbüschel,   so   bleibt   der  Divisor  dritter  Ordnung  83  —  A83' 
fest;  die  Gerade  mufs  also  eine  Trisekante  der  Baumkurve  sein,  deren 
Schnitt  durch  85  —  X  85'  gegeben  ist,  und  jeder  ganze  Divisor  von  B 
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entspricht  einer  und  nur  einer  Geraden  der  Schar  ©1.    Ebenso  gehört 
zu  jeder  Geraden  der  Schar  ©,: 

%i  ~  P**  —  0?    a^  —  fia:4  =  0, 
ein  und  nur  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  A,  nämlich  8t  —  jiSt'. 

Durch  jeden  Punkt  5ß  der  Hauptknrve  gehen  somit  zwei  ver- 
schiedene, niemals  zusammenfallende  Trisekanten,  welche  den  beiden 
G-eradenscharen  des  Hyperboloides  zugehören;  projiziert  man  also  die 
Kurve  von  5ß  aus  auf  eine  Ebene,  so  ist  die  Projektion  eine  Kurve 
fünfter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten.  Umgekehrt  mufs  eine  Tri- 
sekante  der  Raumkurve  ganz  auf  dem  Hyperboloide  gelegen  sein,  weil 
sie  mit  ihm  drei  Punkte  gemein  hat.  Aufser  den  Geraden  der  beiden 
Scharen  ®x  und  ©8  giebt  es  also  keine  weiteren  Trisekanten  der  Baumkurve. 

Hieraus  folgt  auch,  dafs  es  aulser  den  Klassen  A  und  B  keine 
anderen  giebt,  welche  die  Ordnung  Jrei  und  die  Dimension  zwei 
liaben.  Ist  nämlich  Q  eine  solche  Klasse,  und  D  =  ^ßi^ß8^ß3  einer  ihrer 
ganzen  Divisoren,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Biemann-Bochschen  Satze 
als  Dimension  der  Ergänzungsklasse  von  O: 


{fi 


folglich  giebt  es  zwei  verschiedene  ganze  Differentialteiler  SB  und  SB', 
welche  durch  D  teilbar  sind.  Die  drei  Punkte  $&,  Sß2, 5ß8  der  Haupt- 
kurve liegen  somit  in  den  beiden  Ebenen,  welche  den  Divisoren  SB  und 
SS'  entsprechen,  also  auch  in  ihrer  Schnittgeraden,  d.  h.  sie  sind  die 
drei  Schnittpunkte  einer  Trisekante  der  Kurve;  folglich  ist  in  der  That 
Q  =  A  oder  Q  =  B. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  auf  Grund  des  gewonnenen  Ein- 
blicks in  die  Struktur  des  Körpers  eine  Normalgleichung  von  möglichst 
einfacher  Gestalt,  ähnlich  wie  im  Falle  p  =  3,  zu  bestimmen.  Bilden 
wir  die  beiden  Funktionen  dritter  Ordnung 

«._  JL  —  fi  —  S 
5)  1 

so  ist  der  Körper  K(x,  y)  mit  dem  gegebenen  Körper  K(m9u)  identisch. 
Denn  aus  dem  Fundamentalsatze  auf  S.  237  folgt  zunächst,  dafs  wir  x 
als  unabhängige  Variable  wählen  können  und  dafs  jede  zweite  Variable  y 
einer  bestimmten  Gleichung  dritten  Grades  genügt: 

F(x,  y)  —  as(x)y*  +  4(0)**  +  OiOOy  +  <S>(«)  —  °> 
deren  linke  Seite  entweder  irreduktibel  oder  eine  Potenz  einer  irreduk- 
tibeln  Funktion  ist.    Träte  nun  die  zweite  Möglichkeit  für  y=»j/  ein 
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und  wäre  also  der  Korper  K(x,  y)  nur  ein  Unterkörper  von  K(b9  u), 
so  würde  F(x9y)  die  dritte  Potenz  einer  Linearfanktion  von  y: 

*ko  V  ==    /\  ö*310  rationale  Funktion  von  2  sein  müssen.    Da  aber  y 

*      p(x)        ^  ^  * 

ebenfalls  von  dritter  Ordnung  ist,  so  müJDste  jene  rationale  Funktion 
linear  sein: 

also  wäre  für  Zahler  und  Nenner  von  y: 

dies  aber  ist  unmöglich,  weil  die  Klassen  A  und  B  verschieden  sind. 
Es  besteht  also  in  der  That  zwischen  x  und  y  eine  irreduktible 
Gleichung 
6)  F(x,  y)  -  a8(a?)y8  +  o^y'  +  a1{x)y  +  a0(x)  -  0, 

welche  in  jeder  der  beiden  Yariabeln  vom  dritten  Grade  ist,  so  dafs 

av(x)  =  cs^rc8  +  c%*&  +  ci9x  +  Co*  (v  =  1,  a,  3) 

ist.  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  nunmehr  leicht 
festzustellen.    Erteilt  man  nämlich  der  Yariabeln  x  den  Wert  ft,  so  ist 

und  es  wird  also  hierdurch  eine  bestimmte  Gerade  (p)  der  Schar  @s 
ausgewählt.  Diese  schneidet  die  Kurve  in  drei  Punkten,  durch  welche 
drei  bestimmte  Geraden  (ix),  (^,),  (Aj)  der  Schar  ©x  gehen,  und  für 
diese  ist 

y^J-ii  (1  =  1,2,8). 

Die  Kurve  vermittelt  also  auf  dem  Hyperboloid  eine  (3, 3) -deutige 
Beziehung  zwischen  den  Geraden  der  beiden  Scharen,  und  diese  wird 
durch  die  Gleichung  (6)  gegeben.  Diese  Zuordnung  ist  von  ganz  ähn- 
licher Beschaffenheit  wie  die  allgemeine,  welche  wir  auf  S.  368  be- 
sprochen haben,  nur  dafs  die  zugeordneten  Geraden  hier  nicht  die 
Strahlen  zweier  Büschel  der  Ebene,  sondern  der  beiden  Geradenscharen 
des  Hyperboloides  sind. 

Gehen  wir  jetzt  umgekehrt  von  einer  Gleichung  der  Form  (5)  aus, 
so  stellt  dieselbe  zufolge  der  Formel  (6)  auf  S.  385,  wenn  die  Koeffi- 
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zienten   fy,  keiner   besonderen    Bedingung    unterworfen    werden,    ein 
algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  vier  dar,  weil  m  =  n  =  3,  also 

p  — (m-l)(n-l)  — 4 

ist.    Die  zu  einem  solchen  Gebilde  gehörigen  vier  linear  unabhängigen 
Differentiale  erster  Gattung  haben  nach  S.  415  die  Form 

dx  dx  dx  dx 

winr'  xinr>  y~w;}  tw 

dy  dy  dy  Jy 

und  die  entsprechenden  Differentialteiler  sind,  da  S)  —  1,  also  nach  S.  384 

dx 

Hy 
ist,  der  Reihe  nach 

«SB,    «SB',    «'83,    «'SB', 
also 

^  :  2B8  :  2B8  :  SB4  =  «SB  :  «»' :«'»:«'»' 
oder 

xt :  x^  :  x^ :  #4  =  xy :  x :  y  :  1, 

wodurch  wir  genau  wieder  zu  den  Formeln  zurückgelangen,  von  denen 
wir  ausgegangen  sind. 

Daher  werden  durch  die  Gleichung  (6)  bei  allgemeinster  Auswahl 
der  Koeffizienten  cM*  auch  alle  algebraischen  Gebilde  des  Geschlechtes 
vier  gegeben,  deren  Hauptkurve  auf  einer  ordinären  Fläche  zweiter 
Ordnung  liegt,  und  sie  kann  somit  als  Normalgleichung  zu  Grunde 
gelegt  werden.  Die  Anzahl  der  in  ihr  auftretenden  willkürlichen  Kon- 
stanten kann  dadurch  noch  verringert  werden,  dafs  jede  der  beiden 
Variabein  x  und  y  einer  beliebigen  linearen  gebrochenen  Substitution 
unterworfen  wird,  da  z.B.  die  Transformation 

x  —  yX  +  $ 

nur  einer  Transformation  der  Grunddivisoren  «  und  «'  der  Klasse  A  in 

«=««  +  /»«' 

«'=y«+(>«' 

entspricht.  Daher  können  von  den  15  Koeffizienten  2-3  =  6  gleich 
eins  angenommen  werden;  die  übrigen  9  Koeffizienten  aber  sind  wesent- 
licher Natur,  weil  für  einen  Körper  der  hier  untersuchten  Art  die 
Klassen  A  und  B,  und  bei  geeigneter  Normierung  auch  die  Funk- 
tionen x  und  y  eindeutig  bestimmt  sind,  und  können  daher  als  die 
Moduln  der  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  betrachtet  werden. 
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Es  ist  nunmehr  auch  leicht,  die  Gleichung  einer  irreduktibeln 
Flache  dritter  Ordnung,  welche  die  Kurve  enthalt,  in  Tetraeder- 
koordinaten aufzustellen.  Dieselbe  geht  sofort  aus  der  Normal- 
gleichung (6)  hervor,  wenn  man  von  den  Gleichungen  (5)  Gebrauch 
macht,  und  ein  Potenzprodukt  x^if  durch 

*f*»r     oder    «C  •>"-,«g  — «tf"» 

^     °d6r  x> 

ersetzt,  je  nachdem  (i  +  v  ^  3  oder  >  3  ist.    Man  erhalt  so,  wenn  man 
mit  a\  heraufmultipliziert,  die  Gleichung 

y*Cr9X»X;a?A-f-*+  y*Cfl¥X?+*-*Q$-vQ%'-lA        (f»,»  =  0,1,2,8); 

es  ist  also 

§5. 

Wenn  die  Oberfläche   zweiter  Ordnung,   welche   die  Hauptkurve 

H  enthalt,  ein  Kegel  ist,  so  können  wir  ihre  Gleichung  in  der  Form 
annehmen: 

1)  a*^— si  =  0, 

indem  wir  die  Spitze  des  Kegels  als  Eckpunkt,  zwei  Tangential- 
ebenen (#!  =  ()  und  #8  =  0)  und  die  Polarebene  ihrer  Schnittgeraden 
(#3  =  0)  als  Seitenebenen  des  Koordinatentetraeders  wählen.  Die  zwischen 
den  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  TT  bestehende  quadratische  Relation 
lautet  alsdann 
la)  »iSBj-SBj-O 

und  enthalt  hiernach  den  Teiler  2B4  überhaupt  nicht. 

Aus  dieser  Gleichungsform  folgt  aber  leicht,  dafs  die  drei  Divisoren 
W&x,  3Bj,  8B8  sich  in  die  folgende  Gestalt  setzen  lassen  müssen: 

a^-W«",    «5, «SR««',    SB8  =  3R«'f, 

wenn  SR  ihren  größten  gemeinsamen  Teiler  und  Ä  und  Ä'  zwei  ganze 
teilerfremde  Divisoren  bedeuten.    Bildet  man  nämlich  die  Funktion 

2)  x  —  =  =  5a  =  • 
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wo  der  letzte  Bruch  reduziert  sein  soll,  so  folgt,  dals  der  Divisor  3Bt, 
weil  er  als  Zahler  und  als  Nenner  auftritt;  sowohl  durch  &  als 
auch  durch  &',  also  auch  durch  das  Produkt  &&'  teilbar  sein  muls. 
Setzt  man  aber  2Ö8=  9K2t«',  so  ergiebt  sich  in  der  That  äB^SRH*, 

Für  die  Ordnung  p  und  a  der  Divisoren  SÄ  und  Ä  hat  man  die 
Gleichung 

und  da  a  der  Grad  der  Funktion  #  und  somit  grofser  als  zwei  sein 
muß,  so  ist  notwendig  a  =»  3  und  f*  =  0.  Folglich  ist  notwendiger- 
weise 3W  =  1,  die  Divisoren 

3)  SO!««8,    833,  =  ««',    3B8  =  «" 

haben  also  keinen  gemeinsamen  Teiler,  und  es  ist,  wenn  A  die  Klasse 
von  «  und  «'  bedeutet: 

W  =  A\ 

Die  Dimension  von  J.  ist,  wie  ganz  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitt 
(S.  518)  bewiesen  wird,  gleich  zwei. 

Die  Divisoren  der  Klasse  A  entsprechen  genau  den  Schnittpunkt- 
syBtemen  der  Kegelkanten,  welche  zugleich  Trisekanten  der  Raum- 
kurve sind.  Legt  man  nämlich  durch  die  Kegelspitze  eine  beliebige 
Ebene 

c1x1  +  cix%  +  czxs^0, 

so  wird  der  Schnitt  mit  der  Kurve  durch  den  Divisor  sechster  Ordnung 

C^  +  ^S32  +  CjSB8  —  C&*  +  ^««'  +  <*«" 
bestimmt,  und  dieser  kann  als  binare  quadratische  Form   von  «,  «' 
stets  als  ein  Produkt 

(AH +  A'«')Gi« +  <*'«') 
dargestellt    werden,    dessen    Faktoren    den    beiden    in    jener    Ebene 
liegenden  Kegelkanten    entsprechen.    Daher  trifft    in    der   That   jede 
Kante  die  Kurve  in  drei  Punkten,  und  der  hierdurch  bestimmte  Divisor 
gehört  der  Klasse  A  an. 

Während  wir  also  im  vorigen  Abschnitte  zwei  verschiedene 
Klassen  A  und  B  von  der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei 
erhielten,  so  ergiebt  sich  hier  nur  eine  und  diese  ist  ihre  eigene  Er- 
gänzungsklasse.  Die  hier  untersuchten  Körper  können  daher  als  eine  Aus- 
artung der  vorher  behandelten  ordinären  Körper  betrachtet  werden, 
bei  welcher  die  beiden  ausgezeichneten  Klassen  A  und  B  in  eine  zu- 
sammengefallen sind.  Dem  entspricht  es,  dafs  der  Kegel  als  eine  Aus- 
artung des  Hyperboloides  aufgefaßt  werden  kann,  bei  welcher  die 
beiden  Geradenscharen  in  eine  einzige  übergegangen  sind.    Daher  giebt 
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es  in  diesem  Falle  überhaupt  keine  zweite  Klasse  Q  mit  der  Ordnung 
drei  und  der  Dimension  zwei;  denn  man  beweist  genau  wie  auf  S.  519, 
dafs  jeder  ihrer  Divisoren  Q  einer  Trisekante  der  Raumkurve  zu- 
geordnet und  folglich  Q  =  A  sein  mufs. 

Aus  diesem  Grunde  haben  wir  hier  auch  nur  eine  Klasse  von 
Funktionen  dritter  Ordnung;  welche  durch  die  Gleichung 

,       «x  +  ß 
x        yx  +  d 

gegeben  sind,  wahrend  vorher  noch  eine  zweite  derartige  Funktionen- 
klasse auftrat.  Dieser  Umstand  hat  aber  die  wichtige  Folge,  dafs  hier 
eine  ganz  andere  Form  der  Normalgleichung  aufgestellt  werden  mufe 
und  die  hier  betrachteten  algebraischen  Gebilde  sich  somit  der  für 
ordinäre  Körper  geltenden  Normalgleichung  entziehen. 

Es  liegt  nahe,  zur  Bildung  jener  Gleichung  den  vierten  ganzen 
Divisor  2B4  der  Klasse  W,  der  bisher  noch  nicht  in  Rechnung  gezogen 
wurde,  hinzuzunehmen  und  zur  Konstruktion  einer  Funktion  sechster 
Ordnung 

4)  y  -  {K 

zu  verwenden.  Hierbei  ist  3B4  nicht  völlig  bestimmt  und  durch  den 
drei  willkürliche  Konstanten  enthaltenden  Divisor 

W4  -  SB*  +  ^SB,  +  A,SB2  +  A32B8 
ersetzbar,  wodurch  y  in 

übergeht. 

Da  die  Funktion  y  nur  für  die  drei  Primfaktoren  5ß1;  Sß,,  % 
von  W  von  zweiter  Ordnung  unendlich  wird,  so  ist  sie  eine  ganze  Funktion 
von  x  und  besitzt  für  (x  »  oo)  drei  Reihenentwickelungen  der  Form 

welche  nach  ganzen  Potenzen  von  —  fortschreiten.  Hierin  sind  die 
Anfangskoeffizienten  e^  %,%  voneinander  verschieden,  denn  wäre  z.B. 
ei  —  %*  so  würde  die  Funktion 

y  ■—  e^x  —       g7-j 

in  Sßi  und  5ßa  nur  von  erster  Ordnung  unendlich  werden,  und  es  wäre 
also  ihr  Zahler  durch  ^^  teilbar.  Dann  aber  würden  in  dem  Fnn- 
damentalsystem  der  Klasse  W: 

alle  Elemente  aufser  dem  ersten  den  Divisor  zweiter  Ordnung  Sß^ 
besitzen,  was  nach  dem  auf  S.  487  bewiesenen  Satze  nur  bei  hyper- 
elliptischen Körpern  eintreten  könnte. 
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Buden  wir  hiernach  die  symmetrischen  Elementarfonktionen  von 

9  =  yi  +  y*  +  y*>  <*  =  yiyi  +  yiy*  +  y*y*>  -*-**», 

so  sind  dies  ganze  Funktionen  von  x,  deren  Grade  resp.  gleich  2,  4 
und  6  sind.  Da  wir  ferner  zu  y  eine  ganze  Funktion  zweiten  Grades 
beliebig  hinzufügen  könnfen,  so  wird  die  erste  Funktion,  wenn  wir  y 
durch  y  —  -f-  ersetzen,  gleich  Null,  während  die  anderen  beiden  die 
Form  erhalten: 

a  =  cr0  +  a1x  +  ~-  +  a4at,    b  —  ß0  +  ßtx  +  •  •  •+  ßex*. 
Die  so  erhaltene  Normalgleichung 
6)  y«  +  ay  +  6  =  0 

besitzt  die  Diskriminante 

a  —  (y1-y,),(yi-ys),(%-y.)*=4«,,  +  276J, 

eine  ganze  Funktion  zwölften  Grades,  deren  höchster  Koeffizient  nach 
der  Bemerkung  des  vorigen  Absatzes  von  Null  verschieden  ist. 

Die  Normalgleichung  (6)  enthält  5  +  7  =  12  Eonstanten;  wenn 
man  aber  in  der  Klasse  A  an  Stelle  von  &  und  Ä'  ein  anderes  Fun- 
damentalsystem einführt  und  sodann  den  Divisor  2B4  wieder  so  be- 
stimmt, dafs  der  Koeffizient  von  y*  fortfällt,  so  werden  die  Variabein 
einer  birationalen  Transformation  der  Form 

»        ax  +  ß  my 

*        yx  +  d'     *<        (y*  +  *)' 
unterworfen,  und  da  wir  hier  vier  willkürliche  Konstanten  zur  Ver- 
fügung haben,  so  behalten  wir  in  der  Normalgleichung  bei   solcher 
Formänderung  nur  12  —  4  =  8  wesentliche  Konstanten  übrig,  welche 
die  Moduln  der  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  sind. 

Gehen  wir  jetzt  umgekehrt  von  einer  Gleichung  der  Form  (6) 
mit  beliebig  gewählten  Koeffizienten  aus,  so  kann  man  leicht  zeigen, 
dals  das  Gebilde  das  Geschlecht  vier  und  alle  hier  vorausgesetzten 
Eigenschaften  besitzt;  die  Koeffizienten  der  Gleichung  brauchen  also 
keinen  weiteren  Bedingungen  unterworfen  zu  werden.  In  der  That, 
wendet  man  die  auf  S.  199  flg.  für  Gleichungen  dritten  Grades  ge- 
gebenen Regeln  an,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Riemannsche  Fläche  in 
den  zwölf  Nullpunkten  der  Diskriminante  A  eine  einfache,  für  (#=<x>) 
aber  keine  Verzweigung  besitzt;  hierbei  ist  es  wesentlich,  dafs  A  lauter 
einfache  Wurzeln  hat  und  wirklich  vom  zwölften  Grade  ist,  eine 
Voraussetzung,  welche  bei  nicht  speziell  ausgewählten  Koeffizienten 
stets  erfüllt  ist    Daher  ist  w  =  12,  also 

*0  i    1  A 

1,==Y-n  +  l  =  4. 

Digitized  by  VjOOQIC 


526  Neunundawanzigste  Vorlesung. 

Da   ferner   die   Derivirte  -g—  in   den  Verzweigungspunkten   in  erster 
Ordnung  verschwindet,  für  die  drei  Unendlichkeitsstellen  von 

aber  einen  Pol  vierter  Ordnung  besitzt,  so  hat  sie  die  Divisorendarstellung: 

dF  __  8« 


also  ist  das  Differential 


dx 

TT 


~«", 


und  somit  von  der  ersten  Gattung.    Vergleicht  man  diese  Formel  mit 
der  allgemeinen 

dx  nx        nw 

TT S ' 

welche  auf  S.  384  zur  Definition  des  Divisors  3)  der  Doppelpunkte 
aufgestellt  wurde,  so  ergiebt  sich,  da  n*  =  &',  ity  =  &'*  ist,  dafs 

ist;  die  Kurve  besitzt  also  bei  (x  =  oo)  eine  Singularität,  die  sich  bei 

näherer  Untersuchung  als  ein  dreifacher  SelbstberQhrungspunkt  erweist, 

d.  i.  ein  Punkt,   in  welchem   drei  Zweige  mit  gemeinsamer  Tangente 

zusammenlaufen. 

Bilden  wir  schließlich  die  vier  linear  unabhängigen  Differentiale 

erster  Gattung 

•    dx  dx  dx  dx 

^TT'    xTT'    TT9    ^TT' 

dy  dy  dy  dy 

so  sind  die  zugehörigen  Divisoren 

©!-«',    ©,  =  ««',    »,-*'»,    3B4-jy, 

wodurch  wir  auch  hier  genau  auf  die  Ausgangsgleichungen  (3)  und  (4) 
zurückkommen.    Kehren  wir  also  jetzt  zur  Hauptkurve 

zurück,  so  erkennen  wir,  dab  sie  aufeer  auf  dem  Kegel 

auch    noch  auf  einer   Oberflache    dritter    Ordnung   liegt,    als   deren 
Gleichung  sich  vermöge  (6)  ergiebt: 

7)  SB2  +  S2B4  +  äR~0, 
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worin 

und 

2Ä  =  Ä'66(I7) 

zunächst  als  binare  Formen  vierter  und  sechster  Ordnung  von  Ä  und  Äf 
erscheinen;  diese  aber  können  leicht  in  ternare  Formen  zweiter  resp. 
dritter  Ordnung  von  2Bi,  388,  SB8  umgeformt  werden;  es  ist  nämlich 

+  A*W  +  /W®,  +  A»J. 

Das   Hauptresultat   dieses   und   des  vorigen  Paragraphen  fassen 
wir  in  folgendem  Satze  zusammen: 

Es  giebt  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Körpern 
des  Geschlechtes  vier,  welche  nicht  hyperelliptisch  sind.  In  den 
Körpern  erster  Art  giebt  es  zwei,  in  den  anderen  eine  einzige 
Divisorenklasse  von  der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei, 
und  daher  in  jenen  zwei  verschiedene,  in  diesen  nur  eine 
Klasse  von  Funktionen  dritter  Ordnung.  Diesen  beiden  Fallen 
entsprechend  erhält  das  algebraische  Gebilde  verschiedene 
Normalformen,  von  denen  die  erste  neun,  die  zweite  nur  acht 
wesentliche  Konstanten  oder  Moduln  besitzt. 
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Klassen  algebraischer  Gleichungen;  ihre  Moduln.  —  Normalgleichungen.  —  Batio- 
nale, elliptische,  hyperelliptische  Gebilde. —  Zahl  ihrer  Moduln. —  Die  rationalen 
und  elliptischen  Gebilde  besitzen  unendlich  viele  Transformationen  in  sich.  —  Die 
Zahl  der  Moduln  eines  allgemeinen  Körpers  vom  Gesohlechte  p  ist  gleich  3j>  — 3. 

§1. 
Wir  kehren  jetzt  noch  einmal  zum  Begriff  der  umkehrbar  ein- 
deutigen Transformation  zurück,  der  in  der  sechzehnten  Vorlesung 
eingeführt  und  erklärt  wurde,  um  ihn  mit  Hilfe  des  jetzt  erlangten 
Einblicks  in  die  Natur  der  algebraischen  Gebilde  noch  weiter  zu 
entwickeln  und  für  einige  neue  Problemstellungen  zu  verwenden. 
Wenn  wir,  wie  auf  S.  237,  den  Körper  K(e,  u)  durch  zwei  in  ihm 
enthaltene  Funktionen  x  und  y  in  den  mit  ihm  identischen  Körper 
K(x,y)  transformieren,  so  bestehen  zwischen  den  Gröfsen  e  und  u 
einerseits  und  x  und  y  andererseits  die  beiden  Gleichungen 

/(*,u)  «0  und  F(z,y)~0, 
und  die  beiden  hierdurch  definierten  algebraischen  Gebilde  sind  um* 
kehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogen.  Da  zwei  derartige  algebraische 
Gebilde  für  viele  Fragen  als  völlig  gleichwertig  zu  betrachten  sind,  so 
rechnen  wir  alle  ineinander  transformierbaren  Gleichungen  mit  Riemann 
in  eine  Klasse  und  charakterisieren  die  Klasse  durch  eine  der  in  ihr 
enthaltenen  Gleichungen  (vgl.  S.  484). 

Da  aber  die  Auswahl  der  Gröfsen  x  und  y  eine  aufserordentlich 
grofse  Willkür  enthält,  so  wird  es  darauf  ankommen,  so  zu  verfahren, 
dafs  die  Funktionen  x  und  y  innerhalb  des  Körpers  K  invariante  Be- 
deutung haben  und  also  durch  bestimmte  von  der  Wahl  der  Ausgangs- 
gleichung unabhängige  Bedingungen  charakterisiert  werden  können. 
Eine  solche  Gleichung  der  Klasse  F(x,  y)  =  0  nennen  wir  eine  Normal- 
gleichung; sie  enthält,  wenn  das  Geschlecht  p  und  die  etwaigen 
Besonderheiten  des  Körpers  K  gegeben  sind,  eine  bestimmte  Anzahl 
stetig  veränderlicher  und  voneinander  unabhängiger  Parameter,  welche 
die  Moduln  der  Klasse  genannt  werden;  diese  Moduln  sind 
Invarianten  in  dem  Sinne,  dafs  algebraische  Gebilde  derselben  Klasse 
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in  Normalgleichungen  mit  gleichen  Moduln  transformiert  werden  können 
und  dafe  Normalgleiclrangen  mit  verschiedenen  Moduln  im  allgemeinen 
nicht  ineinander  übergeführt  werden  können.  Eine  der  Hauptaufgaben 
besteht  alsdann  darin,  bei  gegebenem  Geschlecht  die  Anzahl  der  Moduln 
zu  bestimmen;  die  Lösung  dieser  Aufgabe  fallt  aber,  wie  wir  sehen 
werden,  verschieden  aus,  je  nachdem  wir  den  Körper  K  als  den  all- 
gemeinsten seines  Geschlechtes  voraussetzen  oder  ihm  spezielle  Eigen- 
schaften aufprägen,  die  er  im  allgemeinen  nicht  zu  haben  braucht, 
aber  in  besonderen  Fällen  erhalten  kann. 

Das  soeben  gekennzeichnete  Problem  ist  seiner  Natur  nach  nicht 
vollständig  bestimmt,  weil  es  der  Untersuchung  spezieller  Körper  einen 
gewissen  Spiebaum  lafst;  seine  vollständigste  Lösung  erhalten  wir, 
wenn  es,  ebenso  wie  bei  der  in  §§  3  und  4  der  vorigen  Vorlesung  durch- 
geführten Untersuchung,  gelingt,  ein  System  von  Normalgleichungen 
wirklich  herzustellen  und  durch  ihre  charakteristischen  Eigenschaften 
eindeutig  zu  definieren.  Während  wir  also  früher  aus  einer  gegebenen 
Gleichung  die  Eigenschaften  des  durch  sie  bestimmten  Körpers  er- 
schlossen haben,  so  handelt  es  sich  hier  um  die  umgekehrte  Aufgabe, 
einen  Körper,  von  dem  das  Geschlecht  und  zuweilen  auch  eine  spezielle 
Eigenschaft  gegeben  ist,  durch  eine  Gleichung  zu  konstruieren. 

Wir  wollen   zunächst   die  Fälle  erledigen,   in   denen  der  Körper 

rational,  elliptisch  oder  hyperelliptisch  ist,  weil  das  Resultat  hier  ein 

besonders  einfaches  und  vollständiges  und  daher  für  alle  komplizierteren 

Verhältnisse  vorbildlich  ist.    Wenn  das  algebraische  Gebilde  f(j8,u)  =  0 

das  Geschlecht  Null  hat,  so  lassen  sich  die  Gröfsen  z  und  u  nach  den 

Ausführungen  auf  S.  323  mit  Hilfe  einer  Funktion  t  des  Körpers  K  (*,u), 

deren  Ordnung  gleich  eins  ist,  als  rationale  Funktionen  von  t  darstellen, 

und  es  ist  also: 

e  =  r(t),    u  =  rt(t). 

Ebenso  ist  für  ein  zweites  Gebilde  F(x,  y)  =  0  vom  Geschlechte  Null 

a?  =  U(r),    y^^OO, 
wo  r  ebenfalls  eine  Funktion  erster  Ordnung  des  Körpers  K  (x,  y)  be- 
deutet.   Da  somit  t  und  r  beide  Funktionen  erster  Ordnung  sind,  so  muls 
notwendig,    wenn  die   Gebilde   in   dieselbe   Klasse   gehören   und   also 
K  (jsf  u)  =  K  (x,  y)  ist, 

sein;  umgekehrt  können  aber  auch  offenbar  irgend  zwei  rationale  Ge- 
bilde durch  eine  derartige  Substitution  stets  ineinander  transformiert 
werden.  Da  nun  hierbei  drei  Gröfsen,  nämlich  die  Verhältnisse  a:ß:y:d, 
willkürlich  bleiben,  so  folgt  nicht  bloß,  dafe  irgend  zwei  Gleichungen 

Hern«!  u.  Landsberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  34 
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Yom  Geschlechte  Null  in  dieselbe  Klasse  fallen,  sondern  auch,  dalls 
die  Überführung  beider  Gleichungen  durch  eine  dreifach  anendliche 
Schar  von  Transformationen  möglich  ist.  Die  Zahl  der  Moduln  ist  also 
gleich  Null;  ferner  erhalten  wir  für  den  Fall,  dafs  die  beiden  Gleichungen 
f(z,  u)  =  0  und  F(x,  y)  =  0  identisch  sind,  den  Satz: 

Jedes   algebraische   Gebilde   vom   Geschlechte  Null   kann 
durch  unendlich  viele  Transformationen,  welche  von  drei  will- 
kürlichen Parametern  abhängen,  in  sich,  also  auch  durch  <x>5 
Transformationen  in  jedes  andere  übergeführt  werden. 
Anstatt  jetzt  die  nächsten  Fälle  p  =  1  und  p  =  2  zu  untersuchen, 
können  wir,  ohne  die  Betrachtung  zu  komplizieren,  gleich  allgemeiner 
den  Fall  eines  hyperelliptischen  Gebildes  von  beliebigem  Geschlechte 
erörtern,  unter  welchen   sich,   wie  wir  wissen,  die  vorher  erwähnten 
Spezialfälle   subsumieren   lassen.     Ein    hyperelliptischer    Körper    vom 
Geschlechte  p  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  es  in  ihm    eine  Funk- 
tion 0   von   der   zweiten   Ordnung   giebt.     Wählen  wir  diese  zur  un- 
abhängigen Variabein,  so  können  wir,  wie  früher  bewiesen  wurde,  die 
andere  Variable  u   so   wählen,   dafs   die  Gleichung  zwischen  u  und  z 
rein  quadratisch  und  u  eine  ganze  Funktion  von  z  wird: 

1)  U*=  C(*-*i)  (*-«*)  •  •  •  C*-*2p+2). 

Für  die  Variable  u  gilt  dann  nach  S.  486  die  Divisorendarstellung 

2)  «*  =  -%!' 

und  hierdurch  ist  offenbar  nach  Auswahl  von  z  die  Variable  u>  ab- 
gesehen von  einem  konstanten  Faktor,  völlig  bestimmt;  dieser  Faktor 
kann  dann  z.  B.  durch  die  Forderung  festgelegt  werden,  dafs  in  der 
Gleichung  (1)  die  Konstante  C  gleich  eins  werden  soll. 

Aufser  der  Variabein  z  giebt  es  in  dem  ^  Körper  K(z}  u)  noch 
unendlich  viele  andere  Funktionen  zweiter  Ordnung,  nämlich  alle 
Funktionen  der  Form 

wenn   a,  ß,y,  d  irgendwelche   Konstanten   mit  nicht   verschwindender 

Determinante  sind.    Führen  wir  eine  solche  Funktion  *'  und  an  Stelle 

von  u  die  Funktion 

.  f  u &zr 

in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in 
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wobei  die  Verzweigungswerte  e[  mit  den  entsprechenden  eh  durch  die 
Gleichung 

zusammenhängen.  Zwei  derartige  Gleichungen  (1)  und  (la)  gehören 
in  eine  Klasse,  und  da  hierbei  die  Verzweigungswerte  eh  einer  linearen 
Transformation  unterworfen  werden,  so  sind  die  Doppelverhältnisse 

und  (Ä  =  4,5,  ...2jp  +  2) 

(e'e'e'er)=  e*~-6i  €*~6* 
{fiiW*)-  ef- ei  ei- e{ 

einander  gleich.  Wir  werden  nun  aber  umgekehrt  nachweisen,  dafs 
zwei  hyperelliptische  Gebilde  (1)  und  (la)  nur  dann  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  wenn  die  Verzweigungswerte  so  angeordnet  werden  können, 
dafs  die  2p  —  1  Doppelverhältnisse  (e1e%ezeh)  und  {e[e^efze[)  einander 
gleich  sind  und  die  beiden  Gleichungen  also  durch  die  Substitution  (3) 
ineinander  übergehen. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir   den  Zähler  und  den  Nenner 


von  #': 


h'  —  « h  +  0n„    n,'  -  vin  +  dnt 


und  die  zugehörige  Divisorenklasse  A.  Irgend  zwei  ganze  Divisoren  % 
und  Stf  dieser  Klasse,  welche  voneinander  linear  unabhängig  sind, 
z.  B.  j,  und  n,  oder  $,'  und  tv,  liefern  durch  ihren  Quotienten  -^r, 
eine  Funktion  zweiter  Ordnung  des  Körpers.  Die  Klasse  A  hat  die 
Ordnung  zwei,  und  für  ihre  Dimension  hat  man  zunächst,  da  }« 
und  itj  linear  unabhängig  sind: 

{A}>2. 

Man  sieht  aber  leicht,  dafs  hier  notwendig  das  Gleichheitszeichen 
stehen  mufs.  Es  gilt  nämlich  allgemein  der  in  einzelnen  Fällen 
schon  früher  angewendete  Satz: 

Ist  z  =*  -g7  eine    Funktion    des    Körpers    von    möglichst 
niedriger  Ordnung  und  A  die  Klasse  ihres  Zählers  und  Nenners, 
so  ist  die  Dimension  { A)  «=  2. 
Denn  gäbe  es  in  der  Klasse  A  drei  ganze  linear  unabhängige  Divisoren, 
so  könnte  man  in  ihr  noch  zwei  Elemente  %x  und  3ts  mit  einem  gemein- 
samen  Primteiler   Sß   finden,    und    deren    Quotient    £  =  g|   wäre    von 

84* 
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niedrigerer  Ordnung  als  e,  weil  der  Faktor  $  gehoben  werden  kann. 
Es  ist  klar,  dafs  in  unserem  Falle  z  wirklich  eine  Funktion  von 
möglichst  niedriger  Ordnung  ist,  weil  der  Körper  keine  Funktionen 
erster  Ordnung  enthalt  (S.  823),  und  folglich  ist  in  der  That 

\A\  =  2. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  alle  in  einem  hyperelliptischen 
Körper  K(eyu)  enthaltenen  Funktionen  zweiter  Ordnung  zu  finden. 
Diese  Aufgabe  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  identisch  mit  der  anderen, 
alle  Divisorenklassen  aufzustellen,  für  welche  Ordnung  und  Dimension 
beide  gleich  zwei  sind.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  fallt  aber  ver- 
schieden aus,  je  nachdem  p  =  1  oder  p  >  1  ist,  und  zwar  werden 
wir  zunächst  für  den  Fall  jp  >  1  nachweisen,  dafs  es  au&er  der 
Klasse  A,  welcher  Zahler  und  Nenner  von  e  angehören,  keine  zweite 
von  der  geforderten  Eigenschaft  giebi    Bilden  wir  nämlich  zur  Klasse  A 

W 
die  Erganzungsklasse  -j->  so  ergiebt  sich  nach  dem  Riemann-Rochschen 

Satze  für  ihre  Dimension  die  Gleichung 

oder 

l>0. 


{?}-. 


Jeder  ganze  Divisor  der  Klasse  A  besteht  also  aus  zwei  Prim- 
faktoren $ß4  und  Sß2  von  der  Beschaffenheit,  dafs  diejenigen  Divisoren  der 
Klasse  W,  welche  den  Primdivisor  ?ßx  haben,  auch  durch  Sß,  teilbar 
sind;  denn  da  die  Klasse  W  primitiv  ist,  so  giebt  es  in  ihr  jp  —  1 
linear  unabhängige  Divisoren,  welche  Multipla  von  5ßt  sind,  und  diese 
haben  zufolge  der  letzten  Gleichung  auch  den  Faktor  Sß2.  Nun  wurde 
aber  auf  S.  486  bewiesen,  dab  die  ganzen  Divisoren  der  Differentialklasse 

W^A*-1 
die  Form 

besitzen  und  dafs  hierdurch  zu  einem  beliebig  gegebenen  Primteiler  ^ 
stets  ein  und  nur  ein  zweiter  Sßs  bestimmt  wird,  der  gleichzeitig  mit 
Sßi    in    SB    enthalten    ist;    in    diesem    nimmt   nämlich    die   Variable 

0  «  -1  denselben  Wert  wie  in  5ßx  an;  d.  h.  es  ist  5ß,  der  über  Sßj  gelegene 

Punkt  des  anderen  Blattes  der  Riemannschen  Flache  3tx.  Für  jp  >  1 
mufs  nach  dem  eben  Bewiesenen  jede  Divisorenklasse  von  der  Ordnung 
und  der  Dimension   zwei   diese   Eigenschaft  der    Klasse   A   besitzen; 
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irgend  zwei  derartige  Klassen  enthalten  also  genau  die  gleichen  ganzen 
Divisoren  ^^  und  sind  daher  identisch,  und  anJber  den  Funktionen 

,_  ae  +  ß 

giebt    es    keine    anderen   Funktionen    zweiter    Ordnung    des    Körpers 
K(js,  u),  was  zu  beweisen  war. 

Nach  diesen  Feststellungen  können  wir  für  p  >  1  unmittelbar  die 
im   Anfange  gestellte  Frage   entscheiden.     Wenn   ein  zweites   hyper- 
elliptisches Gebilde  vom  Geschlechte  p  durch  die  Gleichung 
la)  «'»=  C"(*'-c;)(*'-eJ)  . . .  (*'-«*,+,) 

gegeben  ist,  so  ist  e*  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  des  Körpers  K(zf  w'), 
und  es  ist  analog  wie  in  Formel  (2): 

Soll  nun  die  Gleichung  (la)  in  (1)  birational  transformierbar,  also 
K  (*,  u)  ~  K  (*',  u')  sein,  so  muls  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze 
notwendig  ,  a 

3)  *   ""  y*  +  *' 

also 

sein.    Dann  aber  gilt  für  die  Verzweigungsdivisoren  nach  S.  249  die 
Gleichung  Q         Q 

also  ist: 


n^ 


oder,  da  yg  +  d  =  ~  ist 


n. 


w'  = 


(y*+*)p+l 

Damit  ist  die  am  Anfange  aufgestellte  Behauptung  für  p  >  1  vollständig 
bewiesen,  und  es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Trans- 
formierbarkeit  zweier  hyperelliptischer  Gebilde  (1)  und  (la) 
ineinander  besteht  darin,  dafs  die  beiden  binären  Formen 

(j,- «i«,) (h-e%nz) . . .  (fc-e^-Mit,)  —  &(b>  n,) 
und 

(y  -  *J  IV)  («*'  -  <&  *>')  •  •  -  (i»'  -  eJp+a  «•')  —  # '  (8*  K*') 

durch  die  Substitution  (4)  ineinander  übergehen. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  kommt  hiernach  auf  ein  bekanntes 
Problem  der  binären  Invariantentheorie  zurück:  es  müssen  nämlich  die 
beiden  Formen  G  und  Gr  äquivalent  sein.    Bringt  man,    was   durch 
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lineare  Transformation  stets  erreicht  werden  kann,  drei  der  2p  +  2 
Verzweigungswerte  an  die  Stellen  0,  1,  oo,  so  werden  die  übrigen 
2  p  —  1  gleich  den  Doppelverhältnissen 

H  =  (eietesefi  (h  =  4,  5, . . .  2p  +  2). 

Diese  Doppelverhältnisse  sind  also  die  Moduln  des  hyperelliptischen 
Gebildes,  und  es  gilt  somit  der  Satz,  der,  wie  wir  sehen  werden,  ebenso 
wie  der  vorige,  auch  im  Falle  p  =  1  richtig  bleibt: 

Die  Anzahl  der  Moduln  eines  hyperelliptischen  Gebildes 
vom  Geschlechte  p  ist  gleich  2p  —  1. 
Wenn  zwei  hyperelliptische  Gebilde  in  dieselbe  Klasse  gehören, 
so  können  durch  geeignete  Transformation  die  2p—  1  Moduln  ik  gleiche 
Werte  erhalten;  aber  es  ist  zu  beachten,  dafs  aus  der  Ungleichheit  der 
Moduln  nicht  unbedingt  erschlossen  werden  darf,  dafa  die  Gebilde  nicht 
äquivalent  Bind,  weil  die  Werte  der  Moduln  auch  von  der  Anordnung 
der  Verzweigungspunkte  abhängen;  nur  die  Anzahl  der  Moduln  bleibt 
hiervon  unberührt.  Man  kann  diesem  Übelstande,  der  auch  in  den 
späteren  Untersuchungen  wiederkehrt,  hier  dadurch  entgehen,  dafe 
man  statt  der  Invarianten  ih)  welche  algebraisch  von  den  Koeffi- 
zienten der  Formen  G  und  Gf  abhängen,  rationale  Invarianten  beider 
Formen  einführt,  worauf  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 

§  2. 

Etwas  komplizierter  liegt  die  Sache  in  dem  Falle  p  =  1,  weil  als- 
dann die  Deduktion  auf  S.  532  nicht  mehr  zutrifft.  Sind  -nämlich  z 
und  z*  zwei  Funktionen  zweiter  Ordnung  des  Körpers,  so  ist  es  nicht 
notwendig,  dafs  zf  =  — t4  ist,  sondern  es  giebt  in  der  That,  da  man 

in  diesem  Falle  die  beiden  Pole  einer  Funktion  zweiter  Ordnung  nach 
Belieben  wählen  kann  (S.  488),  unendlich  viele  Divisorenklassen,  deren 
Ordnung  und  Dimension  gleich  zwei  ist. 

Die  Mannigfaltigkeit  dieser  Divisorenklassen  ist  von  der  gleichen 
Mächtigkeit,  wie  die  der  Punkte  der  Riemannschen  Fläche.  Denn 
man  kann  innerhalb  jeder  Divisorenklasse  einen  bestimmten  Divisor 
so  auswählen,  dafs  er  einen  willkürlich,  aber  fest  angenommenen 
Punkt  ?ß  enthält;  wenn  man  diesen  mit  allen  möglichen  Punkten 
Sßi,  5ß8, . . .  der  Riemannschen  Fläche  zu  den  Divisoren  $$19  SßSß*, . . . 
vereinigt,  so  gehören  alle  diese  zu  verschiedenen  Klassen,  weil 
es  anderenfalls,  wenn  z.  B.  SßSßx  «~  Sß$ß8  wäre,  Funktionen  erster 
Ordnung  ip  gäbe,  was  nicht  angeht.     Man  kann  also  innerhalb  jeder 

•Fl 
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Divisorenklasse  ein  und  nur  ein  durch  den  festen  Primdivisor  *ß  teil- 
bares Element  ausfindig  machen. 

Wählen  wir  demgemäfs  zwei  Funktionen  zweiter  Ordnung  z  und  s! 
des  Körpers  K,  deren  Nenner  zu  verschiedenen  Klassen  A  und  A1  ge- 
hören, so  besteht  zwischen  ihnen  eine  Gleichung,  welche  in  jeder  der 
beiden  Variabein  vom  zweiten  Grade  ist: 

<t>(z,z')=z''(az2  +  2bz  +  c)  +  2z'(a'z*  +  2b'z  +  c') 

und  es  ist  notwendig  K(z,  u)  =  2£(#,  z')]  anderenfalls  würde  nämlich  der 
zweite  Körper  ein  Unterkörper  des  ersten  sein,  dann  aber  wäre  die 
Gleichung  1)  reduktibel  und  somit  z'  eine  rationale,  also  auch  eine 
lineare  Funktion  von  z,  und  dies  hatten  wir  gerade  ausgeschlossen. 

In  der  Gleichung  (1)  kann  man,  ohne  an  ihr  etwas  Wesent- 
liches zu  verändern,  jede  der  beiden  Variabein  z  und  8f  einer  be- 
liebigen linearen  gebrochenen  Transformation  unterwerfen,  denn  eine 
derartige  Transformation  ist  nur  einer  Veränderung  der  Fundamental- 
divisoren der  Klassen  A  und  A!  äquivalent.  Wir  wollen  diese  Be- 
merkung dazu  benutzen,  die  Gleichung  (1)  zu  einer  symmetrischen  zu 
machen,  so  dafs  also 

<t>  (*,*')  =  <!>(*',*) 

ist.  Da  nämlich  die  Verzweigungsteiler  3*  und  3*'  von  vierter  Ordnung 
sind  und  somit  jede  der  beiden  Klassen  A  und  Ä  vier  Divisoren 
<ß>,  *ßj,  Sß>,  $*,  resp.  Sß{2,  %\  5ßJ2,  ^2  enthalten,  welche  Quadrate  sind, 
so  kann  man 

annehmen.  Die  Gleichung  <t>  (£,#')  =  ()  erhält  dann  für  (£  =  0)  und 
(z  «  00)  je  eine  Doppelwurzel,  und  das  Gleiche  ist  für  (z*  =  0)  und 
(zf  =  <x>)  der  Fall;  die  vier  Funktionen 

az*  +  2bz  +  c,         aV  +  2b"  z  +  c" 
az'*  +  2a'z'  +  a",    cz'*  +  2c'z' +  c" 

sind  also  Quadrate.  Die  Gleichung  (1)  erhält  daher  bei  Einführung 
dieser  Bedingungen  folgende  Form: 

zn{X*z*  +  2X(iz  +  fi3)  +  2  z'  (Apz*+  2b'z  +  (iv) 
U^  +  Qi>z2+  2Jvz  +  v*)  =  0. 

Die  Gröfsen  ft  und  p  können  hier  nicht  verschwinden,  denn  wenn 
z.  B.  [i  =  0  wäre,  so  würde  zu  (zf  =  06)  zweimal  die  Wurzel  (z  =  0) 
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gehören;  es  wären  also  der  Nenner  von  z*  und  der  Zahler  von  z  und 
folglich  auch  ihre  Klassen  A  und  Ä  identisch,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht  Führen  wir  daher  in  (la)  statt  z1  die  Variable  —  e1  ein, 
so  erhalten  wir  schließlich,  wie  behauptet  wurde,  eine  symmetrische 
Form  der  Gleichung  zwischen  z  und  z\  nämlich: 

*'  *  (IV  +  2Xpz  +  /**)  +  2  z'  (Afi*2  +  2Vz  +  tiv) 
lb^  +(f»V  +  2fu*+*,)-0, 

wobei  für  ~  V  und  ^  v  wieder  V  und  v  substituiert  sind. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  dais 
für  zwei  Gleichungen  vom  Geschlechte  p=l: 

2)  uf  =  C(*-0(*-^)(*-*s)(*--«4) 

und 

2»)  «'»-O'(*'-e0(#'-O(#'-«i)(#'-e^ 

welche  in  dieselbe  Klasse  gehören,  die  Doppelverhältnisse  (e^^ej  und 
(e'ieie'tei)  einander  gleich  sind,  auch  dann,  wenn  die  Nenner  n,  und  n,' 
in  verschiedene  Divisorenklassen  A  und  Af  fallen.  Denn  unter  dieser 
Voraussetzung  besteht  zufolge  des  eben  Bewiesenen  nach  passender 
linearer  Transformation  von  z  und  zf  zwischen  diesen  Gröfsen  eine 
Gleichung  der  Form  (lb),  und  da  die  Diskriminante  dieser  Gleichung 
in  Beziehung  auf  z! 

(A/**8  +  2b'z  +  fit/)8  -  (Xz  +  ft)8  {jnz  +  v)* 

die  Verzweigungswerte  von  z  angiebt,  so  ist  sie,  abgesehen  von  einem 
konstanten  Faktor,  mit 

(z  -  ex)  (z  -  CJ  (z  -  e8)  (z  -  ej 
identisch. 

Das  Analoge  gilt  aber  von  der  Diskriminante  in  Beziehung  auf  z, 
und  da  die  Gleichung  (lb)  symmetrisch  ist  und  beide  Diskriminanten 
also  gleich  sind,  so  ist  nach  jener  linearen  Transformation  von  z  und  *': 

also  vor  derselben  (^e^sO  —  (6icJ63eI)>  WÄS  zu  beweisen  war. 

Wenn  also  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (2  a)  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  so  sind  auch  im  Falle  p  =  1  die  Doppelverhältnisse  der  Verzwei- 
gungswerte gleich,  und  es  ist  auch  in  diesem  Falle  stets  möglich,  die  beiden 
Gleichungen  durch  dieselbe  Transformation  wie  vorher,  nämlich  durch  die 
Substitution  (3)  des  vorigen  Abschnittes,  ineinander  überzuführen.  Der 
Unterschied  gegenüber  der  früheren  Untersuchung  besteht  nur  darin,  daß 
es  in  diesem  Falle  aufser  dieser  noch  unendlich  viele  andere  Trans- 
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formationen  giebt,  welche  den  unendlich  vielen  verschiedenen  Divisoren- 
klassen  von  der  Ordnung  und  der  Dimension  zwei  entsprechen.  Daher 
giebt  es  in  diesem  Falle  auch  unendlich  viele  Transformationen  des 
algebraischen  Gebildes  in  sich.  Wir  gelangen  zu  diesen,  wenn  wir 
die  Klasse  Ä  willkürlich  wählen  und  in  der  Gleichung  (1)  alsdann 
die  Eonstanten  passend  bestimmen.  Es  gilt  also  der  Satz,  welcher 
zusammen  mit  dem  entsprechenden  auf  S.  530  das  Theorem  des  §  4 
der  achtundzwanzigsten  Vorlesung  vervollständigt: 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  =  1  besitzt 

unendlich  viele  Transformationen  in  sich,   welche  von  einem 

veränderlichen  Parameter  abhängen. 

Die  Existenz  dieser  kontinuierlichen  Gruppe  von  Transformationen 

ist  geometrisch  unmittelbar  evident,  wenn  man  von  der  Gleichungsform 

ausgeht,  auf  der  hierdurch  gegebenen  Kurve  dritter  Ordnung  einen 
beliebigen  Punkt  Q  wählt  und  jedem  Punkte  P  des  Gebildes  den- 
jenigen P'  zuordnet,  welcher  mit  Q  und  P  in  gerader  Linie  liegt;  es 
ist  klar,  dafe  die  Punkte  des  Gebildes  hierdurch  umkehrbar  eindeutig 
einander  zugeordnet  werden  und  dafs  es  ebenso  viele  Transformationen 
wie  Projektionscentren  Q  giebt.  Die  Ausfahrung  der  hier  erforder- 
lichen Rechnung  kann  unterbleiben,  da  dieselbe  mit  einer  später  bei 
Gelegenheit  des  Abelschen  Theorems  anzustellenden  zusammenfallt 

§3- 

Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  allgemeine  Körper  von  beliebig  ge- 
gebenem Geschlechte  p  zu  untersuchen,  so  wollen  wir  uns  zuvörderst 
auf  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Moduln  unter  der  Voraussetzung 
beschränken,  dals  das  algebraische  Gebilde  keine  Besonderheiten  hat, 
der  Körper  also  ein  ordinärer  ist  (S.  494). 

Nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Kapitels  ist  die  Kurve  H 
der  Differentiale  erster  Gattung  stets  von  invarianter  Beschaffenheit; 
diese  Kurve  ist  aber  in  einem  Baume  von  p  —  1  Dimensionen  gelegen 
und  daher  zur  Aufstellung  von  Normalgleichungen  nicht  unmittelbar 
verwendbar.  Wir  gelangen  aber  zu  einer  solchen,  wenn  wir  nur  die- 
jenigen ganzen  Divisoren  der  Klasse  W  betrachten,  welche  durch  einen 
beliebig  gewählten  ganzen  Divisor  der  Ordnung  p  —  3 

teilbar  sind;  denn  wenn  die  Punkte  ?ß1;  Sß, . . .  $ßp-s  keine  besonderen 
Lagen   besitzen,   so   ist   die  Dimension  der  Klasse    ^  nach  den  Aus- 
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führungen  auf  S.  318  gleich  jp  —  (p  —  3)  =  3;  folglich  giebt  es  drei 
ganze  linear  unabhängige,  durch  Q  teilbare  Divisoren  der  Klasse  W,  und 
zwischen  ihnen  besteht  eine  homogene  Gleichung,  deren  Grad  gleich 
2  Cp  —  1)  —  Gp  —  3)=jp  +  1  ist.  Geometrisch  ausgedrückt  bedeutet 
dies,  dafs  wir  auf  der  Hauptkurve  jp  —  3  willkürliche,  aber  feste  Punkte 
annehmen,  und  vermöge  eines  durch  sie  hindurchgelegten  Büschels 
ebener  Mannigfaltigkeiten  die  Kurve  aus  einem  Räume  ronp  —  1  Dimen- 
sionen in  einen  solchen  von  nur  zwei  Dimensionen  projizieren. 

Die  so  erhaltene  ebene  Kurve  der  (p  -f  l)ten  Ordnung,  deren  Gleichung 
F(xQ,x1,x2)  =  0 
sei,   besitzt   eine  Anzahl  Doppelpunkte,   denn  da  ihr  Geschlecht  p  ist, 
so    ergiebt   sich   für   die  Ordnung  2d  des  Divisors  der  Doppelpunkte 
(im  projektiven  Sinne)  nach  der  Formel  (3)  auf  S.  427: 

d  -  \p{p-l)-P°~  yl>(j>-3). 

Wenn  ferner  der  Körper  ein  ordinärer  ist  und  die  Punkte  Sßj,  ^ . . .  ^_3 
nicht  speziell  ausgewählt  sind,  so  bestehen  die  Singularitäten  der  Kurve 
in  d  gewöhnlichen  Doppelpunkten;  denn  wir  werden  jetzt  umgekehrt 
zeigen,  dafs  eine  ebene  Kurve  der  (p'+  l)ten  Ordnung  mit  ^——^  Doppel- 
punkten in  allgemeiner  Lage  das  Geschlecht  p  hat,  und  dafs  sich 
#o  :  xi :  ^  w*e  drei  Differentiale  erster  Gattung  mit  einem  gemeinsamen 
Teiler  (jp  —  3) tor  Ordnung  verhalten;  ein  durch  eine  solche  Gleichung 
definierter  Körper  mufs  also  ein  ordinärer  sein.  Der  erste  Teil  der 
Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  der  letzten  Formel;  um  auch  den 
zweiten  zu  beweisen,  legen  wir  durch  die  Doppelpunkte  eine  adjungierte 
Kurve  der  (p  —  3)ten  Ordnung: 

A(x0}x1,x%)^0] 

diese  ist,  wenn  die  vorhandenen  yp(l>  —  3)  Doppelpunkte  keine  be- 
sonderen Lagen  haben,  gerade  durch  sie  eindeutig  bestimmt,  weil  zur 
Festlegung  einer  Kurve  nter  Ordnung  —  n  (n  +  3)  Punkte  erforderlich 
sind,   und   sie   schneidet  die  Grundkurve  aufser  in  den  Doppelpunkten 

n0Ch  *  (p+l)(p-S)-p(p-il)=p-3 

festen   Punkten,   welche   mit  P1;  P2, . . .  Pps   bezeichnet   sein   sollen. 
Bedeutet  also  dM  dasselbe  Differential  wie  auf  S.  428,  so  sind 
A(x0,  xl9x^)  •  x0dM,    A(xQ,  xlf  x^)  •  xxdM,    A(x0,xl}x%)  •  x^dM 

Differentiale  erster  Gattung,  weil  die  Faktoren  von  dM,  gleich  Null 
gesetzt,  adjungierte  Kurven  der  (p  —  2)ten  Ordnung  darstellen.  Die  drei 
Differentiale  verhalten  sich  wie  x0:x1:x%7  und  eine  lineare  Verbindung 
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A{xQxlx^)  (c0x0  +  c1x1  +  %x^  —  0 
stellt  eine  adjungierte  Kurve  dar,  welche  die  Grundkurve  in  den  p  —  3 
festen  Punkten  P1?  P8, . . .  Pp_j,  und  überdies  in  den  p  +  1  Schnitt- 
punkten einer  Geraden  der  Ebene  trifft.  Sind  also  5ßl;  Sß2  . . .  ^,_ s  die 
Primdivisoren,  die  den  Punkten  Pj,  P2  . . .  Pp_3  entsprechen,  so  be- 
sitzen jene  drei  Differentialteiler  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler 
D  =  5ßt  Sß2  ...  ?ßp_ s,  und  damit  sind  wir  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Betrachtung  zurückgekommen. 

Bestimmen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  in  der  Kurvengleichung  ent- 
haltenen wesentlichen  Konstanten,  so  haben  wir  zu  berücksichtigen, 
dafs  die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve  (p+l)1**  Ordnung  y  Cp+l)(.p  +  4) 
nicht  homogene  Konstanten  enthält  und  dafs  sich  die  Konstantenzahl 
durch  die  Forderung  von  yi>(jP  —  3)  Doppelpunkten  auf 

erniedrigt.  Von  diesen  Konstanten  sind  aber  nicht  alle  wesentlich;  denn 
wir  können  erstens  durch  eine  Kollineation  acht  fortschaffen,  und  zweitens 
durch  passende  Auswahl  der  p  —  3  Projektionspunkte  ^ßu  5ß2  . . .  Sßp—s 
noch  p  —  3  weitere  Konstanten,  im  ganzen  also  p  +  5  Konstanten  in 
Fortfall  bringen.     Die  Anzahl  der  wesentlichen  Konstanten  ist  also 

4i>  +  2-Gp  +  5)  =  3j)-3. 
Denken  wir  uns  aber  eine  solche  Normalgleichung  mit  3jp  —  3  Kon- 
stanten wirklich  hergestellt,  so  gehören  zu  Gebilden  einer  Klasse 
gleiche,  zu  Gebilden  verschiedener  Klassen  verschiedene  Normal- 
gleichungen, und  da  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  >  1 
nur  eine  endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sich  besitzt,  so  giebt 
es  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Trausformationen  zweier  äqui- 
valenter Gebilde  ineinander.  Die  Moduln  sind  also  voneinander  un- 
abhängige Invarianten,  und  es  gilt  der  wichtige,  von  Riemann  auf- 
gestellte Satz: 

Eine  Klasse  algebraischer  Gebilde  vom  Geschlechte  p  ohne 
jede  Besonderheit  besitzt  3p  —  3  Moduln. 
Bei   dieser  Untersuchung  ist  p  ^  3   vorausgesetzt;   es   folgt   aber 
aus  dem  ersten  Paragraphen,  dafs  der  Satz  auch  für  p  =  2  richtig  ist, 
während  er  für  p  =  0  und  p  =  1  seine  Geltung  verliert. 
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Bestimmung  einer  Normalgleichung  durch  die  Weierstraiß- Punkte.  —  Zweiter 
Beweis  des  Satzes,  dafs  algebraische  Gebilde  vom  Geschlechte  p >  1  nur  eine 
endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sich  haben.  —  Die  Singularitäten  des 
durch  die  Normalgleichung  gegebenen  Gebildes.  —  Anzahl  der  Moduln.  —  Ordinäre 
und  spezielle  Körper.  —  Funktionen  niedrigster  Ordnung  des  Körpers.  —  Körper, 
welche  Funktionen  dritter  Ordnung  enthalten.  —  Ihre  Normalgleichungen.  —  Die 
Zahl  ihrer  Moduln  hängt  von  zwei  Invarianten  ab. 

§  1. 

Wir  wollen  jetzt  ftir  höhere  Geschlechtszahlen  und  beliebige  Korper 
Normalgleichungen  wirklich  herstellen  und  hierdurch  noch  einmal  und 
auf  anderem  Wege  die  Anzahl  der  Moduln  einer  Klasse  algebraischer 
Gebilde  bestimmen. 

Hierzu  knüpfen  wir  zunächst  an  die  Ergebnisse  der  achtund- 
zwanzigsten Vorlesung  über  Weierstrafs-Punkte  an.  Diese  Punkte  treten, 
wie  wir  wissen,  stets  für  p  >  1  und  in  endlicher  Anzahl  auf,  und  sie 
sind  ausschließlich  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  K(zf  u),  nicht 
aber  von  der  besonderen  Form  der  Ausgangsgleichung  f(z,  u)  «  0  ab- 
hangig, der  zu  einem  Weierstrais-  Punkte  gehörige  Divisor  ist  also 
innerhalb  der  Gesamtheit  aller  Primteiler  durch  eine  bei  birationaler 
Transformation  invariante  Eigenschaft  definiert. 

Ist  nun  Sß  ein  solcher  Punkt  und  P  seine  Klasse,  und  betrachten 
wir  den  zu  Sß  gehörigen  additiven  Modul  (SR)  (S.  493),  welchen  die 
Ordnungszahlen  der  Funktionen  mit  dem  einzigen  Pole  Sß  bilden,  so 
sei  n  die  kleinste  positive  Zahl  dieses  Systems  und  r  +  n  eine  spatere, 
welche  in  (9Ä)  an  (h  +  l)ter  Stelle  stehen  möge,  und  zwar  sei  es  die 
kleinste  Zahl  des  Moduls,  welche  zu  n  teilerfremd  ist.  Die  n  Blätter 
der  Biemannschen  Flache  St*  hangen  also  bei  (x  =  oo)  im  Cyklus  mit- 
einander zusammen,  und  wir  können  den  ausgezeichneten  Punkt  Sß  kurz 
durch  $„  bezeichnen.  Hiernach  giebt  es  zwei  Funktionen  x  und  y, 
deren  Nenner  resp.  gleich  Sß^  und  ?ß^~n  sind,  so  dals 

und  y  also  eine  ganze  Funktion  von  x  ist. 
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Da  ferner  n  die  kleinste  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  sein 
sollte,  so  ist  die  Gesamtheit  der  Funktionen  des  Körpers  mit  dem 
Nenner  ?ß^  durch  die  Schar 

x1  =  ax  +  ß 

gegeben,  wobei  a  und  ß  zwei  Konstanten  bedeuten,  deren  erste  von 
Null  verschieden  ist.  Ersetzt  man  ebenso  die  Funktion  y  durch  eine 
andere  Funktion  y!  mit  dem  Nenner  Sß[0+n,  so  stehen  die  beiden  Funk- 
tionen y  und  y'  in  einer  Beziehung  der  Form 

2)  V'  —  °o  +  W  +  W  +  W  + ' '  •  +  Ch^xW  +  chy, 

wobei  1,  xy  u,  v, . . .  w  Funktionen  bedeuten,  deren  Ordnungen  den  in 
dem  Systeme  SR  der  Zahl  r  +  n  vorhergehenden  Zahlen  gleich  sind. 
Für  die  Dimension  (Ä  +  1)  dieser  zweiten  Schar  ergiebt  sich  nach  dem 
Riemann-Rochschen  Satze  die  Gleichung: 

3)  ä  —  r  +  n-p  +  Q, 
wo 

die  Dimension  der  Erganzungsklasse  von  Pr+*  ist. 

Entwickeln  wir  die  Funktion  y  in  der  Umgebung  von  (x  ■=  oo)  in 
eine  Reihe,  so  erhalten  wir 

r+n 

und  aus   dieser   die  konjugierten  Reihenentwickelungen  y19  y%}  . . .  yny 

indem  wir  (— )  durch  cd  (—)  ersetzen,  wo  cd  eine  der  nten  Einheits- 
wurzeln  bedeutet.  Da  wir  aber  r  als  zu  n  teilerfremd  angenommen 
haben,  so  fallen  diese  n  Reihenentwickelungen 

tjt<r(ft  —  1)  r+n 

4) 


yÄ==Ae  (i)  +'"         (Ä«l,2,...n) 


alle  voneinander  verschieden  aus,  und  die  zwischen  x  und  y  bestehende 
Gleichung  n*n  Grades 

F(x,  y)  =  (y-ydby-yi) . . .  ö/-y«)  =  0 

ist  somit  irreduktibel ;  der  Körper  K  (x}  y)  ist  also  mit  dem 
gegebenen  K  {z>  u)  identisch,  und  alle  Funktionen  von  K  (*,  u) 
sind  als  rationale  Funktionen  von  x  und  y  ausdrückbar.  Ohne  die 
vorher  getroffene  Festsetzung  hingegen,  dafs  r  und  n  relativ  prim  sind, 
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konnte  es   eintreten,  dafs   der   Körper  K(x,  y)    nnr   ein   Unterkörper 
von  K(z7u)  ist. 

Die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  von  yXJ  y%7  ...  yn: 

yi  +  y%-\ — h  y»  =  -  *n-i(x) 


»iä  •••*■•  —  (- l)"flö(«), 

sind  ganze  rationale  Funktionen  von  x,  weil  sie  nur  bei  (x  =  ex) 
einen  Pol  besitzen;  und  es  ist  der  Grad  von  a*_ k(x)  höchstens  gleich 
der  gröfsten  in     v  enthaltenen  ganzen  Zahl 

Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs  das  Produkt  a0(x)  der  konjugierten 
Funktionen  nur  ein  Glied  höchster  Ordnung  erhält: 

aQ(x)  =  -Xnxr+n  +  ---> 

und  dafs  also  der  letzte  Gleichungskoeffizient  genau  vom  Grade 

än  =  r  +  n 

ist.     Die  Gleichung  zwischen  x  und  y  hat  hiernach  folgende  Gestalt: 

5)   F(x,y)  =  tr  +  an-i(x)ir-1  +  (k-%(x)tr~*  +  '''  + 

worin   aa^i(x)   eine   ganze   Funktion  höchstens  vom   Grade     -  ^  ' 
und  a0(x)  genau  vom  Grade  r  +  w  ist. 

Wir  wollen,  bevor  wir  weitergehen,  aus  der  Form  dieser  Gleichung 
noch  einmal  den  schon  früher  bewiesenen  Satz  ableiten,  dafs  für  p  >  1 
die  Anzahl  der  Transformationen  des  algebraischen  Gebildes  in  sich 
stets  eine  endliche  ist.  Da  wir  x  durch  ax  +  ß  ersetzen  können, 
so  können  wir  über  diese  Funktion  noch  die  weitere  Verfügung  treffen, 
dafs  sie  einen  zweiten  Weierstrafs- Punkt  ?ß0  zur  Nullstelle  hat;  hier- 
durch ist  sie  dann,  abgesehen  von  einer  multiplikativen  Eonstanten, 
völlig  bestimmt.  Ebenso  können  wir  die  Funktion  y  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  durch  die  Festsetzung  normieren,  dafs  der  Zähler  }y 
den  Punkt  Sß0  in  einer  möglichst  hohen  Potenz  enthalten  solle.  Nach- 
dem so  x  und  y  bis  auf  konstante  Faktoren  bestimmt  sind,  können 
wir  über  diese  schliefslich  noch  so  verfügen,  dafs  der  Koeffizient  X  in 
der  Reihe  (4)  gleich  eins  wird;  dann  erhält  die  Gleichung  (5)  die 
folgende  Form: 
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5a)  F(x,  y)  =  y"  -  xr+n  +^cfiVxfy1f  —  0, 

wobei   in  der  Summe  v  nur  positive  Werte,  die  <  n,   ft  nnr  positive 
Werte,  die  <r  +  n  sind,  annimmt. 

Nach  den  früheren  Ergebnissen  auf  S.  500  braucht  aber  zum  Be- 
weise unseres  Satzes  blofs  gezeigt  zu  werden,  dafs  die  Untergruppe 
derjenigen  Transformationen  endlich  ist,  welche  die  Weierstrafs-  Punkte 
fest  lassen.     Nun  war  aber 


worin  &  und  ®x  ganze  Divisoren  bedeuten  und  der  Exponent  e  den 
gröfsten  erreichbaren  Wert  annehmen  sollte.  Da  die  Punkte  ?ß0  und  Sß^ 
aber  bei  der  Transformation  unverändert  bleiben,  so  gehen  x  und  y  durch 
dieselbe  in  zwei  Funktionen  |  und  rj  über,  von  denen  die  erste  eben- 

falls  ein  Vielfaches  von  --->  die  zweite   ein  Vielfaches  von  -~%~  sein 

mufs,  und  da  diese  Divisoren  die  Funktionen  bis  auf  einen  Faktor 
festlegen,  so  mufs: 

6)  6-«*,    v  -ßy> 

sein,  worin  a  und  /3  zwei  noch  naher  zu  untersuchende  Eonstanten 
bedeuten. 

Da  nämlich  zwischen  £  und  t]  die  Gleichung 

bestehen  soll,  so  ist  auch 

0V  -  ar+ v+"  +2^«Mßr*My'  -  °> 

und  da  diese  Gleichung  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  mit  F(x,  y)  —  0 
identisch  sein  mufs,  so  ist  notwendig 

und  für  jede  Kombination  (ft,  v),  deren  zugehöriger  Koeffizient  fy,  von 
Null  verschieden  ist: 

Zufolge  der  ersten  Gleichung  kann  man 

a*=  con,    ß  «=»  a>r+,, 
setzen,  und  da  alsdann  für  jedes  auftretende  Zahlenpaar  (p,  v) 
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ist,  so  ist  a,  also  auch  a  und  /?,  mit  Notwendigkeit  eine  Einheite- 
wurzel,  und  die  Transformation  (6)  führt  daher  nach  einer  bestimmten 
Anzahl  von  Wiederholungen  zur  Identität  Da  aber  die  hier  auf- 
tretenden Gleichungen  nur  eine  endliche  Anzahl  möglicher  Losungen 
(und  im  allgemeinen  sogar  nur  die  Losung  ©  —  1)  haben,  so  ergiebt 
sich  in  der  That  jetzt  der  Satz: 

Ein  algebraisches  Gebilde  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl 

von  Transformationen  in  sich,  sobald  sein  Geschlecht  großer 

als  eins  ist. 

Ein  Beispiel  mag  die  zum  Schlüsse  der  Untersuchung  notwendige 

Berechnung   der  Einheitswurzel  co   erläutern.    Das  Gebilde  sei   durch 

die  Gleichung 

y3  —  s4  +  y%y  —  0 

gegeben,  so  dafa  n  =  3,  r  +  n  ~  4  ist.  Da  ferner  für  das  einzige  auf- 
tretende Glied  der  Summe  ^c^vX^y9  p  =  v  =  1  ist,  so  erhalten  wir 

die  Gleichung  ''" 

o7  —  co12    oder     cd5  —  1, 

es  sind  also  die  Transformationen  der  hier  betrachteten  Art  durch  die 
Gleichungen 

Bit  4k  8*ih 

%  =  e  5  x,    <>}  =  e  6  y  h  =  (o,  l,  %  s, 4) 

gegeben,  und  jede  von  ihnen  führt  nach  fünf  Wiederholungen  zur 
Identität 

Der  hier  gegebene  Beweis  ist  Herrn  Schwarz,  der  den  obigen 
Satz  zuerst  aufgestellt  hat,  von  Weierstrafs  im  Jahre  1875  in  einem 
Briefe  mitgeteilt  und  neuerdings  (1895)  veröffentlicht  worden*);  eben- 
daselbst findet  sich  auch  eine  Andeutung  der  Methode  zur  Herstellung 
von  Normalgleichungen,  die  wir  im  folgenden  Paragraphen  ausführen. 

§2. 
Kehren  wir  jetzt  zu  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Abschnittes 
1)   Fix^-y+a^tyy'-i  +  a^^ 
zurück,  in  welcher  a„_*  eine  ganze  Funktion  des  Grades 

2) *  -  pfi±*] 

*)  Mathematische  Werke,  Bd.  II,  S.  285  —  244.  Die  später  erwähnte  Stelle 
S.248,  Z.l  — 8. 


Digitized  by  VjOOQIC 


§  2.    Die  Konstantenzahl  der  Normalgleichnng.  545 

ist,  und  fragen  wir  uns  umgekehrt,  wie  wir  die  in  ihr  enthaltenen 
Konstanten  wählen  müssen,  damit  der  Körper  K(x,  y)  das  Geschlecht  p 
erhalt  und  für  (x  •=  oo)  sich  nur  ein  Punkt  der  Riemannechen  Flache 
ergiebt,  der  ein  Weiers traf s- Punkt  ist.  Unsere  bisherigen  Betrachtungen 
hatten  blols  ergeben,  dafs  das  algebraische  Gebilde  vom  Geschlechte  p 
durch  eine  Gleichung  obiger  Form  dargestellt  werden  kann;  umgekehrt 
aber  wird  sich  herausstellen,  dafe  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1) 
im  allgemeinen  noch  weiteren  Bedingungen  zu  genügen  haben,  damit 
das  algebraische  Gebilde  die  vorausgesetzten  Eigenschaften  besitzt 

Bestimmen  wir  zunächst  die  Zahl  0  der  in  obiger  Gleichung  vor- 
kommenden Konstanten,  so  erhalten  wir,  da  eine  ganze  Funktion  des 
Grades  m  von  m  +  1  Konstanten  abhangt: 

'-(1+[^)+(i+F^])+--+(1+[e;=J^])+('+»+1) 

Die  hier  auftretende  Summe  von  grolsten  Ganzen  lafst  sich  einfacher 
darstellen,  wenn  man  berücksichtigt,  dals  sich  je  zwei  Glieder  zu- 
sammenfassen lassen,  welche  vom  Anfang  und  vom  Ende  gleich  weit 
abstehen;  es  ist  nämlich  für  jedes  h  der  Reihe  1,  2, ...  n—  1: 

p^]  +  p-*H^)]  =  r  +  n-l, 
Denn  man  hat  in  der  durch  die  Gleichung  (2)  eingeführten  Bezeichnung 

n       -  °k  +  sk> 

wo  sk  einen  echten  Bruch  bedeutet,  der  grölser  als  Null  ist,  weil 
r  +  nzun  relativ  prim,  also  der  auf  der  linken  Seite  stehende  Bruch 
niemals  eine  ganze  Zahl  ist;  folglich  ist 

und  es  ist  also  die  größte  in  diesem  Bruche  enthaltene  ganze  Zahl  8n_k 
wirklich  gleich  r  +  n  —  1  —  ih  oder  dk  +  *n_A=  r  +  n  —  1.  Hieraus 
ergiebt  sich  durch  Summation  über  i: 

3)  tf=sr+2n  +  4(n-l)(r  +  n-l). 

Von  diesen  Konstanten  kann  aber  ein  Teil  stets  gleich  gewissen 
individuellen  Zahlwerten  angenommen  werden.  Denn  wir  dürfen,  wie 
wir  gesehen  haben,  x  durch  ax  +  ß  ersetzen  und  können  hierdurch  zwei 

Hansel  u.  Landiberg,  Algebraiiohe  Funktional  etc.  $5 
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Konstanten  in  Fortfall  bringen,  und  wir  können  aufeerdem  nach  (2) 
und  (3)  des  vorigen  Abschnittes  y  durch  eine  Funktion  y*  einer  Schar 
ersetzen,  deren  Dimension  gleich 

4)  h  +  l=r  +  n  +  l-p  +  Q  =  r  +  n  +  l-p+  {^7} 

ist.  Wir  können  daher  die  Konstantenzahl  von  vornherein  durch 
geeignete  Normierungen  der  Funktionen  x  und  y  um  &  +  3  vermindern 
und  behalten  alsdann  nur 

5)  0's*_A_3»w+1>_p_3  +  £(w--i)(r-fn--i) 

Parameter  Übrig. 

Betrachten  wir  nun  umgekehrt  irgend  eine  der  sich  so  ergebenden 
Gleichungen  F(x,  y)  ==  0,  so  wird  durch  sie  y  als  ganze  algebraische 

Funktion  von  x  definiert,  und  die  n  Blatter 
der  zugehörigen  Biemannschen  Flache  9t* 
qr  hangen  in  der  That  stets  bei  (x=  00)  durch 
'(11,0)  einen  einzigen  Verzweigungspunkt  der  Ord- 
nung n  —  1  miteinander  zusammen.  Kon- 
struieren wir  nämlich  für  (x  —  00)  das  zu- 
gehörige Diagramm  (Fig.  35),  so  ergeben  sich 
für  die  Punkte  Äp  und  %,  die  Koordinaten: 

*o-(0,-r-»),    «.-(»,0), 
weil  die  Funktionen  %{x)  nnd  0,(0?)  =  1 
die    Grade  r  +  n   und  Null   haben.    Ver- 
bindet man  aber  diese  beiden  Punkte  durch 
*t  eine  Gerade,  so  fallen  die  übrigen  Punkte 

FIgM-  &x, . . .  &„_i  sämtlich   darüber,   denn   die 

Gerade  80  &„  wird  von  der  Ordinatenlinie  x  =  k  in  einem  Punkte  ge- 
troffen, dessen  Ordinate  gleich  —  (n"~  ^r"*"n'*i8t,  wahrend  die  Ordinate 

des  Punktes  «*  gleich  -  8k  -  -  p«-*)fr  +  »r|  ist,  und  es  ist  also  in 
der  That,  dar  +  nzun  relativ  prim  ist: 

Daher  erhalt  man,  wie  vorher  behauptet  wurde,  für  (x  =  00)  eine 
einzige  Reihenentwickelung  der  Form 

r+n 
y  =  Xx   H    +..., 

und  man  hat  also,  wie  es  nach  (1)  des  vorigen  Paragraphen  sein  muß, 
für  x  und  y  die  Divisorendarstellungen 

6)  *-£,    j^Jl. 
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Somit  enthält  der  Verzweigungsdivisor  3*  den  Punkt  ^  in  der 
(n  —  l)*611  Potenz;  außerdem  ist  aber  der  Punkt  $ßw  auch  eine  singulare 
Stelle  des  Gebildes,  und  zwar  eine  einzweigige  Singularität,  für  welche 
die  reciproken  Funktionen  —  und  —  resp.  in  ntor  und  (r  +  w)ter  Ordnung 
verschwinden,  und  folglich  enthält  nach  der  Formel  (2)  auf  S.  387  der 
Divisor  S)   der  Doppelpunkte   den   Punkt   5ßw    genau   in   der  Potenz 

Sß(«-l)(r+*-l)4 

Machen  wir  jetzt  von  der  Formel  (4)  auf  S.  382  Gebrauch: 

dF  _     g8« 

so  ist  in  unserem  Falle  m  =  r  +  n,  nx  =  $K),  tty  =  9C*"";  und  man  kann 

fc=#r1)(r+H-1)a>',  a.-ET's' 

setzen,  wo  3)'  und  3'  ganze  Divisoren  sind,  welche  den  Primdivisor  SßÄ 
nicht  mehr  enthalten.    Dann  ist 

0y  $ß8(»-l)(r+n)  ~"    5p(*-i)(r+»)  " 

Die  Ordnung  des  ganzen  Divisors  S)'3'  k*  a^80  (w— 1)(^4-w);  würden 
wir  nun  den  ar  Konstanten  unserer  Gleichung  keine  weiteren  Be- 
dingungen auferlegen,  so  hatte  die  Kurve  keine  Doppelpunkte  im  End- 
lichen; es  wäre  also  S)'  =  1  und  3'  ein  ganzer  Divisor  der  Ordnung 
(n  —  1)  (r  +  n),  und  die  Kurve  erhielte  das  Geschlecht 

|(n-l)(r  +  w  +  l)-(n-l)  =  4(n~l)(r  +  W-l). 

Da  aber  das  Geschlecht  die  gegebene  Zahl  p  sein  soll,  so  mufs  3«  die 
Ordnung  w=*2p  —  2  +  2n,  also  3'  nOT  die  Ordnung  2p  +  n— 1  haben. 
Folglich  muls  S)'  die  Ordnung 

(n-l)(r  +  n)-(2p  +  n-l)-(n-l)(r  +  n--l)--2p 
besitzen,  die  Kurve  also  anfser  der  Singularität  im  Unendlichen  noch 

*  =  i-(»-l)(r  +  n-l)-j, 

weitere  Doppelpunkte  im  Endlichen  erhalten. 

Erteilt  man  aber  der  Kurve  diese  d  Doppelpunkte,  so  erhält  sie 
in  der  That  das  Geschlecht  p]  die  Konstantenzahl  reduziert  sich  aber 
hierdurch  um  d,  und  die  obige  Gleichung  enthält  also  «.1«^™™  nur  noch 
7)  <*'-*  =  2p -3  +  n-p 

wesentliche  Konstanten.    Wir  haben  so  folgenden  Satz  gewonnen: 

Es  sei  für  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p 
der  zu  einem  Weierstrafs-  Punkte  ?ßw  gehörige  additive  Modul  SR 

8ö* 
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der  Ordnungszahlen  bekannt  und  n  die  kleinste  dieser  Ordnungs- 
zahlen, r  +  n  aber  die  nächste,  welche  zu  n  relativ  prim  ist, 
und  es  stehe  r  +  n  an  (h+  l)ter  Stelle  des  Moduls,  so  dals 

4a)  Ä^r  +  n-p  +  p-y  +  n-p+J^^rJ 

ist  Dann  lafst  sich  das  algebraische  Gebilde  in  eine  Normal- 
form bringen,  in  welcher 

7)  2i>-3  +  n-p-i>-3  +  2n  +  r-Ä 

wesentliche  Eonstanten  auftreten. 
Diese  Zahl  ist  um  q  +  2  kleiner  als  die  Zahl  der  im  Endlichen  ge- 
legenen Verzweigungspunkte  der  zugehörigen  Biemannschen  Flache  91s. 
Wir  wollen  jetzt  diesen  Satz  in  einer  Reihe  von  Fallen  zur  An- 
wendung bringen.  Besitzt  das  algebraische  Gebilde  keinerlei  Besonder- 
heit, ist  also  der  Körper  ein  ordinärer,  so  ist,  wie  wir  auf  S.  494  fest- 
gestellt haben,  für  jeden  Weierstrais -Punkt  der  zugehörige  additive 
Modul  das  System  der  Zahlen 

0,    p,    p  +  2,    p  +  3,    p  +  4,  ... 

Also  ist  n  =p,  und  wenn  p  +  r  die  kleinste  zu  p  relativ  prime  Zahl 
des  Systems  ist,  so  ist  die  Stellenzahl  h  —  r,  also  p  =  0.  Folglich  ist 
in  diesem  Falle  die  Zahl  der  Eonstanten  gleich  Zp  —  3;  ferner  ist, 
wenn  wir  eine  derartige  Normalgleichung  aufstellen,  der  Punkt  $„ 
wirklich  ein  Weierstrais -Punkt,  weil  das  Geschlecht  p  und  die  Ordnung 
der  Funktion  x  ebenfalls  nur  p  ist.  Das  Gebilde  genügt  also  bei  un- 
bestimmten Koeffizienten  allen  vorher  gestellten  Forderungen,  und  da 
die  Funktionen  x  und  y  durch  invariante  Eigenschaften  definiert  sind, 
so  können  Gleichungen  einer  Klasse  stets  auf  dieselbe  Normalform 
gebracht  werden.  Wir  erhalten  somit  aufs  neue  den  Biemannschen  Satz: 
Wenn  p  >  1  ist,  so  ist  für  einen  ordinären  algebraischen 
Körper  die  Zahl  der  Moduln  gleich  Sp  —  3. 
Anders  liegt  die  Sache,  wenn  der  Zahlenmodul  SR  besondere 
Eigenschaften  hat.  Ist  z.  B.  für  einen  Weierstrais -Punkt,  wie  vorher, 
p  die  kleinste  vorhandene  Ordnungszahl,  lautet  aber  der  Modul  SR: 

0,    P,    P+l,   p  +  2,...p  +  g-l,    p+g+1,   p  +  g  +  2,..., 

so  dals  die  Ordnungszahl  p  +  g  >p  +  1  fehlt,  so  ist  n  —j),  r  —  1, 
also  Ä  —  2,  und  q  —  1,  also  ergiebt  sich  dann  ab  Zahl  der  Moduln 
nur  3p  —  4. 

Noch  anders  gestaltet  sich  diese  Anzahl,  wenn  wir  andere  singulare 
Vorkommnisse  für  die  Weierstrais -Punkte  voraussetzen.     Ist  z.  B.  das 
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Gebilde  ein  hyperelliptisches,  so  ist  fär  jeden  der  Weierstrafs- Punkte 
der  Modal  SR  folgender: 

0,    2,    4,    6,  ...2j>,    2p +  1,    2p +  2,    2p  +  3,  . . ., 

also  ist  n  —  2,  n  +  r  «  2j>  +  1,  und  A  —  p  +  1,  also  p  —  0.  Folglich 
ergiebt  sich  die  Zahl  der  Moduln  in  Übereinstimmung  mit  dem  Er- 
gebnis des  §  1  der  vorigen  Vorlesung  gleich  2j>  — 1.  Die  Normal- 
gleichung der  hyperelliptischen  Gebilde,  die  man  so  erhalt,  wird,  wie 
man  leicht  sieht,  von  der  Form 

8)  *•-<*(*), 

wo  x  eine  Funktion  (2j>  +  l)ton  Grades  ist;  sie  unterscheidet  sich  von 
der  früheren  nur  dadurch,  dafs  einer  der  2p  +  2  Verzweigungspunkte 
ins  Unendliche  verlegt  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  ein  Gebilde,  für  welches  ein  Weierstrais- 
Punkt  mit  der  kleinsten  Ordnungszahl  drei  vorhanden  ist.  Der  Modul  SR 
labt  sich  dann,  wie  wir  auf  S.  495  sahen,  in  drei  Klassen  auflosen: 

0,    3,    6,    9,     12,  .  . . 

3^  +  1,    3^  +  4,    8ft  +  7,... 

3^  +  2,    3^  +  5,    8ft  +  8,  ..., 

und  es  ist  i>  =  ftL  +  f*i;  diese  beiden  Zahlen  sind  aber  nach  den  dortigen 
Gleichungen  (4a)  und  (4b)  an  die  Bedingungen  gebunden,  dafs 

2^P„    2^  +  l^fi, 
ist.     Ist  nun  erstens 

so  ist 

n  =  3,    n  +  r  =  3ji1  +  l,    ä  =  ^  +  1, 
also 

Die  Zahl  der  Moduln  ist  also 

Ist  aber  zweitens 

so  ist 

n  =  3,    n  +  r  =  3fi,  +  2,    A  =  ^  +  l, 
also 

q  =p  -  2pt  -  1  =  ft  -  ft  -  1. 

Die  Zahl  der  Moduln  ist  somit 

2j>+l-Oi-ft)  =  *<i  +  3ft+l. 
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Wie  man  sieht,  ergiebt  die  hier  angewendete  Methode  ebenfalls 
mit  ziemlicher  Einfachheit  die  Anzahl  der  Invarianten  eines  ordinären 
Körpers  von  gegebenem  Geschlechte  p,  und  sie  gestattet  überdies, 
besser  als  das  Verfahren  der  vorigen  Vorlesung,  die  Normalgleichungen 
ohne  übermäfsige  Rechnung  herzustellen,  worauf  wir  aber  hier  im 
einzelnen  nicht  weiter  eingehen.  Hingegen  scheint  es  nicht,  dafe  die 
Analyse  spezieller  Körper  auf  Grund  der  besonderen  Eigentümlichkeiten 
für  die  Weierstrafs-  Punkte  besonders  wertvolle  Resultate  ergiebt.  Der 
Grund  hierfür  dürfte  darin  liegen,  dafs  die  Untersuchung  an  eine  zu 
wenig  allgemeine  und  charakteristische  Eigenschaft  des  Körpers  anknüpft 
Wir  wollen  daher  im  folgenden  noch  ein  anderes  Verfahren  zur  Auf- 
stellung spezieller  Klassen  algebraischer  Gebilde  darlegen,  welches  für 
die  Erkenntnis  der  charakteristischen  Merkmale  nicht  ordinärer  Körper 
besser  geeignet  zu  sein  scheint. 

§3. 

Da  in  einem  Körper  von  positivem  Geschlecht  keine  Funktionen 

erster   Ordnung  vorhanden  sind,    so    liegt    es    nahe,    die  Funktionen 

niedrigster  Ordnung,  welche  überhaupt  existieren,  zur  Aufstellung  der 

Normalgleichung    zu    verwenden    (vgl.  S.  247).      Ist   (i    die    Ordnung 

einer  solchen  Funktion  x  und  A  die  Klasse  des  Zählers  und  Nenners 

von  x,  so  besitzt  dieselbe  nach  dem  Satze  auf  S.  531  die  Dimension 

zwei.     Wir   wollen   zunächst   die  Frage   entscheiden,  wie   grofs  diese 

kleinste  Ordnungszahl  für  einen  Körper  des  Geschlechtes  p  höchstens 

werden  kann  und  für  einen  ordinären  Körper  auch  wirklich  wird. 

Da  die  Dimensionszahl 

{A)  =  2 

ist,  so  können  wir  von  einem  ganzen  Divisor 

der  Klasse  A  einen  Primfaktor,  z.  B.  Sß^,  von  vornherein  als  willkürlich, 
aber  fest  gegeben  annehmen,  wodurch  21  bis  auf  die  Konstante  c  be- 

xrr 

stimmt  sind.    Ferner  ist,  wenn  B  «=  -j  die  Ergänzungsklasse  von  A 
bedeutet,   nach   dem  Riemann-Rochschen  Satze 

{B}-i-(2J,-2-p)  =  {^}-|, 
also  ist 

und  ebenso  grofs  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Differential- 
teiler, welche  Multipla  von  21  sind;  die  Zahl  ist  also  um  Eins  gröfser, 
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als  sie  bei  allgemeiner  Auswahl  des  Divisors  81  ausfallen  würde  (vgl. 
S.  318). 

Wir  bilden  nun  die  Schar  der  Differentialteiler  erster  Gattung 
%&t,    2B8,  . . .  SB,-!,    2B„ 

und  nehmen  dieselbe,  was  (S.  487)  statthaft  ist,  sogleich  so  normiert  an, 
dafs  die  ersten  p  —  1  Divisoren,  nicht  aber  9&p  den  gegebenen  Faktor  tyu 
besitzen;  die  zugehörigen  Differentiale  seien 

dt€1  =  q>x da,  dw2  =  q>%dz,  . . .  dwp-\  =  q>p-idz,  dwp  —  <pp dt, 
wobei  die  Variable  z  so  gewählt  sein  möge,  dafa  der  zu  dz  gehörige 
Divisor  für  jeden  der  (i  Primfaktoren  von  Ä  die  Ordnungszahl  Null 
hat  Da  nun  q>1}  %, . . .  <pp— i  bereits  im  Punkte  SßM  verschwinden,  so 
erhalten  wir  die  durch  8  teilbaren  Divisoren  der  Klasse  W  durch 
Auflösung  der  ft —  1  linearen  Gleichungen: 

s^iCßi)      +  *t*0&)      +  •  •  •  +  *p-i  ¥fc-iGfc)  -  o 

^%^-i)  +  ^%^-i)  +  ---+a»-i9#-i(^-i)-0. 
Wären  diese  Gleichungen  voneinander  unabhängig,  so  gäbe  ob  in  TT 
(j>  — 1)  —  (p  —  1)  —  i>  —  (i  Multipla  von  Ä;   da  aber   die  Zahl  dieser 
Differentialteiler  um  Eins  gröfser  sein  soll,  so  muJb  eine  dieser  Glei- 
chungen eine  Folge  der  übrigen  sein;  es  mufs  also  der  Bang  der  Matrix 

[  9>iCßi),   *c&),   • . .  <p*-*m,   9h-i(*i)i   •  ■  •  <pp-i($i) 


7i($m-s)>  %($*-»)>  •  •  •  9*-iGP#i-i)>  9Vi-i(¥#i-i)i  •  •  ■  ?y-iOfti-i) 
.  9>iöft«-i)>  9>*öR*-i)>  •  •  •  ?Vi-iOP#i-i)>  9*-i0fti-i)i .  •  ■  7,-1(^-1) 

genau   gleich   p  —  2  sein.    Ist  aber  diese  Bedingung  für  ein  Punkt- 
system   Sß1;  Sßg, . . .  5ß^-i   wirklich    erfüllt,    so    besitzt   umgekehrt  die 
Klasse  A  des  Divisors  St  =  ^  Sß8  . . .  $ßM_i  Sß^  die  Dimension  zwei. 
Nun  mag  in  obiger  Matrix  die  erste  Determinante  (^  —  2)ter  Ordnung: 

*  — l«V($OI  (flf,Ä=l,2,...f*-2) 

von  Null  verschieden  sein,  und  die  aus  ihr  durch  Ränderung  hervor- 
gehenden Determinanten  (p  —  l)tor  Ordnung  mögen  der  Reihe  nach  mit 
A^—i,  A^,  . . .  Ap_i  bezeichnet  werden.  Dann  bilden  nach  einem  be- 
kannten Satze  der  Determinantentheorie  die  (jp  —  (i  +  1)  Gleichungen 

AM-!  =  0,    A/4  =  0,  ...£,_!  =  () 
zusammen  mit  der  Ungleichung  A  =j»  0  auch  ein  notwendiges  und  hin- 
reichendes System  von  Bedingungen  für  die  Punkte  Sßl;  ?ßs,  . . .  $p_i« 
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Eb  darf  aber,  wenigstens  im  allgemeinen,  die  Anzahl  der  BedingnngB- 
gleichungen  nicht  größer  als  die  Zahl  der  zu  bestimmenden  Punkte 
Bein,  und  es  muß  daher 

also 

sein.    Daher  finden  wir  für  p  die  ganze  Zahl 

f*  =  y  +  l     oder    ^=^i-, 

je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade  ist,  und  es  ist  diesen  beiden 
Fallen  entsprechend 

p  =  2{i  —  2    oder    j>  =  2^  —  3. 

Im  ersten  Falle  wird  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  derjenigen 
der  zu  bestimmenden  Punkte  gleich,  und  es  ergiebt  sich  alsdann  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Klassen  A  der  Dimension  zwei;  im  zweiten  ist 
die  Zahl  der  Gleichungen  um  Eins  gröfser  als  die  der  Unbekannten, 
und  es  giebt  also  einfach  unendlich  viele  Divisorenklassen  der  ge- 
suchten Beschaffenheit 

Stellen  wir  die  Tabelle  für  p  und  (i  auf: 

g«!,  2,  8,  4,  6,  6,  7,  8,  ... 
fi-*,  *,  8,  8,4,4,  6,  6,  ...' 

so  finden  wir  das  Resultat  an  den  vollständig  behandelten  Fallen  p  —  1 
bis  p  —  4  bestätigt;  denn  es  ergeben  sich  f&r  p  =  1  und  p  =  2  unend- 
lich viele,  resp.  eine  einzige  Klasse  von  Funktionen  zweiter  Ordnung, 
und  ebenso  für  p  =  3  und  p  =  4  unendlich  viele,  resp.  eine  endliche 
Anzahl  Klassen  von  Funktionen  dritter  Ordnung. 

Aber  es  bleibt  zu  beachten,  dafs  die  erhaltene  Bestimmung  der 
Zahl  (i  nur  „im  allgemeinen"  also  bei  ordinären  Körpern  gilt  Denn 
wir  haben  gesehen,  dafs  es  f&r  beliebig  grofses  Geschlecht  Funktionen 
zweiter  Ordnung  geben  kann,  wenn  nämlich  der  Körper  hyperelliptisch 
ist;  bei  solcher  Annahme  ändert  sich  auch  die  Zahl  der  Moduln,  und 
die  Normalgleichung  muft  durch  eine  andere  ersetzt  werden.  Wir  wollen 
jetzt  noch  einen  Schritt  weiter  in  dieser  Untersuchung  spezieller  Körper 
gehen,  indem  wir  für  Körper  beliebigen  Geschlechtes  den  Fall  dis- 
kutieren, dafs  keine  Funktionen  zweiter,  wohl  aber  solche  dritter  Ordnung 
existieren.  Hierbei  können  wir  jetzt  p  ^  5  voraussetzen,  da  die  Falle 
p  =  3  oder  4  in  der  neunundzwanzigsten  Vorlesung  behandelt  sind. 

§4. 

Wenn  in  einem  Körper  K  vom  Geschlechte  p  >  4  eine  Divisoren- 
klasse A  der  Ordnung  drei  und   der  Dimension   zwei  vorhanden  ist, 
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so  ist  sie  stets  die  einzige  Klasse  dieser  Beschaffenheit.  Denn  giebt 
es  in  einem  Körper  zwei  verschiedene  solche  Klassen: 

^  =  («,«0    und    JB=(8,8'), 
und  bildet  man  die  Funktionen 

so  besteht  zwischen  diesen  eine  Gleichung: 

*(*,y)-o, 

welche  in  jeder  der  beiden  Variabein  vom  dritten  Grade  ist.  Diese 
Gleichung  kann  nicht  reduktibel  sein,  denn  sonst  wäre  die  Funktion 
auf  der  linken  Seite  notwendig  die  dritte  Potenz  eines  in  x  und  y 
linearen  Ausdruckes;  folglich  müßte  y  eine  lineare  Funktion  von  x  sein: 

ax+ß 

und  die  Klassen  A  und  B  waren  also  dieselben;  das  widerspricht  aber 
der  Annahme.  Daher  ist  der  Körper  K(x,y)  mit  dem  gegebenen 
identisch,  und  wenn  wir  durch  die  Formel  (6)  auf  S.  385 

i)  =  (w-l)(fl-l)-d 

das  Geschlecht  bestimmen,  so  erhalten  wir,  weil  d  nicht  negativ  sein 
kann  und  m  =  n  =  3  ist,  als  Folge  unserer  Voraussetzung: 

Bei  p  ma  4  giebt  es  nun,  wie  wir  sahen,  wirklich  im  allgemeinen  noch 
zwei  Klassen  der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei;  für  p  >  4 
kann  es  aber  in  der  That  nur  noch  eine  solche  geben. 

Bestimmen  wir  also  vermöge  der  so  eindeutig  charakterisierten 
Divisorenklasse  A  eine  Funktion  dritter  Ordnung 

1)  x^w' 

so  sind  alle  anderen  derselben  Ordnung  in  der  Formel  enthalten: 

yo?-f  d 
und   eine   derartige  lineare  Transformation   entspricht  nur  einer  Ver- 
änderung der  Grunddivisören  der  Klasse  A.    Die  Ordnung  des  Ver- 
zweigungsteilers 3«  i*t 

MO  wm  2p  +  4, 

es  giebt  also  in  der  Klasse  A  im  allgemeinen  w  ganze  Divisoren,  welche 
durch  Quadrate  teilbar  sind.  Wählt  man  zwei  solche  als  Zähler  und 
Nenner  von  xr: 
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bo  kann  man  hierdurch  x'  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmen. 
Wir  wollen  aber  von  solcher  Normierung  der  Variabein  x  vorläufig 
absehen  und  den  Nenner  Ä'  als  aus  drei  verschiedenen  Primteilern 
bestehend  annehmen: 

*'-¥2>  $»*«>. 

Da  uns  für  die  Konstruktion  der  zweiten  Funktion  y  des  Körpers  K 
keine  weitere  ausgezeichnete  Divisorenklasse  zur  Verfügung  steht,  so 
bilden  wir  sie  am  besten  mit  Hilfe  der  Potenzen  von  A.  Betrachten 
wir  die  Klasse  Ar,  so  finden  sich  in  ihr  stets  die  v  +  1  ganzen 
Divisoren 

«r,  a*-1«',  «r-*»", . . .  sr, 

und  diese  Bind  voneinander  linear  unabhängig,  weil  binare  Formen 
in  Linearfaktoren  zerlegbar  sind  und  daher  eine  homogene  Relation 
vton  Grades  zwischen  8  und  Äf  nicht  bestehen  kann,  wenn  nicht  auch 
eine  lineare  vorhanden  ist;  das  letztere  ist  aber  ausgeschlossen.  Die 
obigen  v  + 1  Divisoren  bilden  aber  bei  hinreichend  grofsem  v  noch  kein 
Fundamentalsystem  der  Klasse  A*]  denn  dann  ergiebt  sich  für  ihre 
Dimension  .    ,,      a 

und  diese  Zahl  ist  für  v  >  y  gröber  als  v  +  1 .  Es  sei  nun  r  der 
kleinste  Exponent,  fttr  welchen 

{Ar}>r+1 

ist;  dann  giebt  es  in  der  Klasse  Ar  mindestens  r  +  2  linear  unabhängige 
ganze  Divisoren 

2)  sr,  r-1«', ...sr,  «,, 

und  wenn  wir  alsdann  die  Funktion 
3)  y  =  -^ 

bilden,  so  können  wir  leicht  zeigen,  dafs  der  Korper  K{x}  y)  mit  dem 
gegebenen  identisch  ist 

In  der  That  besteht  zwischen  x  und  y  eine  bestimmte  Gleichung 
vom  dritten  Grade  in  y: 

—  y8  +  <h(*)y*  +  «i(*)!f  +  <*o00  ä  o, 

worin  die  Koeffizienten  a0,  e^,  o,  ganz  sind,  weil  y  eine  ganze  Funktion 
von  x  ist.  Diese  Gleichung  ist  irreduktibel;  denn  sonst  wäre  notwendig 
F(x,  y)  die  dritte  Potenz  eines  in  y  linearen  Ausdruckes 
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es  müfete  also  y  eine  ganze  Funktion  r*6*  Grades  von  x  von  der  Form 
V  =  c0  +  cxx  +  CsX*  +  •  •  •  +  crxr 

sein,  und  wenn  man  hier  für  x  und  y  die  Divisorendarstellungen  (1) 
und  (3)  einsetzt,  so  erhielte  man  eine  lineare  Relation  zwischen  den 
Divisoren  der  Reihe  (2),  was  der  Annahme  widerspricht. 

Um  jetzt  die  Grade  der  Koeffizienten  <%,  a1}  a0  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  die  Reihenentwickelungen  der  Funktion  y  für  die  Stelle 
(x=cx>)  aufgestellt  Da  der  Nenner  81'  aus  drei  verschiedenen  Prim- 
teilern bestehen  sollte  und  die  drei  Blatter  der  Riemannschen  Flache 
also  im  Unendlichen  unverzweigt  sind,  so  erhalten  wir  drei  konjugierte 

Reihen,  welche  nach    ganzen   Potenzen  von  —  fortschreiten  und  von 

x 

der  Form  sind: 

y1  =  e1^  +  ..-,    yi^eixr  +  '-}    yt=*e9xr  +  --- 

Bildet  man  mit  ihrer  Hilfe  die  Funktionen  a^(x)y  0i(#)>  ao(x)>  so  er" 
geben  sich  ihre  Gradzahlen  resp.  gleich  r,  2r,  3r,  wobei  aber  die  höchsten 
Koeffizienten  nicht  unbedingt  von  Null  verschieden  sein  müssen. 

Nun  kann  man  ferner,  ohne  etwas  wesentlich  zu  verandern,  zu  y 
eine  beliebige  ganze  Funktion  r***  Grades  hinzufügen  und  hierdurch 
erreichen,  dafs  der  Koeffizient 

«•(*)- -S(|f) 
in  Fortfall  kommt.    Die  Normalgleichung  kann  also  jetzt  in  der  Form 
angenommen  werden: 

4)  y8  +  a(x)y  +  b(x)  =  0, 

worin  a  und  b  ganze  Funktionen  von  den  Graden  2r,  resp.  3r  sind. 
Der  vorher  definierte  Exponent  r,  der  für  diese  Untersuchung  von 
wesentlichster  Bedeutung  ist,  kann  noch  auf  anderem  Wege  bestimmt 
und  erklart  werden.  Fragen  wir  nämlich  allgemein  nach  der  Dimension 
einer  Potenz  Ar,  so  ist  diese  Aufgabe  nach  §  4  der  siebzehnten  Vorlesung 
identisch  mit  der  Bestimmung  der  vollständigen  Schar  der  Funktionen 
mit  dem  Nenner  St'",  und  wenn  v  alle  Werte  durchläuft,  so  erhalten  wir 
also  die  Gesamtheit  aller  ganzen  Funktionen  von  x,  d.  i.  das  Ideal  1(1) 
des  Korpers  K(x,  y).  Stellen  wir  nun  nach  den  Regeln  der  vierzehnten 
Vorlesung  ein  Fundamentalsystem  für  dieses  Ideal  auf: 

|w,   £<»),    |w, 

und  nehmen  dasselbe  als  normal  für  die  Stelle  (x  =  <x>)  an,  so  ist 
(vgL  S.  299)  5»)  =  1,  und  die  Ordnungszahlen  von  gW  und  fc<»  sind 
negativ  und  mögen  daher  mit  —  Qt  und  —  p8  bezeichnet  und  nach 
der  Ghröise  geordnet  sein. 
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Bilden  wir  nun  die  Schar  der  Funktionen  mit  dem  Nenner  91**, 
so  haben  wir  drei  Falle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 

ist. 

L  Ist  v  <  Qi,  bo  ergiebt  sich  für  jene  Schar  einfach  das  Fonda- 
mentalsystem 

J.,      Xj      30  y  •  •  .  Qu  , 

es  ist  also 

{A*}  =  v  +  1. 

IL  Ist  Qz<Lv  <  q9,  so  erhalten  wir  als  Fundamental jstem    der 
Schar 

l,x,  &,,... x-,    I»,  *6», . . . *»- * &>, 

folglich 

m.  Ist  v  ^>  p8,  bo  wird  das  Fondamentalsystem 

1,  a,  a*  . . .  s";    6»,  **«, . .  .  **-*£<*>;    £(8),  *$(8),  - .  •  z*-*$*\ 
also 

K)-8(,  +  l)-ft-fc. 
Hieraus  folgt,  dafs  der  kleinste  Exponent  v,  für  den 

ist,  gleich  p,,  also  die  Zahl  **  =  (>,  ist;  man  kann  daher  auch  die  zweite 
Funktion  £(,)  des  Fundamentalsystems  einfach  gleich  y  annehmen.  Ferner 
ergiebt  sich,  da  im  dritten  Falle  die  Dimension  gleich  3v  —  p  +  1 
sein  muls,  für  das  Geschlecht  p  die  Formel 

P  —  Q%  +  Ps  -  2, 
oder,  wenn  wir  jetzt  p,  durch  r  +  s  ersetzen: 

5)  p  -  2r  +  8  -  2. 

Hierbei  iBt  *  nicht  negativ,  weil  (>8  ^>  ft  ist,  und  es  ist  feiner  s  ^  r. 
Denn  die  Funktion  y1  hat  den  Nenner  8'*r,  und  hier  würde,  falls 
s>  r  wäre,  der  Exponent  2r  kleiner  ab  p8  =  r  +  s  sein;  folglich  er- 
gäbe Bich  nach  II)  für  die  Funktion  y*  die  Darstellung 

worin  die  Indices  die  Grade  der  ganzen  Funktionen  g(x)  angeben. 
Eine  solche  Darstellung  widerspricht  aber  der  Irreduktibilitat  der 
Gleichung  F(x,  y)  —  0,  und  es  ist  also  in  der  That 

6)  O^s^r. 
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Hieraus  ergiebt  sich  noch  für  den  Exponenten  r  eine  obere  und  eine 
untere  Grenze: 

wodurch  die  Anzahl  der  möglichen  Werte  von  r  auf  ein  ziemlich 
kleines  Intervall  von  der  Gröfse  *-£-  eingeschränkt  wird;  für  p=*b 
kann  z.  B.  nur  r  =  3,  für  p  =  6  oder  7  nur  r  =  3  oder  4  sein.  Stets 
aber  ist  die  Anzahl  der  Kombinationen  (r,  s),  welche  bei  gegebenem 
Geschlecht  der  Gleichung  (5)  und  der  Ungleichung  (6)  genügen,  eine 
endliche. 

§5. 
Wir   denken  uns  jetzt  zu  gegebenem  p   eine  mögliche    Zahlen- 
kombination   (r,  s)   berechnet    und   fragen,    welche    Bedingungen    die 
Koeffizienten  a  und  b  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Abschnittes 

y>  +  a(x)y  +  b(x)  =  0 
'  a(x)  =  Xx*r  +  --;     &(ff)  =  /*S8r  +  — 

erf&llen  müssen,  damit  das  Geschlecht  des  Gebildes  gleich  p  wird.  Die 
Lösung  dieser  Aufgabe,  immlich  die  Bildung  der  Normalgleichung  für 
diejenigen  Körper  des  Geschlechtes  p,  welche  auf  dreiblättrige  Flachen 
bezogen  werden  können,  wollen  wir  unter  der  Einschränkung  durch- 
führen, dais  wir  bei  Bestimmung  der  Singularitäten  des  Gebildes  die 
einfachsten  unter  den  zulässigen  Annahmen  machen. 
Die  Diskriminante  der  Gleichung 

i>— (yi-y.)*(K-a,)'(K-y,),  =  4«»4  2n% 

ist  vom  Grade  6r.    Da  aber  die  Zahl  der  Verzweigungspunkte  nur 

w=>2(p  +  2)  =  2(2r  +  s) 
ist,  so  mufs  D  nach  dem  Satze  auf  S.  395  aufser  der  Körperdiskriminante 
noch  einen  quadratischen  Faktor  X*  enthalten,  wo  X  vom  Grade 

2)  t  =  3r-y  =  r-s 

ist.  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  ist  also  nach  Ausscheidung  der 
Primdivisoren  ^  von  der  Ordnung  2(r  — s),  und  das  Gebilde  muls 
also,  wenn  wir  der  Forderung  in  einfachster  Weise  genügen  wollen, 
r  —  8  Doppelpunkte  im  Endlichen  erhalten. 

Dieses  wichtige  Resultat  kann  auch  auf  anderem  Wege  abgeleitet 
und  überdies  als  hinreichende  Bedingung  erwiesen  werden.  Die  drei 
Entwickelungen  für  (x  =  <x>)  lauteten 

3)  y1  =  e1xr  +  ---,    y2  =  e8sr  +  -",    &  —  **'  +  •••, 

wobei  wir  die  Koeffizienten  e^  e^,  ^  jetzt  als  verschieden  annehmen 
können.     Umgekehrt   aber   ergiebt   die    Anwendung   des  Diagramms 
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auf  eine  Gleichung  der  Form  (1),  dab  das  erste  Glied  einer  Reihen- 
entwickelung  für  (x  =  oo)  gleich  exr  ist,  wo  e  der  kubischen  Gleichung 

genügt;  deren  drei  Wurzeln  elfe^)e9  verschieden  ausfallen,  wenn  nur 
4*8  +  27fi»  +  0  ist 

Zufolge  dieser  Gleichungen  (3)  besitzt  aber  das  Gebilde  bei 
(x  =  <x>,  y  =  oo)  eine  bestimmte  Singularität,  denn  bilden  wir  die 
Divisorengleichung  (S.  382) 

dF  =     *>SX 

so  ist  in  unserem  Falle  n  =  3,  m  =  3r,  n*  =  $tf,  tt,  =  Ä'r,  also 

BF  =  $8« 

dy       a'4r* 

dF  . 


ird  y-  in  jedem  der  drei  Punkte  Sß$  in  der  (2r)tcn  Ordnung 
besitzt  also  in  der  reduzierten  Form  den  Nenner  8T2r; 


Andererseits  wird 

unendlich  und 

da  aber  alle  Verzweigungspunkte  ins  Endliche  fallen,  so  mulß  3)  durch 

31' 2r  teilbar  sein,  und  wir  können  daher  setzen 

4)  3)  =  «'*^, 

wo  S)1  den  Divisor  der  endlichen  Doppelpunkte  bedeutet    Als  seine 
Ordnung  ergiebt  sich  dann  genau  wie  vorher  2t  =  6r  —  w  =  2(r  —  s\ 
Wir  wollen  jetzt  die  r  Doppelpunkte 

(«i,  A).     («>,  A),  •  •  •  («*,  A) 

als  gegeben  annehmen,  so  dafs  die  vorher  eingeführte  ganze  Funktion 

X(x)  —  (#  —  ax)  (x  —  «,)  . . .  (x  —  «,) 

bekannt  ist.  Um  dann  das  allgemeinste  Gebilde  dieser  Art  wirklich  zu 
konstruieren  und  damit  die  Herstellung  der  Normalgleichung  zu  voll- 
enden, haben  wir  nur  die  Bedingung  dafür  festzustellen,  dafs  jeder 
Punkt  (cch,  ßj)  ein  Doppelpunkt  ist 

Da  die  Summe  der  drei  konjugierten  Funktionen  yl7  y2f  ys  ver- 
schwindet, bo  erhalten  wir  bei  (x  =  cch)  drei  Reihenentwickelungen 
der  Form 

Ji=        ßk  +  ?h  (£  —  «*)+••• 

y8  =  -2/JA  +  yJ"  (x-ah)+.-- 
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Folglich  ist;  wenn  man  nur  bis  zur  ersten  Potenz  von  (x  —  ah)  geht: 

oder  (mod.  (s -«*)») 

5)  F(xfy)  =  (t,-ßhy(y  +  2ßh)  +  h(x-ah)(i,-ßh)  (mod.  (*  -  *)»), 
worin 

h  =  -ytty+2ßk)-A'(y  +  2ßh)-yL"(y-ßk)  =  W'ßh 

eine  Eonstante  ist  Diese  kann  aber  beliebig  gewählt  werden,  denn 
umgekehrt  zeigt  die  Anwendung  des  Diagramms  oder  auch  schon 
die  Darlegungen  auf  S.  373,  dafs  das  Gebilde,  falls  eine  Kongruenz  der 
Form  (5)  besteht,  bei  (x  =  aA,  y  =  /JA)  einen  Doppelpunkt  erhalt. 

Durch  die  Kongruenz  (5)  werden  nun,  wenn  die  3r  Gröfsen 
ctky  ßky  h  willkürlich  gegeben  sind,  die  ganzen  Funktionen  a(x)  und 
b(x)  bis  auf  Vielfache  von  X*(x)  bestimmt.  In  der  That  kann  man 
zunächst  die  Relation  (5)  durch  Yergleichung  der  einzelnen  Potenzen  von 
y  in  zwei  Kongruenzensysteme  für  die  Koeffizienten  a(x)  und  b(x) 
auflosen: 

a(x)  ~  -  3/31  +  h  (x  -  aA)        (mod.  (x  -  ah)*) 
5a) 

&(a;)  =  +  2/Jj-AA/JA(a;-«Ä)    (mod.  (*-«*)*). 

Zufolge  der  ersten  Kongruenz  ist  nun  a(ah)  =  —  3/JJ,  also  hat  man 
nach  der  Lagrangeschen  Interpolationsformel 

a«s-2rSö^      (mod.XCr)), 

oder  ob  ist,  wenn  man  die  Summe  kurz  durch  a0(x)  bezeichnet: 

a(x)  -  a0(»)  +  X(«)  G(s), 
wo  (r($)  eine  ganze  Funktion  bedeutet    Für  diese  ergiebt  sich  aber 

frW  -  \    x(x)    Jmm.H-  — W($) 
oder 

wodurch  wiederum  Cr(a?)  bis  auf  ein  Vielfaches  von  X(«)  bestimmt  ist. 
Bestimmt  man  ebenso  b(x),  so  erhalt  man  schliefslich: 

a(x)  -  a0(*)  +  ^(s)  X(*)  +  0,(0?)  X(*)* 
&(*)  -  &0(*)  +  *!(»)*(*)  +  bt(x)X(xy, 
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worin  a0,  ax,  b0,  bt  bestimmte  Funktionen  des  Grades  r  —  1,  a,  und  6,  aber 
willkürliche  ganze  Funktionen  des  Grades  2r  —  2r,  resp.  3r  —  2t  sind. 
Die  Zahl  der  in  der  Gleichung  (1)  auftretenden  Eonstanten  ist  somit: 

3t  +  (2r  -  2r  +  1)  +  (3r  -  2%  +  1)  =»  4r  +  s  +  2. 

Es  bleibt  mm  noch  übrig,  zu  bestimmen,  wie  viele  dieser  Eon- 
stanten sich  durch  Normierung  der  Variabein  x  und  y  beseitigen  lassen. 
Da  die  Klasse  A  eindeutig  bestimmt  ist,  so  kann  die  Variable  x  nur 
noch  durch  eine  lineare  gebrochene  Funktion 

r_«x  +  ß 
X  "~yx  +  d 

ersetzt  werden.  Mag  man  nun  die  auf  S.  553  angegebene  Normierung 
wählen  oder  irgend  eine  andere,  immer  kann  man  auf  diese  Weise 
drei  Eonstanten  der  Normalgleichung  in  Fortfall  bringen.  Etwas 
weniger  einfach  liegen  die  Verhältnisse  für  die  Funktion  y,  da  wir 
hier  zwei  verschiedene  Falle  unterscheiden  müssen,  je  nachdem  die 
Zahl  s  positiv  oder  Null  ist 

Ist  s  positiv,  so  ist  y  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  durch  die 
beiden  Eigenschaften  völlig  bestimmt,  dais  ihr  Nenner  gleich  STr  und 
ihre  Spur  gleich  Null  ist  Denn  in  diesem  Falle  ist  in  der  auf  S.  555 
gewählten  Bezeichnung  (>,  >  p„  also 

und  jede  Funktion  mit  dem  Nenner  Ä' r  ist  in  der  Form  enthalten: 

fny  +  gr(x), 

wo  gr{x)  eine  ganze  Funktion  r**  Grades  ist;  soll  also  ihre  Spur  ver- 
schwinden, so  mufs  gr(x)  =  0  sein.  Daher  kann  man  in  der  Normal- 
gleichung nur  noch  y  durch  my  ersetzen  und  die  in  ihr  auftretenden 
4f  +  8  +  2  Eonstanten  im  ganzen  um  vier  vermindern, 

Ist  aber  s»0,  so  ist  y  durch  die  obigen  beiden  Forderungen 
nicht  bis  auf  eine  Eonstante  festgelegt.  Denn  in  der  auf  S.  556  durch- 
geführten Untersuchung  fallt,  weil  qz  =>  (>,  ist,  die  zweite  Eventualität 
ganzlich  aus  und  es  ist 

{Ar}  =  r  +  Z. 

Die  samtlichen  Funktionen  mit  dem  Nenner  Ä'r  sind  in  der  Formel 
enthalten: 

tl  =  fny  +  tn'yf  +gr(x), 

wo  yf  =  gW  die  dritte  Funktion  des  obigen  FundamentaLsyBtems  ist> 
für  welche  ebenfalls  S(y')  =  0  angenommen  werden  kann.  Soll  also 
die  Spur  von  rj  verschwinden,  so  maus 
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H  =  my  +  m'y' 

sein,  und  man  kann  also  durch  eine  derartige  Abänderung  der  ab- 
hängigen Variabein  noch  zwei  Eonstanten  in  Fortfall  bringen.  Hier- 
durch verringert  sich  die  Konstantenzahl  in  diesem  Falle  im  ganzen 
um  fünf.  Jetzt  aber  haben  wir  offenbar  alle  möglichen  Umformungen 
der  Normalgleichung  in  Betracht  gezogen,  und  wir  erhalten  somit  den 
beiden  unterschiedenen  Möglichkeiten  entsprechend 

4r  +  s  —  2=p  +  2r,    resp.    4r  —  3=j>  +  2r-l 

wesentliche  Eonstanten  oder  Moduln.  Bei  geeigneter  Normierung  er- 
halten diese  Konstanten  für  zwei  algebraische  Gebilde  derselben  Klasse 
gleiche  Werte. 

Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz,  in  dem  wir  das  Hauptresultat 
der  Untersuchung  zusammenfassen: 

Wenn  in  einem  Körper  vom  Geschlechte  p  >  4  keine 
Funktionen  zweiter,  wohl  aber  solche  der  dritten  Ordnung 
existieren,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Divisorenklasse  A 
der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei  und  eine  bestimmte 
Potenz  von  A  mit  möglichst  niedrigem  Exponenten  r,  deren 
Dimension  größer  ab  r  +  1  ist    Setzt  man  dann 

i>  =  2r  +  s-2, 
so  ist 

und  die  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  ist  durch 
p  +  2r,     resp.      p  +  2r  —  1 

Moduln  oder  Invarianten  charakterisiert,  je  nachdem  s  positiv 

oder  Null  ist. 
Es  ist  bemerkenswert,  dafs  bei  den  hier  untersuchten  algebraischen 
Gebilden,  welche  die  speziellsten  nächst  den  hyperelliptischen  Bind,  die 
Zahl  der  Moduln  nicht  mehr  blofs  vom  Geschlechte  p,  sondern  noch 
von  einer  zweiten  Invariante  des  Körpers,  eben  dem  Exponenten  r  ab- 
hängt Körper  mit  ungleichem  r  sind  offenbar  niemals  ineinander  trans- 
formierbar. Will  man  bei  gegebenem  Geschlechte  die  Zahl  der  Moduln 
möglichst  groJs  erhalten,  so  muJs  man  innerhalb  der  zulässigen  Grenzen 
r  möglichst  groJs,  also  s  möglichst  klein  annehmen.  Zu  diesem  Zwecke 
hat  man,  da  p  =  8  (mod.  2)  ist,  s  =  0  oder  =  1  zu  setzen,  je  nachdem  j> 

gerade  oder  ungerade  wird.     Dann  wird  r  =  -|-  +  1,  resp.  =  ^y->  und 

die  Zahl  der  Moduln  wird  in  beiden  Fällen  gleich  2p  +  1 .  Wenn 
8  >  1  ist,  wird  die  Zahl  der  Moduln  <  2jp  +  1. 

H«bs«1  u.  Landsberg,  Algebmlsohe  Funktionen  etc.  30 
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Bei  der  Aufstellung  der  NormalgLeichung  haben  wir  die  beiden 
Annahmen  gemacht,  data  die  Koeffizienten  e^  %,  %  in  (3)  vonein- 
ander verschieden  sind,  also  die  Qleichnngsdiskriminante  D  wirklich 
den  Grad  6r  besitzt,  und  dafo  die  Kurve  im  Endlichen  nur  gewöhn- 
liche Doppelpunkte  zu  Singularitäten  hat  Nur  die  zweite  dieser  An- 
nahmen bedeutet  eine  wirkliche  Einschränkung  des  Problems,  denn  die 
erste  Forderung  kann,  wenn  sie  für  eine  Gleichung  der  Form  (1)  nicht 
von  vornherein  erfüllt  ist,  stets  durch  Ausfuhrung  der  birationalen 
Transformation: 
6)  </  =  — y—     tf-55±l 

realisiert  werden.  Bei  einer  solchen  Transformation  tritt  nämlich  überall 
an  die  Stelle  von  9t'  =  n»  der  Divisor  33f  =  tt*-  =  t     .  d;  wählt  man  also 

y  und  *  bo,  dafc  die   Gleichung  (1)   für  x  — drei   verschiedene 

Wurzeln  hat,  bo  fallen  auch  die  Anfangskoeffizienten  in  den  Reihen- 
entwickelungen von  y'  nach  Potenzen  von  -r  verschieden  ans.  Durch 
die  Transformation  (6)  wird  in  dem  Divisor  (4)  nur  die  Potenz  9',r 
in  SB',r  verwandelt;  der  Divisor  S\  der  endlichen  Doppelpunkte  bleibt 
bei  ihr  unverändert.  I 
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Die  Periodizit&tseigenschaften  der  Abelschen  Integrale.  —  Ziel  und  Plan  der 
folgenden  Untersuchung.  —  Funktionen  mit  einer  Unendlichkeitsetelle  und  Inte- 
grale erster  und  zweiter  Gattung.  —  Ihre  Ordnungszahlen.  —  Algebraische  Nor- 
mierung der  Fundamentalintegrale  mit  keiner  oder  einer  Unstetigkeitsstelle.  — 
Allgemeine  Integrale  zweiter  Gattung.  —  Irreduktible  Systeme  und  Fundamental- 
systeme für  die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung. 


Wir  kehren  jetzt  zu  der  Untersuchung  der  Periodizitatseigenschaften 
der  Abelschen  Integrale  zurück,  die  wir  in  der  einundzwanzigsten  und 
zweiundzwanzigsten  Vorlesung  in  Angriff  genommen  haben,  und  wollen 
nunmehr  die  damals  erlangten  Ergebnisse  noch  einmal  vermöge  einer 
ganz  anderen  und  viel  tiefer  eindringenden  Methode  ableiten  und  sodann 
weiterführen. 

Die  damalige  Herleitung  hatte  zum  Fundamente  die  Kenntnis  der 
Zusammenhangsverh&ltnisse  und  die  Zerschneidung  der  Biemannschen 
Flache.  So  einfach  und  folgenreich  aber  auch  die  a.  a.  0.  auseinander- 
gesetzten Hilfssatze  der  Analysis  sitns  sind,  so  bringen  diese  doch  ein 
dem  Gegenstande  fremdartiges  Element  in  die  Untersuchung  hinein, 
bo  dals  an  dieser  Stelle  der  systematische  Aufbau  der  Theorie  der 
Abelschen  Integrale  nicht  lückenlos  und  vollendet  erscheint  und  einige 
der  gewonnenen  Resultate  den  Charakter  des  Unvollständigen  oder 
auch  Zufalligen  erhalten.  Es  liegt  dies  daran,  dals  die  hier  wesent- 
lichen Eigenschaften  der  Biemannschen  Flache  nur  durch  geometrische 
Theoreme  erschlossen  und  dals  der  Fundamentalbegriff  „Ordnung  des 
Zusammenhanges"  rein  logisch  durch  den  Hauptsatz  3  der  Analysis 
situs  auf  S.  327  gewonnen  worden  ist.  Hingegen  fehlt  an  dieser  Stelle 
das  analytische  Gerüst,  durch  welches  es  möglich  wird,  die  Zusammen- 
hangseigenschaften der  Biemannschen  Fläche  auf  Eigenschaften  von 
Rechnungsausdrücken  zu  stützen  und  hierdurch  eine  unmittelbare  Ver- 
bindung zwischen  der  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  und  der 
Zahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung  herzustellen. 

Aus  diesem  Grunde  entsteht  das  Bedürfnis,  neben  dem  vorher 
eingeschlagenen  Wege  auch  durch  direkte  algebraische  Methoden  Ein- 

86* 
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blick  in  die  Periodizität  der  Abelschen  Integrale  und  die  Zusammenhangs- 
verhältnisse  der  Riemannschen  Flache  zu  gewinnen,  oder  —  was  auf 
ganz  dasselbe  hinauskommt  —  es  erwachst  uns  die  Aufgabe,  diejenigen 
algebraischen  Thatsachen  festzustellen,  welche  den  früher  bewiesenen 
Sätzen  der  Analysis  situs  entsprechen  und  sie  völlig  zu  ersetzen  imstande 
sind.  Wir  werden  zeigen,  dals  das  in  der  That  möglich  ist.  Wir 
werden  nämlich  nach  einigen  in  dieser  Vorlesung  gegebenen  Vor- 
bereitungen in  den  folgenden  zuerst  den  Satz  von  der  Vertauschung 
von  Parameter  und  Argument  bei  Integralen  dritter  Gattung  als  rein 
algebraischen  Satz  erweisen,  aus  ihm  sodann  alle  Periodeneigenschaften 
der  Abelschen  Integrale  ableiten  und  hierdurch  nun  umgekehrt  ein  Ver- 
ständnis der  der  Riemannschen  Fläche  eigentümlichen  Zusammenhangs- 
verhältnisse gewinnen.  Bei  dieser  Anordnung  des  systematischen 
Auf  baus  fallen  die  vorher  grundlegenden  geometrischen  Sätze  des  §  2 
der  einundzwanzigsten  Vorlesung  ganz  aus  der  Betrachtung  aus. 

Diesen  Zielen  entsprechend  wollen  wir,  während  wir  früher  die 
Integrale  von  vornherein  durch  ihre  Periodeneigenschaften  normiert 
haben,  jetzt  zuvörderst  eine  andere,  algebraische  Normierung  der 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  zu  Grunde  legen  und  im  Zu- 
sammenhange hiermit  einige  Vorbereitungssätze  entwickeln,  welche 
auch  an  und  für  sich  von  Interesse  sind. 


Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Untersuchung  gehen  wir  bei  der 
Aufstellung  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  sogleich  von  den- 
jenigen Funktionen  des  Körpers  aus,  welche  nur  in  einem  übrigens 
beliebigen  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  unendlich  werden.    Es  sei 

eine  derartige  Funktion  und  ihr  Pol  SßÄ  von  der  n*811  Ordnung,  so 
können  wir  nach  den  Darlegungen  der  sechzehnten  Vorlesung  z  ab 
unabhängige  Variable  für  eine  den  Körper  bestimmende  Gleichung 
F(u,  8)  —  0  wählen  und  alle  weiteren  Betrachtungen  auf  diese  Glei- 
chung beziehen.  Der  Körper  K(z,u)  ist  alsdann,  wie  schon  auf 
S.  640  flg.  ausgeführt  wurde,  in  Beziehung  auf  u  vom  **•*  Grade,  und 
an  der  Stelle  (*  =  oo)  ergeben  sich  n  konjugierte  Reihenentwicklungen, 

welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (—)    fortschreiten  und  alle  ans  einer 
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_i  i_ 

von  ihnen  abgeleitet  werden  können,  indem  man  (—)     durch  a>  (— ) 

ersetzt,  wobei  cd  eine  n*6  Einheitswurzel  bedeutet.  Die  n  Blatter  der 
Riemannflchen  Fläche  8t,  hängen  also  im  Unendlichen  in  einem  einzigen 
Cyklus  miteinander  zusammen. 

Die  Gesamtheit  derjenigen  Funktionen,  welche  nur  im  Punkte  Sß^ 
unendlich  werden,  ist  ein  Ideal,  nämlich  das  zu  dem  Divisor  1  ge- 
hörige Ideal  1(1)  der  ganzen  Funktionen  des  Körpers  K(z,  u).  Stellen 
wir  nun,  wie  auf  S.  220,  ein  Fundamentalsystem  för  dieses  Ideal  auf 
und  bezeichnen  es  mit  einer  unbedeutenden,  för  unsere  Untersuchung 
zweckmässigen  Modifikation  durch 

so  können  alle  ganzen  Funktionen  £  des  Körpers  auf  eine  und  nur 
eine  Weise  in  die  Form  gesetzt  werden: 

wobei  t*0,  iiy . . .  tin—i  ganze  rationale  Funktionen  von  *  bedeuten.  Nehmen 
wir  ferner  das  Fundamentalsystem  als  normal  fttr  die  Stelle  (js  —  oo)  an, 
so  müssen  nach  dem  auf  S.  173  bewiesenen  Satze  die  reduzierten 
Kolonnenteiler  des  Systems  der  Konjugierten 


A) 


abgesehen  von  ihrer  Reihenfolge  mit  den  Potenzen 


$•  ©•  &)••■•&) 


«— i 

n 


übereinstimmen.  Wir  können  und  wollen  nun  die  n  Funktionen 
$(0),  &x\  fiW, . . .  I*"-1*  in  einer  solchen  Anordnung  annehmen,  dals  der 
Teiler  von  £W  für  die  Stelle  (*  —  00)  gleich 


(t) 


ist,  wo  pk  ganzzahlig  ist    Unter  den  n  Zahlen 

Ps>    lh>    th>  •  •  •  f*«-i 
ist  alsdann  die  erste  p0  stets  gleich  Null,  weil 
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|(0) « 1 

ist;  wahrend  die  übrigen  Null  oder  positiv  sind  (vgl.  S.  299),  weil  ja 
alle  Elemente  des  Fundamentalsystems  ganze  Funktionen  von  z  sind. 
Bilden  wir  sodann  zu  dem  Systeme  (A)  das  komplementäre 

w,  ip»,  ^>, ...tf-« 


B) 


e  ^  e---<"-^ 


so  sind  die  Teiler  der  n  Funktionen 

2)  if>,    if»,    ,<»,... fl(«-») 

an  der  Stelle  (*  =  oo)  der  Reihe  nach 

,1  ,2  ,  *— 1 

(#  ©  -  ©  ••■•&)     • 

Nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  bilden  alsdann  die  n  Funktionen 
der  Reihe  (2)  ebenfalls  ein  Fundamentalsystem  für  ein  Ideal,  welches 
nach  dem  Theoreme  V  auf  S.  231  und  der  zu  ihm  gehörigen  Anmerkung 
zu  bestimmen  ist  Der  zur  Variabein  z  gehörige  Verzweigungs- 
divisor 3*  enthalt  nämlich  den  Punkt  ^  genau  in  der  (n— l)**1  Ord- 
nung, und  wir  können  daher  zunächst 

3*  =  8o  ?• 
setzen,  wo  3o  d*8  Produkt  aller  der  Potenzen  ^ß*""1  ist,  welche  den  im 
Endlichen  gelegenen  Verzweigungspunkten  Sß  entsprechen.  Da  nun  die 
Funktionen  g<°>,  #*>, . . .  |(»-i)  ein  Fundamentalsystem  für  das  Ideal  7(1) 
sind  und  man  bei  der  Bildung  des  komplementären  Systems  von  den- 
jenigen Primteilern  abzusehen  hat,  welche  unendlich  fernen  Verzweigungs- 
punkten entsprechen,  so  sind  die  Funktionen  (2)  ein  Fundamental- 
system für  das  Ideal  l(jr)- 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Ordnung  des  Divisors  3o  ^ 
u>0  =  u?M-n+l, 
so  ist  nach  den  Ausführungen  auf  S.  214  die  Summe  aller  positiven 
Ordnungszahlen  der  Determinante  |  g<*>  |  des  ersten  Fundamentalsystems 
gleich  y;  andererseits  ergiebt  sich  aus  den  vorher  angegebenen 
Kolonnenteilern  für  (*  =  oo)  die  Summe  der  negativen  Ordnungszahlen 
gleich 

-(ft+i)-(fc+I) (t»-i+*=r) 


-0*i  +  ft+--+/*.-i)- 


n  — 1 
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und  da  die  Summe  aller  Ordnungszahlen  Null  ist,  so  erhalt  man  die 
Relation 

3)  ft  +  ft+--  +  fti-i  — y-»  +  1— *• 

Die  Summe  der  ganzen  Zahlen  p  ist  also  gleich  dem  Geschlechte  des 
Körpers. 

Wir  bestimmen  jetzt  das  Verhalten  der  Funktionen  des  ersten 
Ideals  im  Unendlichen.  Da  in  dem  Fundamentalsysteme  (1)  das  Ele- 
ment p*>  im  Punkte  ^  in  der  Ordnung  phn  +  h  unendlich  wird,  so 
sind  die  Ordnungen  des  Unendlichwerdens  der  Funktionen 

der  Reihe  nach  gleich 

4)  iihn  +  h,    (fi*+l)n  +  Ä,    (ph  +  2)n  +  h,  ...  Oih  +  vh)n  +  h,. . ., 

also  lauter  verschiedene  positive  Zahlen,  welche  =  h  (mod.  n)  sind. 
Bilden  wir  also  diese  Reihen  für  h  =  0, 1,  2, . . .  n  —  1,  so  erhalten  wir 
das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  für  die  samtlichen  Funk- 
tionen des  Ideals  1(1),  und  es  fehlen  in  jeder  Reihe  kongruenter 
Zahlen  genau  pA,  nämlich  diejenigen,  welche  kleiner  als  die  erste  auf- 
tretende Ordnungszahl  und  positiv  sind.  Das  System  der  fehlenden 
Ordnungszahlen  besteht  also  aus  den  Elementen 

5)  h  +  nyh     <h  =  1,  2,  . . .  n- 1;  n  =  0,  1,  . . .  f*Ä- 1) 
oder 


5a) 


fl,  1+n,      l  +  2n,.    .l  +  (^-l)n 

2,  2  +  n,      2  +  2n,  ...2  +  (fi,-l)n 

3,  3  +  n,      3  +  2n,...  3  +  fo-l)* 


>  n  —  1,  2n  —  1,   3*  —  1, . . .  pn-.in  —  1, 

und  ihre  Anzahl  ist  gleich 

JP  =  Pi  +  P»  +  '  -  +  f*»-i- 

Wir  erhalten  hiemach  in  genauer  Übereinstimmung  mit  dem  in  der 
achtundzwanzigsten  Vorlesung  gewonnenen  Resultate  noch  einmal  den 
Satz*),  dab  die  Funktionen,  welche  nur  in  einem  Punkte  Sß«,  der 
Riemannschen  Flache  unendlich  werden,  alle  Ordnungen  besitzen  können 

*)  Auch  die  Tabelle  (4)  steht  in  genauer  Übereinstimmung  mit  der,  welche 
in  (2  a)  und  (2  b)  auf  S.  496  für  das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen 
gegeben  wurde;  ein  sachlicher  Unterschied  besteht  nur  insofern,  als  hier  n  nicht 
als  die  kleinste  vorhandene  Ordnungszahl  vorausgesetzt  zu  werden  brauchte. 
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mit  Ausnahme  von  p  Zahlen,  und  dals  p  gleich  dem  Geschlechte  des 
Körpers,  also  unabhängig  von  der  Auswahl  des  Punktes  $„  ist  Wir 
wollen  uns  nun  ebenso  wie  auf  S.  492  die  p  in  der  Tabelle  (5)  auf- 
tretenden Zahlen  nach  der  Grölse  geordnet  denken  und  in  dieser  natür- 
lichen Reihenfolge  mit 

5b)  qu    ?„     Qt,  . . .  Qp 

bezeichnen,  so  dab  die  Tabellen  (5  a)  und  (5  b)  aus  denselben  Ele- 
menten bestehen. 

Wir  wollen  jetzt  mit  Hilfe  des  Ideals  I[jr)  die  Integrale  erster 

und  zweiter  Gattung  des  Körpers  aufstellen.  Da  dem  Differentiale  dg 
der  Divisor  x 

Ob         «8oi>ao         Oo 

zugeordnet  ist,  so  besitzt  der  Teiler  eines  Differentials 

da  =  rjdis 

dann  und  nur  dann  eine  Potenz  ?ß£  ab  Nenner,  wenn  die  Funktion  q 
dem  Ideale  /(«-)  angehört  Hat  tj  in  Sß^  die  Ordnungszahl  X,  so  hat 
der  Differentialteiler  tDa  von  dm  die  Ordnungszahl  X  —  n  —  1,  das  Integral 


m  =  J  rjdst 


ako  nach  dem  Satze  auf  S.  296  die  Ordnungszahl  X  —  n;  hierbei 
brauchen  wir  den  besonderen  Fall  X  =  n,  der  auf  Logarithmen  fahren 
würde,  nicht  erst  zu  berücksichtigen,  da  ein  Integral  mit  einer  einzigen 
Unstetigkeitsstelle  Sß^  nicht  logarithmisch  unendlich  werden  kann.  Ist 
also  A  positiv  und  grolser  ab  n,  so  ist  das  Integral  von  der  ersten 
Gattung  und  wird  in  ^  in  (X  —  »)tor  Ordnung  Null,  vorausgesetzt  dass 
man  diesen  Punkt  als  untere  Grenze  des  Integrals  annimmt  und  hier- 
durch das  konstante  Glied  der  Reihenentwickelung  bei  (*  —  00)  zum 
Fortfall  bringt;  ist  aber  X  <  n,  so  ist  es  von  der  zweiten  Gattung  und 
wird  in  ^  in  (n  —  A)*6*  Ordnung  unendlich. 

Bilden  wir  zuvorderst  die  Integrale  erster  Gattung,  so  haben  wir, 
im  wesentlichen  ebenso  wie  auf  S.  300,  alle  diejenigen  Funktionen 
g"krfh)  zu  bestimmen,  fttr  welche  ah  nicht  negativ  und  die  OrdnungB- 

r*  X  -  npA  +  h  -  na* 

grolser  ab  n  ist.  Da  |n0  —  0  ist,  so  scheidet  der  Index  h  —  0  aus, 
und  für  die  übrigen  Werte  von  A  erhalt  man  die  Bedingung 

«*^f*A  —  1; 
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ist  diese  aber  erfallt,  so  verschwindet  das  Integral 


in  Sß^  in  der  Ordnung 

X  —  n  —  n  (pk  —  1  -  «*)  +  Ä. 
Daher  erhalten  wir  die  folgenden  p  Integrale  erster  Gattung: 


7) 


wobei  die  %**  Reihe  dieser  Integrale  in  Fortfall  kommt,  falls  etwa  die 
Zahl  ph  —  0  ist.  Die  Ordnungszahlen  dieser  Integrale  im  Punkte  Sß^ 
sind  auch  der  Reihenfolge  nach  gerade  die  p  Zahlen,  welche  in  der 
Tabelle  (5a)  enthalten  sind;  und  wir  gelangen  daher  zu  folgendem 
Theoreme,  durch  welches  der  Satz  auf  S.  492  bestätigt  und  vervoll- 
ständigt wird: 

Stellt  man  die  samtlichen  Funktionen  des  Körpers  auf, 
welche  nur  in  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  Sß^  unendlich 
werden,  so  treten  nicht  sämtliche  positive  Zahlen  als  Ordnungen 
dieser  Funktionen  auf,  sondern  es  fehlen  so  viele,  als  es  ver- 
schiedene Integrale  erster  Gattung  giebt.  Bezeichnet  man 
diese  fehlenden  Ordnungszahlen  nach  der  Grölse  geordnet  mit 

Qi>    <h>    Q*>  •  •  •  Qp> 
so  kann  man  die  p  Integrale  erster  Gattung 

*i»   **>   w*>  •  •  •  «n 
stets  so  normieren,  dafs  w<  in  Sß^  die  Ordnungszahl  q{  besitzt. 

Die  Integrale  der  Tabelle  (7)  müssen  somit  bei  Einführung  dieser  Be- 
zeichnung ganz  ebenso  umgeordnet  werden,  wie  ihre  Ordnungszahlen 
beim  Übergange  von  der  Tabelle  (5a)  zu  (5b). 

Während  wir  also  in  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  die 
Integrale  erster  Gattung  durch  ihre  Perioden  bestimmt  haben,  legen 
wir  hier  eine  algebraische  Normierung  dieser  Integrale  zu   Grunde. 
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Jene  Normierung  setzt  die  Zerschneidung  der  Biemannschen  Flache 
bereits  als  gegeben  voraus  und  fallt  also  verschieden  je  nach  der  Art 
der  Ausführung  derselben  aus;  die  jetzige  hingegen  setzt  keine  Kenntnis 
der  Zusammenhangsverhältnisse  der  Riemannschen  Flache  voraus,  dafür 
bezieht  sie  aber  die  Integrale  auf  eine  bestimmte  Variable  *  des 
Körpers.  Sie  kann  daher  als  Normierung  in  Beziehung  auf  die 
unabhängige  Variable  e  bezeichnet  werden  und  ist  von  der  Aus- 
wahl derselben  abhangig. 

Übrigens  sind  die  Integrale  wK  nur  insoweit  bestimmt,  dafs  das 
erste  Glied  der  Reihenentwickelung  im  Punkte  $ßw  gegeben  ist,  und  es 
kann  daher  zu  dem  Integrale  w{  noch  eine  lineare  Kombination  der 
folgenden  Integrale  «0,+i,  «0*+*,  . . .  wp  hinzugefügt  werden.  Diese 
Unbestimmtheit  kann  dann,  wenn  es  zweckmäßig  sein  sollte,  z.  B. 
durch  die  Festsetzung  gehoben  werden,  dafs  in  der  Reihenentwickelung 
des  Integrals  w{  im  Punkte  $ßw  von  den  in  der  Tabelle  (5)  enthaltenen 
Zahlen  nur  die  Zahl  p,  in  den  Exponenten  vorkommen,  die  größeren 
Exponenten  p*+i,  . . .  qp  aber  fortfallen  sollen,  denn  dies  ist  durch 
Subtraktion  geeigneter  Multipla  von  w*+i,  Wi+%, . . .  wp  stets  und 
nur  au?  eine  Weise  erreichbar;  hierdurch  ist  dann  das  Integral  v>i  ein- 
deutig bestimmt. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Aufstellung  der  sämtlichen  Integrale 
zweiter  Gattung  mit  dem  einzigen  Pole  $„,  so  haben  wir  in  dem 
Produkte  *"*  rj™  den  Exponenten  ah  ^>  fih  zu  wählen  und  setzen  daher 

ah  =  ph  +  ßh  <fc-0flflf...). 

Der  Integrand  besitzt  ako  in  ^  die  Ordnungszahl 

X  —  -  nßh  +  h, 
und  das  zugehörige  Integral 

8)  J>*+%(*W 

wird  in  der  Ordnung 

n-A-n/JÄ  +  (n-A) 

unendlich.  Durch  Vergleichung  mit  der  Reihe  (4)  ergiebt  sich  also, 
dafs  wir  för 

ßh  <  (in-h 

diejenigen  Integrale  zweiter  Gattung  erhalten,  deren  Ordnungszahlen 
in  der  Tabelle  (5)  enthalten  sind  und  welche  daher  auf  algebraische 
Funktionen  nicht  zurückgeführt  werden  können.    Nehmen  wir  hingegen 

ßh  ^  f*»-A, 
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so  besitzt  das  Integral  (8)  in  $ßw  dieselbe  Ordnung  des  Unendlich- 
werdens wie  die  Funktion 

die  letzteren  Integrale  können  also  durch  geeignete  Funktionen  des 
Ideals  1(1)  ersetzt  werden,  wahrend  die  ersteren  die  eigentlichen 
Integrale  zweiter  Gattung  sind. 

Wir  erhalten  somit  die  folgenden  p  eigentlichen  Integrale  zweiter 
Gattung: 


9) 


dz 
de 


deren  Ordnungszahlen  in  Sß^  wieder  auch  der  Reihenfolge  nach  die 
Zahlen  der  Tabelle  (5)  sind  und  welche  also,  wenn  man  von  ihrer 
Reihenfolge  absieht,  mit  den  Zahlen  Qlf  p,, . . .  qp  übereinstimmen.  Wir 
bezeichnen  diese  Integrale  von  nun  ab  in  passender  Anordnung  mit 

und  setzen  analog  wie  bei  den  Integralen  erster  Gattung  fest,  dafs  U 
dasjenige  Integral  zweiter  Gattung  sein  soll,  welches  in  Sß^  in  der 
Ordnung  q{  unendlich  wird.  Durch  diese  Festsetzung  werden  die  beiden 
Integrale  erster  resp.  zweiter  Gattung 

10)  Wi-Jf*-1-*^ dB    und    U-j*'1*-**^*-*^*   (0<vh<H) 

einander  zugeordnet,  welche  beide  in  der  Ordnung 

10a)  Qi^nyh  +  h 

Null,  resp.  unendlich  werden;  das  Produkt  WiU  besitzt  also  im  Punkte  $„ 
einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wert. 

Die  übrigen  Integrale  zweiter  Gattung  sind  hingegen,  wie  bereits 
bewiesen  wurde,  durch  Funktionen  des  Körpers  ersetzbar,  welche  in 
derselben  Ordnung  in  Sß^  unendlich  werden.  Man  kann  daher  jedes 
beliebige  Integral  zweiter  Gattung  mit  dem  Pole  Sß^,  indem  man  den 
Hauptteil  der  Reihenentwickelung  in  der  Umgebung  von  Sß^  successive 
durch  Subtraktion  entweder  eines  Vielfachen  von  £,-  oder  einer  Funk- 
tion des  Ideals  7(1)  in  Fortfall  bringt,  auf  ein  Integral  erster  Gattung, 
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also  auf  eine  Summe  der  Form  TctWi  reduzieren.  Jedes  derartige 
Integral  lafst  sich  also  in  die  Normalform 

c1ti  +  '"  +  CptP  +  cp+twt  + ...  +  c*ptcp  +  t>0|<°>  +  «ißD...  +  i.-.^-« 

setzen,  wo  t?0,  v1} . ..  vrt__i  ganze  rationale  Funktionen  von  z  bedeuten, 
und  wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz,  den  wir  bald  noch  erweitern 
werden: 

Jedes   Integral  zweiter  Gattung  mit  dem   Unstetigkeits- 

punkte  Sß^  kann  durch  Subtraktion  einer  linearen  Verbindung 

der  2p  Hauptintegrale 

tif  t%y . . .  tp,  w1}  t0„ . . .  u?p 
auf  eine  ganze  Funktion  des  Körpers  K(e}  u)  reduziert  werden. 
Überblicken  wir  jetzt  noch  einmal  das  System  der  Integrale  und 
Funktionen,  welche  nur  in  Sß^  einen  Pol  haben,  so  ist  es  klar,  dafe 
wir  auch  diese  in  eindeutiger  Weise  durch  ihre  Beihenentwickelnng 
im  Punkte  $ßw  normieren  können.  Haben  wir  zunächst  eine  Funktion 
des  Körpers  mit  dem  r-  fachen  Pole  %mf  so  können  wir  offenbar  in  der 

r 

Reihenentwickelung  für  (0  —  00)  den  Koeffizienten  Ton  ( —  J     "  gleich 

Eins  annehmen  und  durch  Hinzufügung  von  Funktionen  niedrigerer 
Ordnung  alle  übrigen  Glieder  des  Hauptteils  fortschaffen  mit  Ausnahme 
derjenigen,  deren  Exponenten  Zahlen  der  Tabelle  (5)  sind,  weil  diesen 
Ordnungszahlen  nicht  Funktionen,  sondern  Integrale  entsprechen.  Da 
die  Funktionen 

#°>,    gw,    8»,  ...#— *> 

des  Fundamentalsystems  in  dieser  Klasse  mit  enthalten  sind,  so  können 
wir  auch  diese  so  normiert  annehmen,  dafe  ihr  Hauptteil  den  oben 
aufgestellten  Bedingungen  genügt,  und  hierdurch  das  Fundamental- 
system eindeutig  bestimmen. 

Wollen  wir  alsdann   die   eigentlichen  Integrale  U  normieren,   so 
können  wir  ihren  Hauptteil 

SL  ft-1  ± 

willkürlich  annehmen,  wodurch  sie  erst  bis  auf  Integrale  erster  Gattung 
bestimmt  werden.  Die  für  unsere  Zwecke  geeignetste  Normierung  der 
Fundamentalintegrale  zweiter  Gattung  behalten  wir  uns  noch  yor. 

§3. 

Nicht  blofs   die  Integrale  mit   dem   einzigen   Pole  $„,   sondern 
überhaupt  alle  Integrale,  welche  aus  dem  Körper  K{s9  u)  hervorgehen 
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und  nur  algebraische  Unstetigkeiten  besitzen,  können  als  Summe  einer 
Funktion  des  Körpers  und  einer  linearen  Verbindung  der  2jp  Fun- 
damentalintegrale ti,ti, . . .  tp}  tülf  w%9 .  . .  wp  dargestellt  werden.  In  der 
That,  ist  Sß  ein  beliebiger  von  Sß^  verschiedener  Punkt  der  Riemann- 
sehen  Flache,  so  besitzen  die  Klassen,  welche  durch  die  Divisoren 

bestimmt  sind,  wenn  r  >  2  ( p  —  1)  ist,  der  Reihe  nach  folgende 
Dimensionszahlen 

r  —  p  +  1,    r-p  +  2,    r—p  +  $,    r-p  +  4,... 

Da  nämlich  die  Ordnung  aller  dieser  Klassen  >  2p  —  2  ist,  so  sind 
ihre  Erganzungsklassen  von  negativer  Ordnung,  und  folglich  ergiebt 
der  Riemann-Rochsche  Satz,  wenn  Pm  und  P  die  Klassen  von  $ßw 
und  Sß  bedeuten: 

1)  {PrPa}-r-p  +  s+l. 

Ist  also  s  eine  beliebige  positive  Zahl,  so  giebt  es  auch  stets  Funk- 
tionen des  Körpers  mit  dem  Nenner  föffi,  für  welche  die  Ordnungs- 
zahl in  Sß  auch  wirklich  genau  gleich  —  s  ist;  denn  würden  Zähler 
und  Nenner  dieser  sämtlichen  Funktionen  den  gemeinsamen  Teiler  Sß 
haben,  so  würden  die  Dimensionen  der  aufeinanderfolgenden  Klassen 
pr^ p$—i  nn^  P^P'  gleich  sein  müssen,  was  der  obigen  Formel  (1) 
widerspricht.  Besitzt  also  ein  Abelsches  Integral  t  aulser  bei  Sß^  noch 
Pole  von  beliebig  hoher  Ordnung  bei  5ßl;  Sßa, . . .  SßA,  so  können  wir 
die  von  den  letzteren  herrührenden  Unstetigkeiten  successive  fort- 
schaffen, indem  wir  algebraische  Funktionen  mit  dem  Nenner 
WJffi  abziehen.  Wir  behalten  dann  ein  Integral  mit  dem  einzigen 
Pole  SßÄ  übrig  und  können  auf  dieses  den  zuletzt  bewiesenen  Satz  an- 
wenden.  Das  Integral  t  ist  also  in  folgender  Form  darstellbar: 

*  —  Cl*l  +  "  *  •  +  Cptp  +  Cp+l«?i  +  ' '  •  +  CtpWp  +  <p(*,  «0> 

wo  <p(e,u)  eine  Funktion  des  Körpers  bezeichnet 

Diese  Darstellung  ist  überdies  trotz  der  Willkür,  welche  dem 
vorher  beschriebenen  Verfahren  anhaftet,  eindeutig  bestimmt.  Denn 
gäbe  es  noch  eine  zweite 

t  —  ~cx  tt  +  •  -  •  +  ~Cptp  +  ~Cp+iWi  +  •  •  •  +  ~C*pU>p  +  y(*,  u), 

so  wäre  die  Differenz 
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eine   Funktion   des  Körpers;   eine  lineare  Verbindung  der  2p  Funda- 
mentalintegrale   gehört  aber,    wie    wir  gesehen  haben,  niemals  dem 
Körper  an,   es  sei  denn,   dals  alle  Koeffizienten  Null  sind;    dann  aber 
ist  ~ch  =  ch  nnd  ?>(>,  u)  —  <p(z,  u).    Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 
Jedes  Integral  mit  nur  polaren  Unstetigkeiten  ist  auf  eine 
und  nur  eine  Weise  ab  Summe  einer  Funktion  des  Korpers 
und  einer  linearen  homogenen  Verbindung  der  2p  Fundamental- 
integrale erster  und  zweiter  Gattung 

2)  tu    ^,...<p,    wt,    w,,...  wp 

darstellbar.  Man  bezeichnet  daher  die  Reihe  (2)  als  ein 
Fundamentalsystem  für  die  allgemeinen  Integrale 
zweiter  Gattung. 

Dieser  Satz  ist  für  die  Folge  sehr  wichtig.  Er  giebt  unmittelbaren 
und  vollständigen  Aufschlufis  darüber,  in  welcher  Art  der  Funktionen- 
bereich erweitert  wird,  wenn  wir,  ebenso  wie  in  §  3  der  zweiundzwanzig- 
sten Vorlesung,  zu  den  in  dem  Körper  K(z,  u)  enthaltenen  Funktionen 
noch  die  Integrale  mit  nur  algebraischen  Unstetigkeiten  hinzunehmen; 
es  tritt  nämlich  nur  noch  eine  mit  beliebigen  Koeffizienten  gebildete 
lineare  homogene  Verbindung  von  2p  dem  Körper  K  nicht  angehörigen 
und  darum  transcendenten  Funktionen  alß  Zusatzgrölse  hinzu.  Führen 
wir  jetzt  und  in  der  Folge  für  die  Integrale  erster  Gattung,  wenn  sie 
gleichmäfsig  mit  denen  der  zweiten  Gattung  auftreten,  die  Be- 
zeichnung ein: 
2a)  tp+t  =  tt?i,    tp+t  =  «?*, . . .  UP  =  tßpy 

so  hat  das  System  der  2p  Fundamentalintegrale  t1} . . .  tp}  tp+\, . . .  hp 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dafs  eine  lineare  homogene  Funktion 
von  ihnen  niemals  eine  Funktion  des  Körpers  sein  kann. 

Es  soll  nun  allgemein  ein  System  von  beliebig  vielen  Integralen 
mit  nur  polaren  Unstetigkeiten  ein  irreduktibles  System  von 
Integralen  zweiter  Gattung  genannt  werden,  wenn  keine  lineare 
Verbindung  von  ihnen  gleich  einer  Funktion  des  Körpers  ist;  hierbei 
ist  die  Bezeichnung  „zweiter  Gattung"  in  der  auch  schon  früher  an- 
gewendeten allgemeineren  Bedeutung  des  Wortes  gebraucht  Sind  aber 
r„  r2, . . .  ra  <?  beliebige  Integrale  zweiter  Gattung,  so  bestehen  die 
Gleichungen 

*i  =  *ii*j    +--  +  ci,*pt*p  +  <pl(*,u) 

o) 
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worin  die  Koeffizienten  c  und  die  Funktionen  <p  eindeutig  bestimmt 
sind.  Ein  derartiges  System  ist  daher  reduktibel  oder  irreduktibel,  je 
nachdem  die  2p  linearen  homogenen  Gleichungen 

CihXi  +  CikX%  +  •  •  •  +  CahXo  —  0  (Ä  =  1,  2, .  . .  2|>) 

eine  eigentliche  Losung  xt,  x%9 . . .  xa  besitzen  oder  nicht;  denn  dies  ist 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs  das  Integral 

r  =  a^Tj  +  a^r,  H h  xa%o 

eine  Funktion  des  Körpers  ist.  Das  System  ist  also  auch  reduktibel 
oder  irreduktibel,  je  nachdem  der  Rang  der  Matrix 


(Ca*)  U-i,Y..-*f/ 


kleiner  als  6  oder  gleich  ö  ist,  und  der  letztere  Fall  kann  nur  eintreten, 
wenn  6  <£  2p  ist.  Ist  nun  ö  <  2p,  so  wird  durch  die  linearen  Funk- 
tionen von  t19  t2,  . . .  T<y,  auch  wenn  das  System  irreduktibel  ist,  noch 
nicht  die  Gesamtheit  der  Integrale  zweiter  Gattung  erschöpft;  besteht 
aber  das  irreduktible  System  aus  6  =  2p  Elementen,  so  lassen  sich 
auch  umgekehrt  t17  ^, . . .  UP,  also  auch  alle  Integrale  zweiter  Gattung, 
bis  auf  Gröfsen  des  Körpers  als  lineare  Funktionen  von  t19  x%9 . . .  %%9 
darstellen,  wie  sich  unmittelbar  durch  Auflösung  des  Gleichungs- 
systems (3)  ergiebt.  Ein  solches  irreduktibles  System  von  möglichst 
vielen  Integralen  ist  also  auch  ein  Fundamentalsystem  für  die  Integrale 
zweiter  Gattung,  und  es  gilt  der  Satz: 

Jedes  System  von  Integralen  mit  nur  polaren  Unstetig- 
keiten  bildet  dann  und  nur  dann  ein  Fundamentalsystem  für 
die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung,  wenn  es  irreduktibel 
und  die  Anzahl  seiner  Elemente  möglichst  grois,  nämlich 
gleich  2p  ist. 

Demzufolge  lälst  sich  ein  Fundamentalsystem  für  die  allgemeinen 
Integrale  zweiter  Gattung  in  mannigfachster  Weise  herstellen,  und  jedes 
derartige  System  kann  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen  benutzt 
werden.    Ist  z.  B. 

O -*?#...«* 

ein  beliebiger  ganzer  Divisor  der  Ordnung  p,  dessen  Klasse  Q  die 
Dimension  eins  hat  (vgl  S.  318),  so  giebt  es  genau  2p  linear  un- 
abhängige Integrale,  für  welche  der  Nenner  des  dem  Integrale  zu- 
gehörigen Divisors  gleich  D  oder  einem  Teiler  von  O  ist,  und  diese 
bilden  ein  Fundamentalsystem.  Denn  nach  den  Ausführungen  des  §  3 
der  zwanzigsten  Vorlesung  giebt  es  p  verschiedene  Elementarintegrale 
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zweiter  Gattung,  welche  die  gegebenen  Pole  besitzen,  nämlich  die- 
jenigen, für  welche  die  Nenner  der  zugehörigen  Differentialteiler  die 
folgenden  sind: 


und  diese  bilden  mit  den  p  Integralen  erster  Gattung  zusammen  ein 
Fundamentalsystem,  weil  {Q}  —  1  ist  und  es  ako  keine  eigentliche 
Funktion  des  Körpers  mit  dem  Nenner  D  giebt  Für  die  Ziele, 
welche  wir  hier  im  Auge  haben,  erweist  sich  aber  das  oben  eingeführte 
Fundamentalsystem  ^  ^, . . .  t%p  als  besonders  zweckmäCsig. 

Durch  die  Ausführungen  dieser  Vorlesung  haben  wir  auf  algebra- 
ischem Wege  eine  vollständige  Beherrschung  des  Gebietes  der  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung  gewonnen;  wir  gehen  nunmehr  in  der 
folgenden  zur  Aufstellung  und  Untersuchung  derjenigen  von  dritter 
Gattung  über. 
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Das  Integral  dritter  Gattung  mit  zwei  beliebigen  Unstetigkeitestellen.  —  Durch 
Differentiation  nach  einem  Parameter  erhält  man  das  Integral  zweiter  Gattung 
mit  einem  beliebigen  Pole  erster  Ordnung.  —  Differentiale  zweiter  Gattung, 
welche  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  gestatten.  —  Durchführung 
der  Rechnung  für  den  Yertauschungssatz  beim  hyperelliptischen  Gebilde. 

§  i. 

Da  die  beiden  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Fundamentalsysteme 
i(0),  i(1),  •  • .  P"-^  und  if®9  jyW  . . .  7fn"^  komplementär  sind,  so  gelten 
die  Gleichungen: 

worin  da  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  i  und  Je  gleich  oder  ungleich 
sind  und  £f\  rtfjV  die  <*•  und  die  %to  der  n  konjugierten  Reihen- 
entwickelungen der  Funktionen  £(A)  und  rfk)  fQr  eine  beliebige  Stelle 
der  unabhängigen  Variabein  z  bedeuten.  Insbesondere  ergiebt  sich  aus 
den  für  k  —  i  geltenden  Gleichungen 

2)  £(0)^(0)  +  IW^d)  + . . .  +  g(»-D^»-i)  —  1; 

denn  diese  Relation  ist  für  jede  beliebige  Entwickelung  an  irgend  einer 
Stelle  der  Riemannschen  Flache  nnd  daher  identisch  erfallt. 

Es  mögen  nun  die  obigen  Funktionen  in  einem  beliebigen  end- 
lichen Punkte  Sß,  der  etwa  ein  a-blattriger  Verzweigungspunkt  der 
Riemannschen  Flache  91,  sein  möge,  folgende  Entwickelungen  besitzen: 


g— 1  «— * 

«— 1  g— i 

1,«   -/;(#-«)   •    +/.'(*-«)   a     +• 

g— 1  g— 1 
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Dann  wollen  wir  die  vorher  festgestellten  Eigenschaften  der  beiden 
Fundamentalsysteme  zur  Untersnchnng  der  den  beiden  Funktionen 

4)  i»- V?w+e,'/1)+  •  •  •  +«W-i1*- 1},   l=/,l(0,+AI(1)+  •  •  • +f— 1?-,) 

zugeordneten  Divisoren  verwenden  und  hierauf  die  wirkliche  Aufstellung 
eines  Integrals  dritter  Gattung  mit  zwei  unbestimmt  bleibenden  Un- 
stetigkeitspunkten  gründen.  Dabei  sind,  wie  man  sieht,  die  Funktionen  | 
und  17  in  der  Weise  gebildet,  dafe  die  Elemente  des  einen  Fundamental- 
Systems  mit  den  Anfangskoeffizienten  der  Beihenentwickelungen  kom- 
poniert sind,  welche  die  Funktionen  des  anderen  Fundamentalsystems 
in  dem  Punkte  Sß  besitzen. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  zu  den  Funktionen  JW 
und  i/*>  gehörigen  Divisoren;  dann  besitzen  die  Gröfsen  rjW  den  Nenner  3» 

da  sie  dem  Ideale  I\jr)  angehören  und  im  Unendlichen  regulär  sind, 

die  £<*)  aber  erhalten  als  gemeinsamen  Nenner  $*+",  wo  q  höchstem 
gleich  der  gröisten  der  fehlenden  Ordnungszahlen  qu  d,  . . .  qp  ist,  wie 
dies  unmittelbar  aus  der  Tabelle  (5a)  auf  S.  567  hervorgeht  Es  er- 
geben sich  somit  zunächst  für  g  und  i)  die  folgenden  Divisoreo- 
darstellungen: 

4a)  V-4-*    * 


8/    *      *+■' 

wo  ®  und  $  ganz  sind. 

Bei  der  weiteren  Untersuchung  der  Zahler  &  und  $  dieser  Funk- 
tionen kommt  es  uns  im  wesentlichen  nur  auf  das  Verhalten  im 
Punkte  Sß  und  seinen  konjugierten  Punkten  an.  Es  mögen  nun  an 
der  Stelle  (0  =  a)  etwa  wieder,  wie  wir  schon  früher  oft  angenommen 
haben,  drei  Punkte  SSa,  8*,  SB«  der  Riemannschen  Fläche  8t,  übereinander 
liegen,  von  denen  der  erste  mit  5ß  identisch  sein  soIL    Dann  ist 

z  —  «  = 9 

und  es  hat  3o  m  diesen  Punkten  resp.  die  Ordnungszahlen  a  —  1, 
6  — 1,  c— 1  und  ist  somit  genau  durch  das  Produkt  SB«""1^""1^""1 
teilbar. 

Wir  wollen  annehmen,  dals  von  den  n  konjugierten  Beihen- 
entwickelungen der  Funktion  #*>  die  ersten  a:  {£*>,  Qh\ ...(£*>  zum 
Punkte  8a,  die  folgenden  b:  |^i; . . .  ££>_>  zum  Punkte  »*,  Bchlieislich 
die  letzten  c:  £^6+1, . . .  $$  zum  Punkte  SSfl  gehören.  Addieren  wir 
nun  die  a  in  dem  Systeme  (1)  enthaltenen  Gleichungen 
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5) 


tf»if»  +  W + •  •  • + #-  M—  »>  -  o 


l  S?M0)  +  «J»tf>  +  •  •  •  +  SS-M""1*  -  0, 

so  enthält  eine  Summe  $*>  +  |f  >  H h  |W  nur  ganze  Potenzen  mit 

nicht  negativen  Exponenten,  und  ee  ist  also 

6)  g?>  +  S?>  +  -+S«  =  ae4 

+  positiven  ganzen  Potenzen  von  8  —  «. 
Folglich  ist,  da  (*  —  a)  1?(A)  in  93«  eine  positive  Ordnungszahl  hat: 

+  positiven  Potenzen  von  (*  —  «)a; 

in  der  Beihenentwickelnng  der  Funktion  17  in  der  Umgebung  von  83« 
fallt  somit  der  ganze  Hauptteil  fort  und  der  erste  Koeffizient  wird  — t 
bestimmt  man  also  den  zu  rj  gehörigen  Divisor  nach  der  auf  S.  153 
gegebenen  Vorschrift  auch  hinsichtlich  seines  Proportionaütatsfaktors  e 
und  wählt  den  dort  beliebig  angenommenen  Punkt  $ß<°>  gleich  5ß  =  33«, 
so  ist  e  =  —    Addieren  wir  ebenso  die  Gleichungen 


7) 


für  r  =  1, 2, . . .  a,  so  finden  wir  in  gleicher  Weise,  dafe  ij  durch 
»>  und  83fl  teilbar  ist  Die  Summe  e^<°>  +  e^1*  +  •••  +  e—iij*1— *> 
hat  also  in  93*  und  SB«,  eine  positive,  in  83«  wenigstens  eine  nicht 
negative  Ordnungszahl,  obgleich  die  Funktionen  i?(A>  selbst  in  diesen 
Punkten  zum  Teil  unendlich  werden,  und  es  ist  somit,  wenn  man  auch 
die  multiplikative  Eonstante  berücksichtigt: 

,ÄT 5 — ' 

folglich 

wo  $  einen  ganzen  Divisor  bedeutet  und  83«  wieder  durch  ?ß  er- 
setzt ist. 

In  ahnlicher  Weise  lafst  sich  auch  die  Funktion  |  untersuchen. 
Wir  bilden  die  Gleichungen 

»7* 
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tM>  +  w + •  •  • + Si—M—1'  - 1 

^0)^0  +  ^d^d  +  . . .  +  ft-Dtf-D  _  0 

tf»q»  +  W  +  •  •  •  +  ft-1^"-1*  -  ° 
und  addieren  sie,  nachdem  sie  der  Reihe  nach  mit 
a>°,    ©-1,    ©-*, . . .  a-^-1) 

multipliziert  sind,  wobei  a>  =  e  a  eine  primitiTe  a16  Einheitswunel 
bedeutet.    In  jeder  der  hier  auftretenden  Summen 

ö<*>  =  ^*)  -f  co-1^)  +  •  •  •  +  ©-C«-1)^)      (Ä-0, 1,2, . . .*-l) 
bleiben  nun  zufolge  der  bekannten  Gleichung 

[a,  wenn  r  =  0  (mocL  a), 

i 
nur    diejenigen    Potenzen    von    (*  — a)a   zurück ,    deren    Exponenten 
ez-  1  (moi  a)  sind,  und  es  ist  also 

<*<*>  ==  afh  (*  -  a)     •"     (mod.  {z  -  a) T). 

Folglich  ergiebt  sich  durch  jene  Addition  für  die  Entwicklung  in  der 
Umgebung  von  ©a  fl—1 

6  =  /o&0)  +  A«f » +  •  •  •  +  A-ift-«  =  t  (*  -  a>~    (mod-  *  -  «>' 

und  es  ist  somit  £  durch  93a"1  teilbar  und  besitzt  den  Proportionalitats- 

faktor  — 
a 

Ganz  ebenso  findet  man  aus  den  Gleichungen 

C5-.+ii»+«^+,i»+-+erÄ.*-,)-0       

durch  Multiplikation  mit  cd0,  ar~\  . .  .  ar**«""1)  und  Addition,  dafs  die 
Summe  g  durch  85*  und  855  teilbar  ist.  Daher  erhalt  man  die  Divisoren- 
zerlegung 

s  -  /.e» + mp> + •  •  • + a-^-1*  -  -  a^nc  > 

also 
yj 


wo  ©  ein  ganzer  Divisor  ist.    Wir  erhalten  so  das  folgende,  für  unser 
nächstes  Ziel  und  die  ganze  weitere  Untersuchung  grundlegende  Resultat: 
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Wenn   die  Elemente  £(A)  und  rfh>>  der  beiden  im  vorigen 
Kapitel  konstruierten  Fundamentalsysteme  für  die  Ideale  7(1) 
und  J(ft-)    in    einem    beliebigen    endlichen   Punkte    ?ß    der 
Riemannschen  Flache  9t,,  in  welchem  z  =  a  ist,  die  Werte 
!«»($)  =  «,,...  |<—  «($)-*_» 

erhalten,    so  ergeben  sich  für  die    ans    ihnen   komponierten 

Funktionen 

v        <w(0)  +  «,i(1)+-+WJ("-1) 

saa  , 

5  — a  5  — a 

die  Divisorendarstellungen 

8)  J i« 

9)  -I— IJL, 

wo    ®    und    §    ganze    Divisoren    bedeuten    und    die    Pro- 

portionaütatsfaktoren    in   Beziehung    auf   Sß    bestimmt    sind. 

Von  den  Primdivisoren  des  Zählers  von  z  —  «  heben  sich  also 

alle  bis  auf  die  erste  Potenz  von  Sß  heraus. 
Vermöge   dieses  Hilfssatzes   können  wir  jetzt   in  der  That   mit 
Leichtigkeit  die  Elementarintegrale  dritter  Gattung  mit  zwei  beliebigen 
logarithmischen  Stellen  bilden.    Multiplizieren  wir  nämlich  die  Funk- 
tion — —  mit  dem  Differentiale 

so  ist  j,  .      - 

ri  de        1     $ 


e±*  - 


B-a        a  $$» 

Dieses  Differential  hat  also  die  beiden  einfachen  Unstetigkeitspunkte  5ß 
und  ?ßw,  und   da  Sß  als  a -blättriger  Verzweigungspunkt  angenommen 
wurde,   so   ist   (s.  S.  289)   das   zugehörige  Residuum  gleich  +  1,   das 
Residuum  des  Punktes  %m  also  —  1.    Es  gilt  also  der  Satz: 
Das  Integral 


-f 


dz 


z  —  a 

ist  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  logarith- 
mischen Stellen  Sß^  und  Sß  und  den  zugehörigen  Residuen  —  1 
und  +1. 
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Durch  Subtraktion  zweier  derartiger  Integrale  erhalt  man  den  etwas 
allgemeineren  Säte: 

Das  Integral 


<»**¥. 


ist  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  logarith- 
mischen  Stellen  $ßx  und  Sßs  und  den  zugehörigen  Residuen 
-1  und  +1. 


§2. 

Da  die  Zahlen  e0,el}...  e„_i  die  Werte  der  Funktionen 

für  den  im  Endlichen  gelegenen,  aber  sonst  beliebigen  Punkt  Sß  sind, 
so  werden  wir  durch  die  vorangehenden  Betrachtungen  darauf  geführt» 
eine  von  zwei  verschiedenen  Punkten  der  Riemannschen  Flache  ab- 
hangige algebraische  Funktion  in  ihrer  beiderseitigen  Abhängigkeit 
zu  untersuchen.  Wir  bezeichnen  die  beiden  verschiedenen  Wertsysteme 
der  Variabein  durch  u,  *  resp.  u,  J,  die  beiden  entsprechenden  Punkte 
durch  Sß  und  Sß,  und  unterscheiden  durchweg  die  Funktionen  des 
Körpers  und  die  zugehörigen  Divisoren,  je  nachdem  sie  von  dem  einen 
oder  dem  anderen  Wertsysteme  abhangen,  durch  gewöhnliche  oder 
überstrichene  Buchstaben.  Dann  handelt  es  sich  bei  allen  folgenden 
Betrachtungen  um  Eigenschaften  der  Funktion 


i)  tffof)  --  *(JV0)+*(1)"(1)+-:-+j(,'-1)'.(,'-1) 

und  der  mit  ihr  im  Zusammenhang  stehenden  Differentiale  und  Integrale. 
Diese  Funktion  0,  welche  sich  als  fundamental  für  unser  Problem  er- 
weist, ist  in  rationaler  Weise  von  jedem  der  beiden  Variabeinsysteme 
(*,  u)  und  (J,  u)  abhangig  und  somit  eine  Grölse  des  Körpen 
K(b,  w;  ~*,u),  und  sie  ist,  wenn  man  dem  einen  Systeme,  z.B.  (*,  u), 
feste  Werte  beilegt,  ein  Element  des  zu  dem  anderen  gehörigen 
Körpers  K(z,  u).  Mit  Benutzung  derselben  kann  man  z.  B.  auch  das 
vorher  aufgestellte  Integral  dritter  Gattung  in  einer  der  beiden  folgenden 
Formen  darstellen: 


2)       Äikfc-/^(»»,W-«(P,«l))-/^Afiä 


de  J 
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wobei  in  dem  Doppelintegrale  die  Differentiation  nach  der  zweiten 
Variabein  1  ausgeführt  werden  mufs.  Hieraus  schon  ergiebt  sich  die 
Notwendigkeit,  die  Gröfse  0  nicht  blofs,  wie  das  bisher  geschehen  ist, 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  Sß  =  (u,  0),  sondern  auch  als  Funktion  des 
Parameters  Sß  =  (ü,  ~ä)  der  Untersnchnng  zu  unterwerfen.  Diese  Unter- 
suchung beruht  aber  auf  den  beiden  im  vorigen  Abschnitte  erhaltenen 
Ergebnissen: 

L  Wenn  wir  den  Punkt  Sß  fixieren  und  mit  dem  im  Endlichen 
gelegenen,  aber  sonst  willkürlichen  Punkt  85  zusammenfallen  lassen, 
so  ist 

n.  Wenn  wir  andererseits  den  Punkt  Sß  fixieren,  indem  wir  ihn 
mit  85  zusammenfallen  lassen,  so  können  in  ihm  allerdings  die  Funk- 
tionen i)W  unendlich  werden,  wenn  85  Verzweigungspunkt  ist;  die 
Differentiale  r^dz  bleiben  aber  stets  in  85  regulär,  weil  diese  nur 
in  $„  einen  Pol  besitzen,  und  es  verhalt  sich  daselbst 

4)  rfVdz :  rfÜdB  :   •  • :  f^^de  -  f0::  fx :  ■  •  - :  /*_i. 

Gehen  wir  jetzt  von  dieser  Proportion  zu  einer  Gleichung  über,  so  ist 
es  bei  der  folgenden  und  allen  ahnlichen  Betrachtungen  am  zweck- 
mäßigsten, einem  Abelschen  Differentiale  wie  17  de  für  einen  bestimmten 
Punkt  85,  der  kein  Pol  ist,  geradezu  einen  Wert  beizulegen,  ebenso 
wie  die  Funktionen  in  einem  Punkte,  in  dem  sie  regulär  sind,  einen 
bestimmten  endlichen  Zahlenwert  erhalten«  Allerdings  sind  die  Werte 
der  Differentiale  in  einem  Punkte  85  unendlich  klein  und  überdies  nicht 
blofs  von  85  selbst,  sondern  auch  von  dem  Nachbarpunkte  abhängig; 
zu  dem  man  fortschreitet.  Um  diesen  Umstand  zu  berücksichtigen, 
brauchen  wir  nur  eine  geeignete  Einheit  für  die  Werte  der  Differentiale 
zu  Grunde  zu  legen.  Diese  Einheit  ist  nun  hier  nicht  eine  Zahl, 
sondern  ebenfalls  ein  Differential,  und  zwar  wählen  wir  naturgemäß 
das  Differential  einer  Funktion  ar,  welche  in  dem  betreffenden  endlichen 
Punkte  85  die  Ordnungszahl  Eins  und  den  Koeffizienten  Eins  hat,  so 
dals  die  Beihenentwickelung  gilt: 

*  =  (*-«)"  +  •.-. 

Dann  hat  der  Differentialteiler  von  du  daselbst  die  Ordnungszahl  Null, 
weil  85  weder  in  3»  noch  in  n*  vorkommt;  und  wenn  man  zwei  ver- 
schiedene derartige  Funktionen  it  und  nr  annimmt,  so  ist  im  Punkte  85 

-T-  =  1    oder    dit'  =  dn\ 

an  1 
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es  ist  also  gleichgiltig,  welche  der  unendlich  vielen  Funktionen  %  man 
bei  der  Wahl  der  Einheit  zu  Grunde  legt. 

Hat  nun  der  Differentialteiler  von  r^dz  in  SS  eine  nicht  negative 
Ordnungszahl,  so  ist  \—  in  SS  endlich  und  erhalt  daselbst  einen  be- 
stimmten  endlichen  Wert  c.    Dann  ist  im  Punkte  SS: 

yd*  =  cdn, 

also    ist    cdit   der   Wert    des   Differentials    rjdz  im   Punkte  SS. 
Für  die  Funktion  77w  hat  man  z.  B.: 


1       --1 


also  ist  im  Punkte  SS: 

rfk)dß  =  afkdn; 

somit  ist  der  unendlich  kleine  Proportionalitätefaktor,  mit  welchem  /» 
multipliziert  werden  muis,  damit  die  Proportion  (4)  in  eine  Gleichung 
übergeht,  gleich  ad«.    Folglich  ist  für  $  =  83: 


6 (», $) dz adJti(0)+'^_f'-1&  *\ 

also  auf  Grund  der  Formel  (9)  auf  S.  581 

5)  0(8,$* ««^-' 

wobei  durch  den  Faktor  —  <fo  der  erste  Koeffizient  in  der  Reihen- 
entwickelung an  der  Stelle  Sß  =  SS  bestimmt  wird. 

Wir  wollen  zuvorderst  zeigen,  dals  wir  mit  Hilfe  der  Funktion  0 
auch  ein  Integral  zweiter  Gattung  mit  einem  beliebigen  endlichen  Pole 
bilden  können;  da  das  Integral  zweiter  Gattung  aus  dem  der  dritten 
hervorgeht,  wenn  die  beiden  Primdivisoren  im  Nenner  des  zugehörigen 
Differentialteilers  zusammenfallen,  so  geschieht  dies  durch  Herstellung 
eines  Grenzüberganges,  nämlich  durch  Differentiation  des  Integrals  (2) 
nach  einem  der  beiden  Parameter.  Es  sei,  wie  vorher,  SS  ein  beliebiger, 
aber  fester  und  endlicher  Punkt  der  Biemannschen  Flache,  Sß  aber  ein 
beliebiger  und  veränderungsfahiger  Punkt  seiner  Umgebung  XL  Bei 
der  gewählten  Bezeichnung  hat  man  zu  beachten,  dals  die  Unter- 
scheidung zwischen  gewöhnlichen  und  überstrichenen  deutschen  Buch- 
staben bei  Punkten  nur  so  lange  notwendig  ist,  als  sie  veränderlich 
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bleiben,  dals  sie  aber  für  feste  Punkte  überflüssig  ist;  ebenso  unter- 
scheidet man  zwischen  den  Funktionen  z  und  zy  aber  der  Wert  in  83 
ist  für  beide  gleich  der  Zahl  a. 
Nun  ist  nach  dem  früheren 


*-/(•»,*)-•<?,«))* 


ein  Integral  mit  den  logarithmischen  Stellen  83  und  Sß,  das  Integral  ist 
also  (s.S.  289)  durch  lg  SS  und  IgSß  teilbar  und  besitzt  hier  die  Residuen 
—  1  und  +  1.  Diese  Thatsache  können  wir  in  einer  etwas  anderen 
Form  aussprechen,  wenn  wir  die  vorher  gebildete  Funktion  %  zu  Hilfe 
nehmen,  welche  in  83  die  Ordnungszahl  Eins  hat  Bilden  wir  nämlich 
die  ebenfalls  von  ?ß  und  $  abhangige  Gfrofse 


^anjjp E_lg__, 


so  wird  dieselbe  als  Funktion  von  Sß  ebenfalls  bei  83  und  Sß  logarithmisch 
und  zwar  mit  den  Residuen  —1  und  +1  unendlich,  die  Differenz 

6)  ^  =  d,_lgJLzE 


verhalt  sich  also  in  83  und  seiner  Umgebung  U  regulär.  Die  gleiche 
Eigenschaft  besitzt  diese  Differenz,  wenn  man  sie  als  Funktion  von 
*ß  betrachtet;  denn  fixiert  man  Sß  irgendwie  innerhalb  U,  so  wird 
in  diesem  Gebiete  das  Integral  sowohl  wie  der  Logarithmus  eben 
nur,  wenn  Sß  mit  Sß  zusammenfallt,  und  dann  in  gleicher  Weise  un- 
endlich. __ 

Daher  ist  1>  durchaus  regulär,  wenn  Sß  und  5ß  innerhalb  der  Um- 
gebung U  von  83  verbleiben,  und  kann  in  eine  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  %  und  %  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden;  das- 
selbe gilt  also  auch  noch  von  dem  Differentialquotienten  dieser  Funktion 
nach  5: 

7)  5^  +  JF=*' 

da  eine  Potenzreihe  Glied  für  Glied  differenziert  werden  kann  und 
alsdann  wieder  ein  reguläres  Funktionenelement  liefert.  Läfst  man 
also  nach  der  Differentiation  Sß  mit  83  zusammenfallen,  so  ist 

(~)     +  - 

als  Funktion  von  $  in  83  und  seiner  Umgebung  U  regulär. 

Läfist  man  andererseits  Sß  in  der  Umgebung  von  83,  Sß  aber 
aufserhalb  dieses  Gebietes  sich  bewegen,  so  ist  für  diesen  Bereich  ä 
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selbst  durchaus  regulär  und  kann  daher  in  eine  Reihe  nach  Potenzen 
Ton  5r  entwickelt  werden,  deren  Koeffizienten  Funktionen  von  $  und 
auiserhalb  U  regulär  sind;  folglich  ist  auch  der  Differentialquotient 


(H),. 


9 
8 


in  welchem  wir  wieder  nach  der  Differentiation  Sß  haben  in  83  hinein- 
rücken lassen,  aufserhalb  dieses  Gebietes  regulär,  und  da  er  innerhalb 

desselben  nur  in  SB  und  dann  wie unstetig  wird,  so  ist  er  ein 

Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit  dem  Pole  85.    Wir  gewinnen 
daher  den  folgenden,  bald  noch  naher  zu  erörternden  Satz: 

Ist  3$  ein  beliebiger  endlicher  Punkt  der  Riemannschen  Flache 
und  %=*%  ($)  eine  Funktion,  welche  in  ihm  die  Ordnungszahl 
Eins  und  den  Koeffizienten  Eins  hat,  5r  =  *r  ($)  dieselbe  Funktion 
des  überstrichenen  Argumentes,  so  ergiebt  die  Differentiation 
des  Integrales  dritter  Gattung 


nach  *  für  Sß  =»  3$  ein  Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit 
dem  Pole  SS,  welches  in  35  wie unendlich  wird,  es  ist  also 

Geht  man  daher  nach  den  auf  S.  584  gegebenen  Vorschriften  vom 
Differentialquotienten  zum  Differential  über,  so  ist 


«)  'r"u-/A(^tW.t^l>"''>>' 

ebenfalls  ein  Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit  dem  Pole  $. 
Dieser  Satz  tritt  in  der  algebraischen  Untersuchung  der  Abdachen 
Integrale  an  die  Stelle  desjenigen  auf  S.  357,  welcher  ebenfalls  ein 
Integral  zweiter  Gattung  aus  einem  der  dritten  durch  Differentiation 
nach  einem  Parameter  bilden  lehrte.  Ein  Unterschied  besteht  nur 
insofern,  als  wir  damals  ein  transcendent,  jetzt  ein  algebraisch 
normiertes  Integral  dritter  Gattung  nach  dem  Parameter  differenziiert 
haben;  wir  haben  also  jetzt  auch  von  keiner  Periodizitataeigenschaft 
des  Integrals  dritter  Gattung  Gebrauch  machen  müssen,  und  daher 
ist  der  jetzige  Satz  von  elementarerem  Charakter  als  der  frühere. 
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Ferner  haben  wir  jetzt,  am  die  volle  Allgemeinheit  der  Unter- 
suchung aufrecht  zu  erhalten,  nicht  den  Differentialquotienten  nach  0, 
sondern  das  Differential  nach  dem  Parameter  Sß  gebildet;  wir  konnten 
aber  auch  vom  Differential  zum  Differentialquotienten  übergehen, 
wodurch  ja  das  Integral  blofs  mit  einer  Eonstanten  multipliziert  wird, 
dann  aber  haben  wir  eine  erst  durch  den  Unstetigkeitspunkt  des  Inte- 
grales bestimmte  Funktion  %  eingeführt.  Nehmen  wir  statt  dessen,  wie 
damals  den  Differentialquotienten  nach  der  bestimmten  Variabein  *,  d.  h. 
dividieren  wir  das  obige  Integral  t%  in  (8)  durch  de,  so  wird  dasselbe  für 
alle  diejenigen  Punkte  unbrauchbar,  für  welche  der  dem  Differentiale  dz 
zugehörige  Divisor  positive  Ordnungszahlen  erhalt,  der  Integrand  also 
unendlich  wird.  Demgemäis  haben  wir  auch  bei  der  entsprechenden 
Untersuchung  (s.  S.  354)  voraussetzen  müssen,  daß*  35  kein  Verzweigungs- 
punkt der  Riemannschen  Fläche  ist,  d.  h.  dafs  der  Differentialteiler  von 
dz  daselbst  die  Ordnungszahl  Null  hat.  Diese  Einschränkung  macht 
bei  vollständiger  Untersuchung  stets  eine  grofse  Zahl  unbequemer 
Unterscheidungen  notig,  sobald  man  den  Differentialquotienten  des 
Integrals  <£L  s  nach  einer  bestimmten  Variabein  *  bildet;  sie  kommt 
aber  ganz  in  Fortfall,  wenn  man  durchweg  blofs  mit  den  Differentialen 
operiert,  weil  dann  der  Integrand  durchweg  ein  reguläres  Verhalten 
zeigt,  oder  auch,  wenn  man  den  Differentialquotienten  nicht  nach  einer 
bestimmten  Variabein  J9  sondern  nach  einer  geeigneten  H  bildet 
Wenn  wir  schliesslich  zwischen  diesen  beiden  Möglichkeiten,  die  Unter- 
suchung in  uneingeschränkter  Allgemeinheit  weiterzufahren,  uns 
zu  entscheiden  haben,  so  geben  wir  der  ersten  den  Vorzug,  weil 
die  dauernde  Benutzung  der  Hilfsvariabeln  %  für  die  Folge  überflüssig 
und  sogar  schädlich  wäre. 

Aus  den  angegebenen  Gründen  ist  die  jetzige  elementare  und 
völlig  allgemeine  Ableitung  des  Integrals  zweiter  Gattung  aus  dem  der 
dritten  der  früheren  vorzuziehen. 


§3. 

Wir  sind  jetzt  imstande,  den  wesentlichsten  Fortschritt  der  Unter- 
suchung zu  vollziehen:  wir  differenziieren  die  Funktion  0  nach  dem 
Parameter  und  weisen  nach,  dafs  die  Differenz  der  beiden  Derivierten, 
welche  durch  Vertauschung  von  Sß  und  Sß  auseinander  hervorgehen,  nur 
noch  feste,  aber  keine  veränderlichen  Unendlichkeitsstellen  mehr  besitzt 

Bezeichnen  wir  mit  n  dieselbe  Funktion  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte und  beschränken  Sß  und  5ß  auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes 
85  von  *,  so  war  gezeigt  worden,  dafs  die  Differenz  (7) 
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an  n  —  n 

welche  durch  Differentiation  der  Funktion  #  in  (6)  noch  «  erhalten 
wurde,  sich  ebenso  wie  ^  selbst  regulär  verhalt,  wenn  man  $  ond  iß 
zusammenfallen  lalsi  Dasselbe  ist  auch  noch  der  Fall,  wenn  man 
diesen  Ausdruck  noch  einmal  nach  n  differenziert,  und  es  ist  also  auch,  da 

ist, 


dn        dn       («  —  "*)■ 

regulär,  wenn  Sß  und  Sß  innerhalb  der  Umgebung  von  83  zusammen- 
rücken. Die  gleiche  Eigenschaft  besitzt  natürlich  diejenige  Differenz, 
welche  aus  der  vorigen  hervorgeht,  wenn  man  durchweg  gestrichene 
und  ungestrichene  Variabein  vertauscht,  nämlich 

S\  dflQM)dT  l 

'  dn        dn        (n-n)*' 

Subtrahiert  man  also  (1)  und  (2)  voneinander,  so  fallt  das  Zusatz- 
glied  fort  und  es  folgt,  dals  auch  die  Differenz 

gv  gjKgJj)  dz       dQ($,$)dT 

'  dn        dn  dn        dn 

bei  Eoincidenz  von  $  und  Sß  regulär  bleibt  Gehen  wir  dann  schliess- 
lich durch  Multiplikation  mit  dx  du  von  den  Differentialquotienten  zu 
den  Differentialen  über,  und  machen  uns  hierdurch  von  der  eingeführten 
Hilftfunktion  %  unabhängig,  so  hat  sich  uns  ergeben,  dals  das  von 
zwei  Variabein  abhängige  Differential 

4)  H-^E*r«-*»9üÖcto«rf 

dz  at  t 

regulär  ist,  wenn  wir  den  einen  Punkt,  z.  B.  Sß  festhalten  und  den 
anderen  veränderlich  bleibenden  5ß  mit  ihm  zusammenrücken  lassen; 
das  Differential  besitzt  also,  wenn  wir  Sß  =  SS  annehmen,  keinen  Pol 
an  der  Stelle  $  —  SS. 

Wir  wollen  jetzt  noch  die  festen  Pole  des  Differentiales  H  be- 
stimmen. Setzen  wir  wieder  Sß  =  SS  und  betrachten  Sß  als  veränderlich, 
so  besitzt  nach  Gleichung  (5)  auf  S.  584  0  (8$,  Iß)  dg  den  Nenner  8 1£; 
bilden  wir  dann  das  Differential  dieses  Ausdruckes  nach  *,  so  ist  dies 
der  Minuendus  von  H,  und  der  Nenner  des  zugehörigen  Differential- 
teilers ist  nach  den  allgemeinen  Regeln  auf  S.293  gleich  SS  Sß£  *• 

Andererseits  ist  der  Subtrahend,  für  Sß  =  SS  in  seiner  Abhängig- 
keit von  5ß  betrachtet,  nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  gerade 
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das  Differential  des  Elementarintegrales  zweiter  Gattung  mit  dem 
Pole  ©;  der  Nenner  des  zugehörigen  Differentialteilers  ist  also  nur  33 
und  enthalt  keine  Potenz  von  Sß^.  Bei  der  Subtraktion  beider  Aus- 
drücke hebt  sich  nun,  wie  im  vorigen  Absätze  bewiesen  wurde,  der 
Nenner  ©  fort,  und  der  Differentialteiler  von  H  enthalt  also  nur  eine 
Potenz  von  Sß^  in  diesem  Nenner,  welche  allein  von  dem  Minuendus 
von  H  herrührt. 

Es  geht  somit  aus  diesen  Betrachtungen  hervor,  dafs  die  Differenz  H, 
wenn  man  den  Punkt  Sß  irgendwie  im  Endlichen  fixiert  und  H  als 
Funktion  von  Sß  betrachtet,  nur  noch  die  eine  feste  Unendlichkeits- 
stelle ?ßÄ  besitzt,  während  sich  die  im  Punkte  5ß  einstellenden  Un- 
stetigkeiten  der  beiden  Teile  der  Differenz  gegenseitig  kompensieren. 
Ganz  das  Gleiche  gilt  natürlich  wegen  der  Symmetrie  dieses  Aus- 
druckes, wenn  man  umgekehrt  Sß  fixiert  und  Sß  in  seiner  Veränderlich- 
keit erhalt.  Wir  erhalten  somit  folgendes  Fundamentaltheorem,  welches 
die  Quelle  des  Satzes  von  der  Yertauschung  von  Parameter  und 
Argument  ist: 

Die  Differenz 

4)  H-*B£*>d.G-**Sf&MB 

'  dz  de 

ist  in  Bezug  auf  jedes  der  beiden  Variabeinsysteme  ein 
Differential  zweiter  Gattung  mit  dem  einzigen  Pole  ^  resp.  Sß«,. 
Dabei  besitzt  in  Beziehung  auf  den  Punkt  Sß  nur  der  Sub- 
trahend bei  Sß^,  in  Beziehung  auf  den  Punkt  5ß  nur  der 
Minuend  bei  Sß^  eine  negative  Ordnungszahl. 

Es  ist  also  auch  H  in  Bezug  auf  jedes  der  beiden  Variabeinsysteme 
nach  den  Regeln  der  vorigen  Vorlesung  als  Differential  zweiter  Gattung 
darstellbar.  Bildet  man  aber  für  das  zugehörige  Integral  den  Hauptteil 
der  Reihenentwickelungen  in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen 
Stelle,  so  hat  man,  soweit  die  Abhängigkeit  von  Sß  in  Betracht  kommt, 
nnr  den  Subtrahenden,  in  Bezug  auf  Sß  aber  nur  den  Minuenden  zu 
berücksichtigen. 

§4. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Differenz  H  mit  Hilfe  des  früher 
entwickelten  vollständigen  Systems  von  Differentialen  erster  und  zweiter 
Gattung  wirklich  darzustellen  und  zu  diesem  Zwecke  die  Hauptteile 
der  Reihenentwickelungen  in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen  Stelle 
zu  bilden. 
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Bei  dieser  Untersuchung  wollen  wir,  wenn  wir  z.  B.  eine  in  dem 
Körper  K(z,  u)  enthaltene  Funktion  qp(Sß)  in  der  Umgebung  von  $K 
entwickeln: 

m_  m — 1  _1_ 

+  «.  +  «,(y)"+  -, 
den  Hauptteil  dieser  Reihe  kurz  durch 

m-«-.(4)  *+■•■+ «-»(4)  " 

darstellen.  Ebenso  bezeichnen  wir  den  Hauptteil  einer  Funktion  qp0jj) 
des  Körpers  K(J7ü)  durch  [<p].  Dann  ist  es  evident,  dals  bei  Ein- 
führung dieses  Zeichens 

[»  +  *]- W  +  W 
und  för  konstantes  c 

[cg>]  —  cfop] 
ist. 

Unterwerfen  wir  nun  zunächst  die  Abhängigkeit  obiger  Differenz 
von  dem  gestrichenen  Argument  Sß  der  Untersuchung,  so  haben  wir 
in  dem  Ausdrucke 

*r,  u  als  konstant,  5,  ü  als  veränderlich  anzusehen  und  in_der  Um- 
gebung von  (£  =  oc)  zu  entwickeln.  Da  aber  daselbst  £**>  in  der 
Ordnung  (ftAn  +  A)  unendlich  wird,  so  ist 

*  *— i 

—       /lT**"  /ix"*"" 

1)  |»^(j)  +A(|)  +..., 

und  ferner  ist 


T(ä) 

Bilden  wir  also  das  Produkt,    __   und  dessen  Hauptteil,  so  ist 

TW 
denn  alle  folgenden  Glieder  liefern  keinen  Hauptteil  mehr,  weil       ^ 

in  Sß^  bereits  eine  positive  Ordnungszahl  erhalt;  fftr  Ä  =  0  fallt  also 
der  Hauptteil  ganz  fort,  da  die  Funktion  daselbst  regulär  ist  Multi- 
pliziert man  diese  Gleichung  mit  ijMd*,  welches  in  Beziehung  auf  $ 
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konstant  ist,  und  summiert  alsdann   über  h  von  0  bis  n  —  1,    so  er- 
giebt  sich,  da  fi0  =  0  ist, 


[eCp,f)d*] — 


"w— 1 


2«w,w 


i_    »• 


de 


"^  jy  *  •  [£] + *•*  •  [ff ] + •  •  • + •"-^«-  [£■] ). 


oder  kürzer 


2)      -  [*(*  fD*]  =2  ^^"'""^'[zs^rl- 

10  L*  J 

Nun  wird  aber  die  Funktion 

|W  _ 

in  Sß^  in  der  Ordnung 

(phn  +  h)  —  n(ph  —  yk)  —  yAn  +  h 

unendlich;  diese  Zahl  ist  aber  nach  (10a)  auf  S.  571  ein  bestimmtes 
Element  q{  der  Reihe  qu  q%,  . . .  fy,  und  man  erhalt,  wenn  man  h  und  yA 
alle  in  der  obigen  Doppelsamme  auftretenden  Werte  annehmen  Bist,  jede 
dieser  Zahlen  und  jede  nur  einmal.  Bei  Festhaltung  der  damals  eingeführten 
Bezeichnungen  ergiebt  sich  also,  dafs  die  Funktion  <Ph,rh  m<$*m  derselben 
Ordnung  unendlich  wird  wie  das  zur  Zahl  Qt  gehörige  Integral  t,-;  wir 
können  somit  auch  (phtYh  geradezu  durch  U  ersetzen,  wenn  wir  nämlich 
die  Festsetzung  treffen,  dals  der  Hauptteil  von  U  mit  dem  von  <fk,Yh 
identisch,  also 

sein  soll;  hierdurch  ist  U  erst,  abgesehen  von  einem  Integral  erster 
Gattung,,  bestimmt  Es  ist  aber  in  der  obigen  Summe  [g>*iyJ  mit 
dem  Differentiale 

multipliziert,  und  es  kann  also  (s.  d.  Formel  (10)  auf  S.  571)  das  all- 
gemeine Glied  der  Summe  (2)  durch 

<M?)«(S) 

ersetzt  werden,  wobei  der  Index  i  durch  die  Gleichung  gt  =  ykn  +  h 
bestimmt  ist    Dann  tritt  an  die  Stelle  der  obigen  Summe  die  andere 
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t— 1 
und  wir  gelangen  daher  zn  folgendem  Satze: 
Das  Differential 

i)  e  Cp,f )  d, + dw^mtä)  +  *«,<$)**($) +■■-+  <*«v($K(?) 

wird,  ab  Funktion  von  Sß  betrachtet,  bei  (jg  =  <x>)  nicht  mehr 
unendlich.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  dem  Differentiale 
dieses  Ausdrucks  in  Bezug  auf  $: 

In  Beziehung  auf  Sß  ist  (I)  ein  Differential  dritter  Gattung 
mit  den  logarithmischen  Stellen  $„,  5ß,  (II)  ein  Differential 
zweiter  Gattung  mit  dem  Pole  erster  Ordnung  Sß. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  folgt  daraus,  dals  wir  zu  dem  Differentiale 
0($,ty)dz,  resp.  ^=d(^,^)dedlf  welches  nach  dem  Früheren  Ton 
der  dritten,  resp.  zweiten  Gattung  ist,  nur  eine  Summe  hinzugefugt 
haben,  welche  in  Bezug  auf  $  ein  Differential  erster  Gattung  ist  und 
daher  die  Unstetigkeitseigenschaften  des  Differentials  nicht  verändert 
Vertauschen  wir  nun  in  dem  Differentiale  (II)  die  Punkte  $ 
und  Sß  und  subtrahieren  den  so  erhaltenen  Ausdruck 

Ha)  A($,  $)  -  d9ft'*>dMdi  +  du/MdW)  +•  •  +  **(f)«M*) 

Ton  dem  ersten,  so  ist  die  Differenz  nach  dem  Satze  auf  S.  589  für  die 
endlichen  Punkte  regulär  und  wird  nach  dem  letzten  auch  in  $„  und  $„ 
nicht  mehr  unendlich;  diese  Differenz  ist  also  in  Beziehung  auf  jede 
der  beiden  Variabein  ein  Differential  erster  Gattung.  Daher  ist  sie 
eine  bilineare  Form  der  Differentiale 

und 

*«kOP)i  <**0P),.  ■•**(?), 

d.  h.  es  ist 


<,*«i 
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wobei  die  Koeffizienten  aik  Eonstanten  sind.  Da  ferner  die  linke  Seite 
der  Gleichung  bei  Vertauschung  von  Sß  und  ?ß  das  Zeichen  wechselt, 
so  gilt  das  gleiche  von  der  rechten,  und  folglich  ist  aik  =  —  ak{.  Die 
Bilinearform  l>aikXiyk  ist  daher  eine  sogenannte  alternierende  Form. 
Wir  können  jetzt  schließlich  die  Fundamentalintegrale  zweiter 
Gattung  <i,  <2, . . .  tp  durch  Hinzufügung  von  Integralen  erster  Gattung 
noch  so  verändern,  dafs  die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
stehende  Bilinearform  ganz  fortfallt.    Ersetzen  wir  nämlich 

tt($)    durch    ^)  +  ciitr1(^)  +  Cfttr,(^)+...  +  cip^(^), 
so  tritt  an  die  Stelle  von 

Afo,f)  -  ^Md,d*  +2dwt($)dtt<® 

{=1 

der  Differentialausdruck 

!>(¥,¥)  -  ^L^däd*  +2d«"(^)  {«**($)  +^cikdm 

und  es  ist 

2>(ft®-I>(M)-^ 

Folglich  wird 

D(M)-.D(f,¥)-Of 
wenn  die  p%  Eonstanten  cik  so  bestimmt  werden,  dais 

Cik  —  cki~ak(  (t,fc  =  i,2,...jp) 

ist.  Dies  aber  ist  stets  und  sogar  auf  unendlich  viele  Arten  zu  er- 
reichen; denn  fügt  man  zu  den  obigen  Gleichungen,  welche  nur 
-  p  (p  —  1)    Gleichungen    repräsentieren,    weil   a,*  =  —  aki  ist,   noch 

-|>(p+l)  weitere: 

Cik  +  Cki  —  Sik  (t,*  =  1,  2, . .  .p) 

hinzu,  so  ist  slJk  =  sftl-,  und  man  erhalt 

Hierbei  kann  das  symmetrische  System  sik  ganz  beliebig  gewählt 
werden;  die  Integrale  zweiter  Gattung  werden  also  durch  die  angegebene 
Normierung  noch  nicht  völlig  bestimmt.  Wir  haben  so  den  folgenden 
Satz  gewonnen,  den  wir  als  den  Vertauschungssatz  der  Diffe- 
rentiale bezeichnen: 

Bei    passender    algebraischer    Normierung    der    Integrale 

erster  und  zweiter  Gattung  in  Beziehung  auf  die  Variable  * 

bleibt  der  Differentialausdruck 

Hantel  u.  Landeberg,  Algebraische  Funktionen  ete.  38 
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d  z 
bei  Vertauschung  von  Sß  und  $  ungeändert.    Das  gleiche  gilt 
auch  von  jedem  Ausdrucke,  der  aus  dem  vorigen  durch  Hinzu- 
fftgung    einer    symmetrischen    Bilinearform    der    Differentiale 
erster  Gattung 

Z8ihdWt($)dWk($)  (t,ft  =  i,2,...p) 

erhalten  wird. 

Aus  diesem  Theoreme  ergiebt  sich,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  zeigen 
wollen,  der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
bei  Integralen  dritter  Gattung  samt  allen  seinen  Eonsequenzen.  In 
der  obigen  Form  ist  er  zunächst  eine  rein  algebraische  Identität,  durch 
welche  festgestellt  wird,  dafs  eine  dem  Körper  K(e,u\  0,ü)  angehorige 
Qröfse  bei  Vertauschung  der  Argumentpaare  ungeändert  bleibt  Wir 
wollen  diese  Gleichung  an  dem  Beispiele  der  hyperelliptischen  Körper 
durch  Rechnung  bestätigen. 

§5. 
Ein  hyperelliptisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  können  wir  nach 
S.  549  in  der  Form 

1)  u*-g(M) 
annehmen,  worin  die  ganze  Funktion 

2)  g(*)  =  <*p+iJ*+1  +  c%p8*P+-+c1*  +  c0    (**,+! +  °) 

von  ungeradem  Grade  ist.  Alsdann  ist  der  unendlich  ferne  Punkt 
Verzweigungspunkt,  und  da  also  die  beiden  Blätter  im  Unendlichen 
zusammenhangen,  so  ist  %9 

'"* 

eine  solche  Variable,  wie  wir  sie  der  ganzen  vorhergehenden  Entwickelung 
zu  Grunde  gelegt  haben. 

Die    Elemente    des    Fundamentalsystems   für    die    ganzen   Funk- 


tionen  sind                          wo)  wm  i 

iw-«, 

also  die  des  reciproken  Systems 

,(0)  .  .*., 

*»-& 

denn  die  Zusammensetzung  der  aus  den  Konjugierten  gebildeten  Systeme 


ergiebt  das  Einheitssystem. 

Digitized  by  VjOOQIC 


§  5.   Der  Vertauechungssatz  für  hyperelliptische  Gebilde.  595 

Da  ferner  (it^p  ist,  so  erhalten  wir  bei  Anwendung  der  Sätze 
des  §  2  der  vorigen  Vorlesung  folgende  beiden  Systeme  von  Funda- 
mentalintegralen erster  und  zweiter  Gattung: 


Cz*~Xdz  Cz*-*dz  Cdz 

Cz*dz  fz'+Uz  Czl*-ldz 

für  welche  die  zugehörigen  Ordnungen  des  Null-  und  Unendlich- 
werdens die  folgenden  sind: 

Qi  —  !>    ft  —  3>    fr  —  6,  ...  fr  —  2p  -  1. 

Die  Integrale  erster  Gattung  behalten  wir  in  der  Folge  bei,  die  der 
zweiten  treten  nur  provisorisch  auf  und  sollen  später  durch  ein  anderes 
Fundamentalsystem  tlf  t^,  . . .  tp  mit  gleichen  Eigenschaften  ersetzt 
werden. 

Die  Funktion  0  erhalt  hier  die  Form 

T®ff®+WWl)     i  1+v      i   u+ü 


•0M9' 


z  —  z  2    z  —z         2u    z  —  z 


und   diese   Funktion  ist  nach  z  zu  differenzieren.    Man  hat  also   die 
Differenz  zu  bilden: 

^2t«d*\*-*/         2udz\z-z/J  u 

Wertet  man  diese  Differenz  hier  direkt  aus,  so  findet  man 

dz\z  —  z)         (z  —  z)*  "*"  2(z—z)u 


dl 


also 


2T« 


2fe  — *)*t*u 


wo  nun  der  Zähler  eine  ganze  Funktion  von  z  und  z  ist,  welche  durch 
(I—  z)*  teilbar  sein  mufs,  weil  KdzdJ  in  Beziehung  auf  beide  Variabein- 
systeme ein  Differential  zweiter  Gattung  ist.  In  der  That  ergiebt  sich, 
wenn  zunächst  r  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist  und  wir  g(z)  —  zr 
annehmen: 

S8* 
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* '  -  *"  -  i r  (■jr~i + *""1)  (7-  *) 

(#r-i+r-fjr+...+jr-,)_r.(r_i  +  ä,-1) 

-(l-J)^-»  +  (8-J-)r-«#  +  (»-f)i^*»+-+(r-l-J)--» 

-2(*-T)y"1"*,l",i 

diese  Summe  kann  man  auch  in  der  Form  schreiben: 

wobei  die  Zahlen  a  und  ß  nicht  negativ  und  der  Bedingung  a  +  ß  =  r  —  2 
unterworfen  sind;  für  r  =  0, 1  und  2  wird  die  Summe  gleich  Null 
Da  nun 


ip+i 


,erzr 
ist;  so  folgt  jetzt 

9(*)-9(*)  -  4 (•  (*)  +  •(*))  (*-*)        ^fl 

in   welcher  die  Zahlen  a,  ß  =  0, 1,  2, . . .  nur  noch   der   einen   Be- 
dingung unterliegen,  dafe  r  ^  2p  +  1,  also 

«  +  0  <5  *P  -  1 
ist.    Somit  ergiebt  sich  in  der  That 

wo  unter  dem  Summenzeichen  nur  noch  Differentiale  erster  und  zweiter 
Gattung  stehen.  Hierbei  sind,  wie  es  sein  mufs,  niemals  zwei  Diffe- 
rentiale zweiter  Gattung  miteinander  multipliziert;  denn  da  a  +  ß<^2p—l 
ist,  so  kann  nicht  zugleich  a  ^>  jp,  ß  ^>p  sein;  man  kann  also  wirklich 
A  als  bilinearen  Ausdruck  darstellen,  in  welchem  immer  ein  Differential 
der  zweiten  Gattung  mit  einem  solchen  der  ersten  oder  aber  zwei 
Differentiale  der  ersten  Gattung  miteinander  multipliziert  sind. 
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Wir  zerlegen  demgemäß  obige  Summe  in  folgende  drei  Teile: 


^(ß-^C+fi+t^^-    L£    (a^p) 


+201— )*+,+.-^    *£.<ß^P) 

+2(ß-«)ca+ß+tJ>^L  •£   (a,ß<p) 

von  denen  der  erste  die  Glieder  mit  Differentialen  zweiter  Gattung  in 
Beziehung  auf  Sß,  der  zweite  die  Glieder  mit  ebensolchen  Differentialen 
in  Beziehung  auf  Sß,  der  dritte  die  alternierende  Bilinearform  der 
Differentiale  erster  Gattung  enthalt.  Es  ist  also  in  der  ersten  Summe 
das  Differential  { 

dtViW)  =\ud*  (t-i,V..jp) 

multipliziert  mit 

während  die  zweite  Summe  aus  der  ersten,  abgesehen  vom  Zeichen, 
durch  Vertauschung  von  Sß  und  Sß  entsteht.  Ferner  kann  man  die 
dritte  Summe  noch  weiter  in  die  Differenz  der  beiden  auseinander 
durch  Vertauschung  von  5ß  und  Sß  hervorgehenden  Teile  zerlegen: 

^(0-«)ca+/,+2    2_-    _  und  ^  («-#<«+/*+* -^     -^ 
und  hier  ist  in  dem  ersten  Bestandteile  cfo/($)  multipliziert  mit 

—  Cup-Q+idWi-iffi). 

Ersetzt  man  also  jetzt  t,(5ß)  durch  das  Integral 
2)  *(*)-(»»-l)*,+i*(?)  +  (»t-»)*,*i-iOP)  +. ..+  <*,_,+,*!($) 

^(^i-l)*^  **+<-* +  (2^ 

+  (t-  1)  <*„_,+!  s*-1  +  (t-2)  *,_,**-»  +  •••  +  et,-«+i**-'+1) 
oder  + 

2a)  fcOß)  =/  £  2  (2<  -  A)  *,+,_.  ,«■+'-», 
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welches  in  5ßÄ  dieselbe  Ordnungszahl  besitzt,  wie  r<(?ß),  weil  der  eiste 
Koeffizient  Ctp+\  der  Funktion  g(e)  von  Null  verschieden  ist,  so  gilt 
der  Vertauschungssatz  für  hyperelliptische  Differentiale  in  folgender  Form: 

Der  Differentialaufldruck 

in  welchem  die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  t0,($) 
und  ti(ty)  durch  die  Formeln  (1)  und  (2a)  erklärt  sind,  bleibt 
bei  Vertauschung  von  Sß  und  Sß  ungeändert. 
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Aufstellung  sämtlicher  Differentiale  zweiter  Gattung,  welche  Vertauschung  von 
Parameter  und  Argument  gestatten.  —  Der  Vertauschungssatz  für  die  Integrale 
dritter  Gattung.  —  Der  Vertauschungssatz  für  die  Integrale  zweiter  Gattung.  — 
Der  Vertauschungssatz  für  Integrationswege,  die  sich  schneiden.  —  Charakteristik 
zweier  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche.  —  Charakteristik  zweier  Perioden- 
wege. —  Geschlossene  Wege,  für  welche  die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  verschwinden,  zerlegen  die  Riemannsche  Fläche  in  zwei  getrennte  Teile. 

§1. 

Wir  haben   in  der  vorigen  Vorlesung  bewiesen,   dafs  der  in  §  4 
gebildete  und  erklärte  Differentialausdruck 

1)    D  ($,f )  -  dB£®  d*  dz  +  <*«,(¥)  dt,  (f)  +•  •  •+  dWp($)  dtpffi, 

welcher  in  Beziehung  auf  das  Argument  Sß  ein  Differential  zweiter 
Gattung  mit  dem  einzigen  und  einfachen  Pole  Sß  darstellt,  die 
Eigenschaft  besitzt,  bei  Vertauschung  von  Sß  und  Sß,  d.  i.  von  Argument 
und  Parameter,  ungeändert  zu  bleiben.  Dasselbe  ist  auch  noch  der 
Fall,  wenn  man  zu  2)(5ß,  Sß)  eine  bilineare  Form  der  Differentiale 
erster  Gattung 

lsikdwi(^)dwk(^)  (t\*-i,*,...jO 


hinzufügt  und  die  p*  Eonstanten  sik  als  ein  symmetrisches,  aber  im 
übrigen  beliebiges  System  wählt.  Wir  wollen  nun  aber  zunächst 
zeigen,  dafs  es  au&er  den  soeben  charakterisierten  Differentialausdrücken 
keine  anderen  Elementardifferentiale  zweiter  Gattung  mit  dem  un- 
bestimmt bleibenden  Pole  Sß  giebt,  welche  die  Eigenschaft  der  Ver- 
tauschbarkeit  von  Argument  und  Parameter  besitzen. 

In  der  That,  jedes  derartige  Elementarintegral  zweiter  Gattung  ist 
in  der  Form  darstellbar: 

worin  rt,...rp  irgend  welche  von  Sß  allein  abhängige  Groben  sind. 
Da  nun  D  ßß,  Sß)  =  D  (iß,  5ß)  ist,  so  besitzt  die  obige  Summe  dann 
und  nur  dann  ebenfalls  die  Eigenschaft  der  Symmetrie,  wenn 
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i\  ($)<*«,($)  +•  •  +  r,($  )*«,&)  -  r^^iCP) + •  •  •+ r,Cß)<*«v(?) 

ist.    Fixiert  man  nun  den  Punkt  Sß,  so  gilt  eine  Proportion  der  Form 

und  die  Eonstanten  Cj,  Cj, . . .  Cp  sind  nicht  alle  Null,  weil  die  Differential- 
klasse W  primitiv  ist;  dann  folgt,  daJs  auch 

c1rlm  +  ctriw)+.-+cprp($) 

ein  Differential  erster  Gattung  sein  mufs,  weil  dasselbe  für  die  linke 
Seite  obiger  Gleichung  gilt.  Da  nun  das  System  (c^  %, . . .  Cp)  einen 
beliebigen  Punkt  der  Hauptkurve  H  darstellt,  so  kann  man  in  mannig- 
facher Weise  p  verschiedene  derartige  lineare  Kombinationen  der  [",-($) 
so  herstellen,  dafc  die  Determinante  der  Koeffizienten  von  Null  ver- 
schieden ist;  es  mufs  daher  auch  jedes  l~,(?ß)  selbst  ein  Differential  erster 
Gattung,  also 

r«(*)-Jj*»**CP) 

sein,  und  folglich  ist  die  Summe 

i  ik 

Damit  aber  diese  die  Eigenschaft  der  Vertauschbarkeit  von  Sß  und  $ 
besitze,  ist  schließlich  erforderlich,  dafs  sik  =  Sa  sei,  womit  unsere 
Behauptung  erwiesen  ist.     Wir  erhalten  so  den  Satz: 

Bedeutet  (sik)  ein  beliebig  symmetrisches  Konstantensystem 
vonp*  Elementen,  so  erhalten  wir  in  dem  Ausdrucke 

ik 

sämtliche  Differentiale  zweiter  Gattung  mit  dem  einzigen 
und  einfachen  Pole  Sß,  welche  die  Vertauschung  des  Argu- 
mentes Sß  und  des  Parameters  Sß  gestatten. 

§2. 
Wir  gehen  jetzt  zu  der  Integralform  des  Yertauschungssatzes  über, 
indem  wir  die  veränderlichen  Punkte  Sß  und  $  auf  zwei  bestimmten 
Wegen  s  und  a  fortrücken  lassen,  von  denen  der  erste  s  sich  von  ^ 
nach  Sß2,  der  zweite  6  von  Oj  nach  Dg  erstrecken  möge,  und  sodann 
den  Differentialausdruck  D  Oß,  ^ß)  über  diese  beiden  Wege  integrieren. 
Hierbei  wollen  wir  aber  zunächst  die  Voraussetzung  machen,  dafs  die 
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Wege  8  und  ö  sich  nicht  schneiden.  Alsdann  können  wir,  wenn  Sß 
ein  beliebiger  Punkt  des  Weges  s  ist,  den  Punkt  Sß  auf  dem  Wege  ö 
von  Ot  nach  D,  fortrücken  lassen  und  zunächst  über  a  integrieren, 
ohne  dafs  dabei  die  Funktion  0(5ß,Sß)  jemals  unstetig  würde;  denn 
diese  Funktion  wird  ja  im  Endlichen  eben  nur  dann  unendlich,  wenn 
Sß  mit  Sß  zusammenfallt  Daher  lafst  sich  in  dem  ersten  Gliede  der 
Summe  D(?ß,  Sß)  die  Integration  ausführen,  denn  es  ist  bei  festem  Sß 


I- 


Äi?=j(?rDj)_J(f)Ql). 


Hingegen  wäre  diese  Gleichung  ohne  die  Annahme,  dals  die  Wege  s 
und  o  keinen  Punkt  gemein  haben,  für  diejenigen  Punkte  Sß  unrichtig, 
welche  Schnittpunkte  von  s  und  a  sind. 

Nachdem  diese  erste  Integration  vollzogen  ist,  können  wir  sodann 
auch  in  Beziehung  auf  Sß  integrieren,  indem  wir  diesen  Punkt  auf 
dem  Wege  s  von  ^  nach  Sß,  wandern  lassen.  Wir  erhalten  so,  wenn 
wir  die  Feststellungen  des  vorigen  Kapitels  auf  S.  594  hinzunehmen, 
folgenden  Fundamentalsatz,  den  Satz  von  der  Vertauschung  von  Argu- 
ment und  Parameter  bei  den  Elementarintegralen  dritter  Gattung: 

Das  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  Grenzen  ?ßt 
und  <ß2  und  den  Unstetigkeitspunkten  Dt  und  Dg,  denen 
die  Residuen  —  1  und  +  1  zugehören: 


A*o.o.  =  ZW  Oi)  -  ÖOP»  Ol))«*' 


1) 

+ 


bleibt  ungeändert,  wenn  man  den  ersten  und  zweiten  Unstetig- 
keitspunkt  mit  der  unteren  und  oberen  Grenze  vertauscht;  es 
ist  also 


2)  / däotO,8-  J  däsßv 


«.; 


hierbei  sind  aber  die  Integrale  so  zu  erstrecken,  dals  sich 
die  Wege  5  =  ^^  und  <y  =  Oj  Qg  nicht  schneiden.  Die 
gleiche  Eigenschaft  besitzt  auch  jedes  Elementarintegral  dritter 
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Gattung,  welches  ans  dem  vorigen  durch  Hinzufugung  einer 
Summe 


^?sik JdWjjdWk 


(t\*-i,  2,.  ..p) 


entsteht^  wenn  das  Koeffizientensystem  (sa)  symmetrisch  ist 
Aufser  diesen  Integralen  giebt  es  aber  keine  anderen  Elementar- 
integrale dritter  Gattung,  welche  die  Yertauschong  der  Argu- 
mente ty1}  5ß3  und  der  Parameter  Dx,  Dj  gestatten. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  ist,  wie  man  sofort  sieht,  eine  unmittelbare 
Eonsequenz  desjenigen,  welcher  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  aus- 
gesprochen wurde.  Denn  man  kann,  wie  eben  gezeigt,  von  der  in  der 
vorigen  Vorlesung  bewiesenen  Differentialformel 

D0ß,f)  =  D(f,<ß) 

unmittelbar  zu  der  Integralgleichung  (2)  gelangen  und  umgekehrt  von 
dieser  durch  Differentiation  zu  jener  zurückkehren. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Integranden  des  Integrals  «»OjcOß): 

p  o, 

so  ist  derselbe,  in  seiner  Abhängigkeit  von  Sß  aufgefaßt,  natürlich 
eine  Funktion  des  Körpers;  fassen  wir  aber  seine  Abhängigkeit  von 
einem  der  beiden  Unstetigkeitspunkte,  z.  B.  von  Qj,  ins  Auge,  so 
ergiebt  sich  das  bemerkenswerte  Resultat,  dafe  er  eine  transcendente 
Funktion    desselben    ist.      Denn    es    hangt   zwar    00ß,  E^)    von    Qg 

algebraisch  ab,  aber  jedes  der  p  Integrale   /  dU  ist  ein  Integral  zweiter 

Gattung,  welches  nicht  auf  algebraische  Funktionen  zurückführbar 
ist,  und  das  gleiche  gilt  also  auch  von  dem  obigen  Integranden 
G?OiOi(^ß)-  Dieser  ist  vielmehr  in  seiner  Abhängigkeit  von  Dg  nach 
den  Ergebnissen  der  zweiunddreifsigsten  Vorlesung  ein  eigentliches 
Integral  mit  zwei  polaren  TJnstetigkeiten,  welche  bei  Sß  und  Sß^  gelegen 
sind  und  von  denen  die  erste  die  Ordnungszahl  Eins  besitzt,  während  die 
Ordnung  der  zweiten  höher  und  durch  die  Zahlenreihe  ft,  ft, . . .  qp 
zu  bestimmen  ist.  Diese  Feststellungen  bleiben  offenbar  auch  dann 
bestehen,  wenn  wir  zu  obigem  Integranden  noch  irgend  einen  sym- 
metrischen Ausdruck 
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hinzufügen.    Daher  gilt  der  Satz: 

Ein  Elementarintegral  dritter  Gattung,  dessen  Integrand 
algebraisch   von    seinen  TJnstetigkeitspunkten   C^    und    D, 
abhäi)gt;  läfet  niemals  Yertauschnng  der  Argumente  und  der 
Parameter  zu;  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung,  welches 
diese  Vertauschung  gestattet,  besitzt  stets  einen  Integranden, 
welcher,  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  Parametern  betrachtet, 
ein  eigentliches  Integral  zweiter  Gattung  ist. 
Dieser  Satz  ergab  sich  bei  der  analogen  Untersuchung  auf  S.  357  flg. 
nicht;  es  blieb  damals  unentschieden,  in  welcher  Weise  der  Integrand 
eines  Integrals,  welches  die  Vertauschung  gestattet,  von  seinen  Para- 
metern abhängt.    Wir  sehen  hier,  dals  wir  bei  der  Bildung  eines  der- 
artigen Integranden  zwar  aus  dem  Kreise  der  Funktionen  des  Körpers, 
nicht  aber  aus   dem   Kreise  der  aus  ihnen  hervorgehenden   Integrale 
mit  polaren  Unstetigkeiten  heraustreten.     Die  Verschiedenartigkeit  der 
Abhängigkeit  eines  derartigen  Integranden  von  Argument  und  Parameter 
bildet  alsdann  die  Grundlage  für  alle  weitergehenden  Untersuchungen. 
Ein  ähnlicher  Satz,  wie  der  soeben  für  Integrale  dritter  Gattung 
abgeleitete  Vertauschungssatz,    besteht    auch   für   solche   der  zweiten 
Gattung.    Wir  erhalten  ihn  entweder,  indem  wir  in  der  Formel  (1) 
&!  und  Dj  in  einen  einzigen  Punkt  Sß  zusammenrücken  lassen,  oder 
auch,  indem  wir  die  Grundgleichung 

D0ß,f)  =  D(f,$) 

bei  festem  Sß  nur  in  Beziehung  auf  Sß  von  ?ßt  bis  Sß2  integrieren.     In 
beiden  Fällen  ergiebt  sich  die  Gleichung 


3) 


di(e  (f ,  $,)  -  e  (p,  &))  +^dwi(^)fdth 


welche  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen  ist,  dals  der  Punkt  ^S 
nicht  auf  dem  Integrationswege  s  =  5ßi^ß2  gelegen  ist.  Diese  Gleichung 
findet  bei  Berücksichtigung  der  Formel  (8)  auf  S.  586  in  folgendem 
Satze  ihren  Ausdruck: 
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Betrachtet   man   das   Integral  zweiter   Gattung   mit  dem 
Ulistetigkeitepunkte  erster  Ordnung  5ß 


4)        ._  feg«, 


1=1  «=i 

5) 


dz 

bei  festgehaltenen  Ghrenzen  und  festem  Integrationswege  in 
seiner  Abhängigkeit  von  dem  Pole  Sß,  so  ist  es  in  Beziehung 
auf  diesen  ein  Abelsches  Differential  mit  den  Unstetigkeits- 
punkten  fyl9  $&,  ^;  es  ist  nämlich 

•=i  «=i 

—  (ti  =  Jdwi}     ßi^Jdti, 

worin  der  dem   ersten  Gliede  der  Summe  zugehörige  Divisor 

den  Nenner  SßjSß^   der   zum   zweiten   Gliede   gehörige   einen 

Nenner  Sß£  besitzt,  wahrend  das  dritte  Glied  ein  Differential 

erster  Gattung,  der  zugehörige  Divisor  also  ganz  ist. 

Dieser  Satz  tritt  in  der  algebraischen  Untersuchung  an  die  Stelle  des 

Satzes  (V)   auf  S.  356  flg.;   er  kann   im   weiteren  Verlaufe    der  Ent- 

wickelung    mit    diesem    in    völlige  Übereinstimmung   gesetzt  werden. 

Auch    hier    giebt    aber    die    algebraische    Untersuchung  ein    besseres 

Resultat  als  die  funktionentheoretische,  weil  sie  unmittelbar  Aufschluß 

giebt,    in    welcher    Weise    ein    auf    algebraischem    Wege    gebildetes 

Elementarintegral   zweiter   Gattung   von  seinem   Pole  abhängt    Eine 

ebenso   vollständige   Erkenntnis   kann   aus   dem  Salze  (V)  auf  S.  356 

nicht  oder  wenigstens  nicht  direkt  gewonnen  werden. 

Die  Formel  (5)  kann  noch  in  anderer  Weise  interpretiert  werden, 
wenn  man  die  auftretenden  Integrale  als  Funktionen  ihrer  oberen 
Grenze  ?ß8  betrachtet.  Es  wird  nämlich  ftl«fl«m  ein  Elementarintegral 
zweiter  Gattung  mit  unbestimmt  bleibendem  Pole  als  Summe  einer 
Funktion  des  Körpers  und  der  2p  Fundamentalintegrale 

fdwh       Jdti  (»-1,«....?) 

dargestellt.  Die  Möglichkeit  solcher  Darstellung  ist  durch  den  Satz 
auf  S.  574  bereits  festgestellt,  durch  die  Gleichung  (5)  wird  sie  für 
ein  Integral  mit  unbestimmtem  Pole  Sß  ausgeführt;  dabei  ergiebt  sich 
noch,  dafs  die  Koeffizienten  in  Beziehung  auf  Sß  Differentiale  erster 
und  zweiter  Gattung  sind. 
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§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  für  den  weiteren  Fortgang  der  Entwickelung 
entscheidende  Erörterung  anstellen,  in  welcher  Weise  sich  der  Ver- 
tauschungssatz  für  Integrale  dritter  Gattung  modifiziert,  wenn  die 
Integrationswege  8  und  a  sich  schneiden. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir,  wenn  wieder  s  =  ?ßi$s,  <*  =  C^D, 
ist,  wie  vorher 

1)  J^co.  =/(e  Cß,  D,)  -  B  ($,  S\))  dz  +j?  fdw{  fau 

9  *  «=l *  a 

und  fahren  für  die  Differenz  der  beiden  durch  die  Vertauschung  aus- 
einander hervorgehenden  Integrale  eine  kurze  Bezeichnung  ein: 

2)  jdü^c,  -jdä%K  —  I(s,  *); 

•  a 

die  Differenz  ist  also  in  Abhängigkeit  von  den  Wegen  s  und  ö  ge- 
dacht, durch  welche  ja  die  vier  Punkte  Sß1;  $2,  C^,  Dj  als  ihre  Anfangs- 
und Endpunkte  mitbestimmt  sind,  während  das  Umgekehrte  natürlich 
nicht  zutrifft.  Nach  dem  früheren  Ergebnis  ist  dann  I(s,  a)  »  0,  wenn 
die  Wege  s  und  0  sich  nicht  schneiden;  es  handelt  sich  jetzt  um  die 
Wertbestimmung  dieser  Differenz  bei  beliebigem  Verlaufe  der  beiden 
Wege. 

Nun  können  wir  zunächst  für  die  Differenz  I(s,  ö)  einige  unmittelbar 
evidente  Beziehungen  feststellen.    Es  ist  nämlich 

3)  I(6,s)  =  -I(s,ö), 

ferner  ist,  wenn  man  den  Weg  s  in  zwei  Teile  s'  =  5ß19l  und  s"  =  9ft*ß2 
zerlegt: 

4)  1(8'  +  S»,  6)  -  /(*',  6)  +  1(5",  tf), 

weil  nicht  blofs    I  dä=  I  dä  +  I  da,  sondern  auch 

dä^L^t  mm  dä^it  +  dcojj^ 

ist.     Ebenso  ist,  falls  6  =  6*  +  <*"  ist: 

4a)  I(S,  6'  +  6")  -  I(S,  6')  +  1(8,  o") . 

Wir  wollen  nun  wieder  auf  den  beiden  gerichteten  Strecken  s 
und  6  das  linke  und  rechte  Ufer  durch  das  positive  und  das  negative 
Zeichen  unterscheiden  und  der  Einfachheit  halber  annehmen,  daJs  die 
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beiden  Wege  sich  nur  in  einem  Punkte  ®  begegnen  (Fig.  36).  Wir 
wollen  ferner  die  Vorstellung  in  der  Weise  fixieren,  dafis  der  Weg  <? 
den  Weg  s  vom  positiven  zum  negativen  Ufer  überschreitet;  es  ist  also 
in  der  schon  früher  angewendeten  Terminologie  (S.  285)  der  Übergang 
von  ö  über  8  positiv,  der  von  s  über  ö  negativ.  Wir  können  dabei  ohne 
Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  den  Schnittpunkt  @  als  einen  end- 
lichen und  unverzweigten  Punkt  der  Biemannschen  Flache  voraus- 
setzen, da  wir  anderenfalls  einen  der  beiden  Wege  nur  um  ein  so  kleines 
Stück  zu  verschieben  brauchen,  dafs  hierdurch  der  Wert  der  Integrale  nicht 
geändert  wird.     Wir  wollen  dann  schließlich  um  den  Punkt  €>  einen 


kleinen  Kreis  beschreiben  und  hierdurch  jeden  der  beiden  Wege  s 
und  6  in  drei  Teile  sl}  s0,  s2  resp.  ölf  ö0}  <7a  zerlegen,  wobei  s0  =  ^0)^0; 
und  <f0  =  D^Oj»  die  Mittelstücke  sind. 

Wenden  wir  jetzt  auf  die  Integraldifferenz  I(s,  <?)  die  Relationen  (4) 
und  (4a)  an,  so  zerlegt  sie  sich  in  neun  ähnlich  gebildete  Glieder 

I(sa,<*fi)  («,(»  =  0,1,2), 

von  denen  aber  alle  bis  auf  das  eine  I(s0)  0O)  verschwinden,  weil  die 

zugehörigen  Integrationswege  keinen  Punkt  gemein  haben.    Daher  ist 

einfach 

5)  I(s,  0)  -  I(s0,  60), 
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wobei  es  uns  überdies  noch  freisteht,  durch  allmähliche  Verkleinerung 
des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  ®  die  Strecken  s07  tf0  unbegrenzt 
klein  werden  zu  lassen;  es  bleibt  also  nur  noch 

5  a)  !(so>  6o)  —  J  dc5of>)  Dg>)  —j  dä^)  ^o) 

zu  ermitteln. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werte  der  Funktion  z  in  den  Punkten 
^i°>,^,DjftDp  resp.  mit  pX9f%9q19qM9  so  wird  die  Integralfunktion 

cDg^ojQtp)  in  ihren   Unstetigkeitsstellen   ebenso  unendlich   wie  lgr^?> 

die  Funktion  G>$(o)«ro)  aber  wie  lg^^-  Daher  können  wir  folgende 
Äquivalenzen  einfahren: 

hierbei  bedeutet  die  Äquivalenz,  dafs  die  beiden  Differentiale  unter  den 
Integralzeichen  sich  nur  um  eine  Differenz  unterscheiden,  welche  für 
die  Umgebung  von  @  regulär  ist,  wie  wir  im  übrigen  auch  die  Punkte 
9$J»,  9H°>,  Df>,  Djf>  annehmen  mögen.  Die  Differenz  beider  Integrale 
bleibt  also  auch  regulär,  wenn  wir  den  Kreis  um  ©  und  die  Integra- 
tionswege s0  und  60  unbegrenzt  zusammenschrumpfen  lassen,  und 
kommt  somit  beim  Übergang  zur  Grenze  in  Fortfall.  Folglich  er- 
halten wir  bis  auf  ein  Integral,  welches  bei  unendlicher  Abnahme  des 
Kreises  und  der  Wege  s0  und  <r0  beliebig  klein  wird: 

5b)  i(s0, *o)  -/*%£*  -/dl«Mi- 


<*o 


Nun  ist  aber,  wenn  Sß  ein  ganz  beliebiger  Punkt  und  z  der  zugehörige 
Wert  auf  der  ebenen  Riemannschen  Flache  81,  ist: 


,L=Ä 


w 


wobei  $$l°)  und  $$£*>  die  positiv  gerechneten  Abstände  der  Punkte 
sind  und  %  den  Winkel  $[0)$^°>  bedeutet;  dieser  Winkel  ist  das 
Mafs  für  die  Drehung  eines  Halbstrahles  aus  der  Lage  $ß$ß{°>  in  die 
Lage  $3^0)  und  mufs  bei  Bewegung  des  Punktes  5ß  stetig  verändert 
werden.  Berücksichtigen  wir  also,  dafs  die  Summe  der  gegenüber- 
liegenden Winkel  des  Kreisvierecks  <£  Sß<°>  +  «fc  W>  ^  Di0)  +  ^  OJP 
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je  180°  betragen,  so  finden  wir  für  die  in  (5b)  auftretenden  Integrale 
die  Gleichungen 


Da  aber  in  beiden  Integralen  die  reellen  Teile  gleich  sind,  so  ergiebt 
sich  für  die  Differenz 

«so,  «o)  -/"gjEj  -/"«je*  -  - »«» 

wahrend  dieselbe  Differenz  offenbar  den  Wert  +  2«i  erhalten  würde, 
falls  der  Übergang  von  8  über  ö  vom  linken  zum  rechten  Ufer,  also 
in  positivem  Sinne  erfolgen  würde. 

Wenn  also  die  Kurven  s  und  6  einen  Schnittpunkt  haben,  so  ist 
die  Integraldifferenz  I(s,  ö)  nicht,  wie  vorher,  gleich  Null,  sondern, 
den  beiden  Fallen  entsprechend,  die  unterschieden  werden  mufsten, 
gleich  ±  2iti.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Betrachtung,  für  den 
Fall,  dafe  sich  die  beiden  Kurven  in  beliebig  vielen  Punkten  schneiden, 
gelangen  wir  jetzt  zu  dem  folgenden  fundamentalen  Satze,  durch 
welchen  die  Wirkung  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
bei  Integralen  dritter  Gattung  unter  Aufhebung  aller  einschränkenden 
Voraussetzungen  festgestellt  wird: 

Setzen  wir,  wie  vorher,  die  Wege  ^Sß*  =  s  und  C^D^tf, 
und 

A»o,D,  =  /(0ÖP,  Q,)  -  6(?,  ö*))<**  +§  fdWi  -fdt,, 
so  ist  die  Differenz 


6) 


I(s7  <*)  =J  dc5Dl0i  -Jdmy^  =  2xi(s,ö), 


wobei  das  Zeichen  (s,  ö)  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche 
gleich  der  Anzahl  der  positiven  Übergange  des  Weges  s  über 
den  Weg  6,  vermindert  um  die  Anzahl  der  negativen  Über- 
gänge ist;  hierbei  ist  ein  Übergang  als  positiv  oder  negativ 
anzusehen,  je  nachdem  er  vom  linken  zum  rechten  oder  vom 
rechten  zum  linken  Ufer  stattfindet. 
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Die  Zahl  (s,  0),  welche  kurz  als  „die  Anzahl  der  Übergänge  von  s 
über  c"  bezeichnet  werden  kann,  wenn  man  das  Wort  „Anzahl"  nicht 
im  absoluten,  sondern  im  relativen  Sinne  nimmt,  soll  unter  Anlehnung 
an  eine  von  Eronecker  bei  einer  ahnlichen  Untersuchung  eingeführte 
Terminologie  die  „Charakteristik  der  beiden  Wege  s  und  0" 
genannt  werden.  Ans  ihrer  Bedeutung  sowohl  wie  aus  obiger 
Fundamentalgleichung  geht  unmittelbar  hervor,  dafs 

(s,  0)  =  -  (<*,  s) 
ist,  woraus 

(s,s)  =  0 

folgt  Die  letzte  Formel  kann  man  geometrisch  in  der  Weise  ver- 
stehen, dats  man  linkes  und  rechtes  Ufer  von  s  als  nebeneinander- 
laufende Wege  scheidet;  dann  geht  die  Richtigkeit  der  Formel  wenigstens 
für  Wege,  die  sich  nicht  schneiden,  eben  daraus  hervor,  dafs  diese 
beiden  Ufer  sich  nirgends  durchsetzen,  der  allgemeinere  Fall  kann  aber 
auf  den  spezielleren  zurückgeführt  werden.  Ferner  ist  für  die  Charak- 
teristik ebenso  wie  vorher  für  die  Integraldifferenz  I(s,  0): 

v  + $»,*)- iß',*) +  ($»,*). 

Für  die  Folge  liegt  die  Bedeutung  obiger  Fundamentalgleichung  (3) 
eben  darin,  data  durch  sie  die  ganze  Zahl  (s,  0),  welche  eine  wechsel- 
seitige Beziehung  der  beiden  Wege  s  und  0  repräsentiert,  als  eine 
Kombination  von  Integralen  dargestellt  werden  kann,  welche  über  den 
einen  oder  den  anderen  der  beiden  Wege  erstreckt  sind.  In  dieser 
Auffassung  haben  wir  jene  Gleichung  vollständig  zu  diskutieren  und 
gelangen  so  zum  Verständnis  der  der  Riemannschen  Flache  eigen- 
tümlichen Zusammenhangsverhaltnissa 

§4. 

Wenn  wir  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  Abschnittes  die  Wege  s 
und  0  beide  als  geschlossen  voraussetzen,  so  stellt  (s,  0)  die  Charak- 
teristik zweier  Periodenwege  dar,  und  es  kommen  auf  der  linken 
Seite  obiger  Gleichung  die  Integrale  dritter  Gattung  in  Fortfall,  da  z.  B. 
Dj  —  Dg,  also 

ist.    Daher  nimmt  alsdann  die  Gleichung  (6)  die  folgende  Gestalt  an: 
I dti  f  dwt-\ h  I dtp.l dtCp—  f  dwx  j dtx f  dwp  f  dtp 

*)    o  $  a  $  a  $  o  $ 

=  2ni(s>  0), 

Hanaal  u.  Landaberg,  Algabraiaoha  Funktionen  eto.  39 
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oder  in  leicht  verständlicher  Abkürzung,  wenn  z.  B. 


/< 


gesetzt  wird: 

la)      ^i^  +  -..  +  ^V)-«Sll«iW w¥t?=2xi{s,6). 

Diese  Gleichung  giebt  eine  bilineare  Beziehung  zwischen  den  Perioden 
der  2jp  Fundamentalintegrale 

gebildet  für  irgend  zwei  Periodenwege  s  und  <r,  und  umgekehrt  stellt 
sie  die  Charakteristik  zweier  Periodenwege  durch  die  zugehörigen 
Perioden  der  Fundamentalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung  dar. 
Mit  ihrer  Hilfe  soll  alsdann  im  nächsten  Kapitel  die  Gesamtheit  aller 
geschlossenen  Wege  auf  der  Riemannschen  Flache  untersucht  und  der 
Einflute  bestimmt  werden,  den  eine  Zerschneidung  der  Flache  durch 
geschlossene  Kurven  auf  den  Zusammenhang  der  Fläche  ausübt. 

Jetzt  wollen  wir  zuvörderst  eine  besondere  Art  von  geschlossenen 
Wegen  s  betrachten,  nämlich  diejenigen,  für  welche  die  2jp  Perioden 

l19      lt  ,  .  .  .  Zp  ,      W19      «?,,...  Wp 

sämtlich  gleich  Null  sind.  Nach  dem  auf  S.  574  aufgestellten  Satze 
besitzt  alsdann  jedes  Integral  mit  blofs  polaren  Unstetigkeiten,  erstreckt 
über  den  Weg  s,  den  Wert  NulL  Denn  jedes  derartige  Integral  ist 
in  der  Form  darstellbar: 

tmm<hti+"-+aPtP  +  h™i  +'••+  Kwp  +  <P(*>  «0» 
wo  q>  eine  Funktion  des  Körpers  bedeutet;  folglich  ist  die  zugehörige 
Periode 

Wir  stellen  nun  den  geschlossenen  Weg  s,  von  dem  wir  zur  Ver- 
einfachung des  Folgenden  noch  weiter  annehmen,  dafc  er  sich  nicht 
selbst  durchkreuzen  möge,  mit  einem  zweiten  beliebigen,  geschlossenen 
oder  ungeschlossenen  Weg  6  zusammen  und  bringen  die  bewiesenen 
Formeln  zur  Anwendung.  Ist  zunächst  o  ein  ebenfalls  geschlossener, 
aber  sonst  beliebiger  Weg,  so  ist  nach  der  Gleichung  (1)  unter  der 
gegebenen  Voraussetzung 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Anzahl  der  positiven  Übergänge  von  6  über  s 
ebenso  grofs  wie  die  Zahl  der  negativen  ist;  wenn  also  für  einen  ge- 
schlossenen  Weg  s   die   Perioden    der   Integrale    erster    und    zweiter 
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Gattung  sämtlich  verschwinden,  so  mnfs  jeder  beliebige  zweite  ge- 
schlossene Weg  den  gegebenen  ebenso  oft  von  links  nach  rechts,  wie 
von  rechts  nach  links  überschreiten. 

Wenn  aber   zweitens   der  Weg  #  =  £^£1,   ungeschlossen   ist,   so 
ergiebt  die   Anwendung   der  Formel  (6)  auf  S.  608,  da  das  Integral 

/^®$i$t  m  Fortfall  kommt: 

a 

2)  2«i(s,  6)  =  /d«Do,o,  =/(ö(^,  O.)  -  Ö0P,  Oi))Ä*. 

Hier  aber  ist  das  Integral  in  diesem  Falle  nur  von  den  Punkten  Dj 
und  D,,  nicht  aber  von  dem  Wege  o  abhangig,  der  von  £^  nach  D, 
föhrt;  das  gleiche  gilt  also  f 

auch  von  der  Zahl  (s,  6),  $   ^.-*- *Qt 

welche   somit,    wie    auch  ^S-*^      - ♦0'"^"*"*'^ 

der  Weg  6  gewählt  werden  s''/^    .-•'"'&  ?  ^^N. 

möge,  immer  nur  von  den       ff/*  \ 

Endpunkten  dieses  Weges,  ß  A/~-*Sq  ) 

nicht    aber    von    seinem        H  J 

Verlaufe  abhangig  ist  Der  %.  y^ 

Wert    der    Charakteristik  ^ ^^r*-*^ 

ist  also   in   diesem   Falle  pig  87 

bei  festem  s  und  veränder- 
lichem tf  —  Dj£^  nur  von  der  Lage  der  Punkte  C^  und  Dj  beding); 
und  ist  überdies,  wie  wir  nun  noch  zeigen  wollen,  stets  entweder  0 
oder  ±  1. 

Sind  nämlich  zunächst  (Fig.  37)  £tj  und  Di  zwei  Punkte  auf  dem 
linken  Ufer  von  s,  so  ist  offenbar,  wenn  man  an  diesem  tfa  =  Qa  Oi 
entlang  führt: 

3)  (s,OiOi)  =  (s,<TÄ)  =  0, 

und  ebenso  ist  für  zwei  Punkte  des  rechten  Ufers 

3a)  («,CW-(**f)-0. 

Hingegen  ist  für  zwei  gegenüberliegende  Punkte  Oi  und  £^ 

4)  (*,Q*Q*)-(«,*Ä)-  +  1,     (*,O,0O--1. 

Ferner  kann  man  offenbar  von  einem  beliebigen  Punkte  Sß  der  Fläche, 
ohne  s  zu  durchkreuzen,  einen  Weg  6  entweder  nach  einem  Punkte  Q* 
des  linken  oder  nach  einem  Punkte  £l9  des  rechten  Ufers  von  s  heran- 
führen; daher  ist  diesen  beiden  Fällen  entsprechend  entweder 

89* 
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5)  {$,$£$-0    und    («^Cg-l 

oder 

5a)  (s,^De)  =  0    und     (s,$&x)  =  -l- 

Daher  zerfallen  die  sämtlichen  Punkte  Sß  der  Flache  in  zwei  Klassen, 
je  nachdem  die  erste  oder  die  zweite  der  beiden  Charakteristiken 

(*,?£X0    und    (s,$Q<) 

verschwindet;  wobei  es  auf  Grund  der  Gleichungen  (3)  und  (3a)  ganz 
gleichgiltig  ist,  welche  gegenüberliegenden  Bandpunkte  Da  und  Oe 
man  zur  Anwendung  bringt  Wir  wollen  daher  die  eine  Klasse  von 
Punkten  die  Klasse  der  „inneren"  Punkte,  die  andere  die  Klasse  der 
„äufseren"  Punkte  nennen  und  durch  Sß*  jfesp.  Sß9  bezeichnen;  hierbei 
ist  zu  beachten,  dafs  der  Nachdruck  nur  auf  der  Gegenüberstellung 
der  beiden  Punktklassen  liegt  und  dafs  durch  Umkehrung  der  Weg- 
richtung von  s  die  Klasse  der  inneren  mit  der  der  äufseren  Punkte 
jederzeit  vertauscht  werden  kann.  Dann  ist  für  zwei  innere  Punkte  tyi 
und  $i: 

(s,$a&i)  =  0,    (s,Q*$i)  =  0, 
also 

(«,Mi)  =  o, 

und  ebenso  für  zwei  äufsere  Punkte 

(f,9»«t)-0. 
Hingegen  ist  für  zwei  Punkte  Sßj  und  ?ße  verschiedener  Klasse 

(s,$aBa)  =  0,    (jf£Wfc)-l, 
also 

(*,M,)-i,   («,«,W  — 1, 

und  andere  als  die  Werte  0,  ±  1  kann  die  Charakteristik  überhaupt 
nicht  erhalten.  Man  kann  also  zufolge  dieser  Betrachtungen  zwei  innere 
oder  zwei  äufsere  Punkte  so  miteinander  verbinden,  dafs  der  Weg  s 
nicht  getroffen  wird;  einen  inneren  und  einen  äußeren  Punkt  aber  so, 
daJs  der  Periodenweg  s  einmal  in  positivem  Sinne  durchsetzt  wird. 

Die  bewiesenen  Relationen  für  Charakteristiken  zeigen  uns,  dafe 
unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  der  geschlossene  Weg  $  auf 
der  Riemannschen  Flache  dieselben  einfachen  Eigenschaften  besitzt, 
welche  für  einen  geschlossenen,  sich  nicht  schneidenden  Weg  auf  der 
schlichten  Kugelfläche  als  selbstverständlich  angesehen  werden.  Wir 
können  daher  das  gewonnene  Resultat  in  folgendem  Satze  vollständig 
zusammenfassen : 
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Wenn  für  einen  geschlossenen,  sich  nicht  schneidenden 
Weg  8  die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
sämtlich  Null   sind,   so   wird   durch   den   Schnitt  8  die  Rie- 
mannsche  Flache  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt,  welche  das 
Innere  und  das  Äußere  der  Kurve  genannt  werden  können 
und  welche  aus  der  Klasse  der  inneren  Punkte  Sß*  und  der 
aufseren  Punkte  ^  bestehen. 
Wenn   das  Geschlecht  jj=»0  ist,  so  hat  jeder  geschlossene  Weg  die 
Eigenschaften,  die  wir  hier  vorausgesetzt  haben;  dann  zerfallt  also  die 
Flache  durch  Ausführung  irgend  eines  geschlossenen  Schnittes  in  ge- 
trennte Teile.    Wenn   aber  p  positiv  ist,   so  müssen  wir  nunmehr  in 
der    folgenden  Vorlesung  auch  diejenigen   geschlossenen  Wege  in  Be- 
tracht  ziehen,  für  welche  sich  von  Null   verschiedene  Perioden   ein- 
stellen und  die  Charakteristiken  daher  ganz  anderen  Gesetzen  unterworfen 
sind.     Hierzu  ist  aber   eine  eingehende  Diskussion  der  Gleichung  (1) 
unter  allgemeinsten  Annahmen  für  die  Wege  s  und  6  erforderlich. 

Alle  die  hier  bewiesenen  Eigenschaften  von  Integrationswegen 
sind  zunächst  auf  eine  bestimmte  Riemannsche  Flache  9t,  bezogen. 
Es  ist  aber  evident,  dafs  sie  alle  bestehen  bleiben,  wenn  wir  eine 
andere  Variable  x  des  Korpers  K(js}  u)  einfahren  und  die  Flache  9t, 
umkehrbar  eindeutig  auf  die  Fläche  91*  abbilden.  Die  jetzt  und  in 
der  Folge  festzustellenden  Zusammenhangseigenschaften  der  Riemann- 
schen  Flachen  sind  also  in  keiner  Weise  an  eine  bestimmte  Flache  ge- 
bunden, sondern  allen  den  zu  den  verschiedenen  Grofsen  des  Körpers 
gehörigen  Flachen  in  gleicher  Weise  eigentümlich. 
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Einteilung  der  Wege  auf  der  Riemannschen  Flache  in  Klassen.  —  Die  Haupt- 
klasse. —  Geschlossene  und  ungeschlossene  Wege.  —  Addition  und  Subtraktion 
von  Wegen.  —  Linear  abhängige  und  unabhängige  Periodenwege.  —  Der  Bang 
eines  Systemes  von  Perioden.  —  Fundamentalsysteme  von  Periodenwegen.  —  Not- 
wendige und  hinreichende  Bedingungen  für  abhängige  und  unabhängige  Systeme. 
—  Die  Charakteristikenform.  —  Bilineare  Formen;  ihre  Transformation.  — Trans- 
formation ganzzahliger  alternierender  Formen  durch  ganzzahlige  Substitutionen.  — 
Canonische  Zerschneidung  der  Riemannschen  Fläche. 

§1. 

Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  die  Gesamtheit  der  Wege  auf  der 
Riemannschen  Flache  zu  untersuchen,  so  entnehmen  wir  aus  den  Er- 
gebnissen der  vorigen  Vorlesung  die  Berechtigung,  zunächst  eine  be- 
sondere Art  auszuzeichnen,  nämlich  alle  diejenigen  geschlossenen 
Wege  s,  für  welche  die  2p  Hauptintegrale 

jdti,    jdti,  ...JdtP)    Jdw17    Jdwt,...Jdwp 

9  9  9  9  9  9 

verschwinden  und  welche  daher  nach  dem  Satze  auf  S.  613  die  Rie- 
mannsche  Fläche  zerstückeln.  Alle  diese  Wege  vereinigen  wir  in  eine 
Klasse  von  Wegen,  welche  wir  auch  hier,  analog  wie  bei  der  Ein- 
teilung der  Divisoren,  als  die  Hauptklasse  bezeichnen. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  zwei  geschlossene  oder  ungeschlossene 
Wege  a  und  b  auf  der  Fläche,  so  können  wir  sie  durch  Addition 
zu  einem  einzigen  Wege  a  +  b  verbinden,  wenn  der  Endpunkt  von  a 
zugleich  der  Anfangspunkt  von  b  ist;  ebenso  können  wir  sie  durch 
Subtraktion  zu  einem  einzigen  Wege  a  —  b  zusammenschließen,  wenn 
sie  gleichen  Endpunkt  haben.  Bedeutet  also  (0)  einen  Weg,  der  auf 
einen  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  so  haben  wir  unter  dem 
Wege  —  b  =  0  —  b  stets  den  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufenen 
Weg  b  zu  verstehen.  Wir  definieren  nun  zwei  Wege  a  und  b  als 
äquivalent  und  bezeichnen  dies  durch  a~b,  wenn  die  Differenz  a  —  b 
zur  Hauptklasse  gehört.  Die  Gesamtheit  aller  einander  äquivalenten 
Wege  vereinigen  wir,  ebenfalls  ganz  wie  bei  den  Divisoren,  in  eine 
Wegklasse. 

Die  hier  gegebene  Definition  genügt  offenbar  den  beiden  Be- 
dingungen,  welche   an  jede  Äquivalenz   gestellt  werden   müssen.    Ist 
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nämlich  a  ~  b,  so  ist  auch  b<^*a\  denn  wenn  der  Weg  a  —  b  zur 
Hauptklasse  gehört,  so  gilt  das  gleiche  auch  von  dem  umgekehrten 
Wege  b  —  a.  Ist  ferner  a  ~  b  und  b  ~  c,  so  ist  auch  a<^c\  denn 
wenn  a  —  b  und  6  —  c  in  der  Hauptklasse  enthalten  sind,  so  gehört 
zu  ihr  auch  der  aus  beiden  zusammengesetzte  Weg 

a-c=*(a-b)  +  (p-c). 

Die  in  der  Hauptklasse  enthaltenen  Wege  sind  samtlich  dem  Wege  (0) 
äquivalent;  daher  sind  alle  Wege  der  Hauptklasse  auch  einander  äqui- 
valent und  bilden  also  auch  eine  Klasse,  wenn  wir  die  zuletzt  gegebene 
allgemeine  Definition  dieses  Begriffes  zu  Gründe  legen. 

Ist  ferner  a~  a*  und  b  ~  V,  so  ist  auch  a  ±  b  ~  af  ±  V.  Wir 
können  daher  Wegklassen  ebenso  addieren  und  subtrahieren,  wie  wir 
früher  Divisorenklassen  multiplizieren  und  dividieren  konnten. 

Damit  zwei  Wege  a  und  b  äquivalent  sind,  müssen  der  Definition 
zufolge  die  2p  Gleichungen 

fdt,  =fdtt,       fdt,  =fdt>,  . . .  Jdtp  =fdtp 

.  ab  ab  ab 

§  dwl  =*  / dw19     f  dw%  =  f  dw%} . . .  /  dt*,—  /  dwp 

a  b  a  b  ab 

erfüllt  sein,  wobei  natürlich  die  2  p Hauptintegrale  t1} 4», . . . tp,  wlfwv... wp 
auch  durch  irgend  ein  anderes  Fundamentalsystem  für  die  allgemeinen 
Integrale  zweiter  Gattung  ersetzt  werden  können.  Aufserdem  ergeben 
sich  aus  der  Erklärung  der  Differenz  zweier  Wege  noch  weitere  Be- 
dingungen für  ihre  Anfangs-  und  Endpunkte;  bei  Feststellung  der- 
selben ist  es  aber  zweckmäßig,  die  ungeschlossenen  Wege  von  den 
geschlossenen  zu  unterscheiden. 

Wenn  der  Weg  a  ungeschlossen  ist,  so  mufs  ein  ihm  äquivalenter 
Weg  b  denselben  Endpunkt  besitzen,  damit  a  —  b  ein  einziger  Weg 
ist,  und  er  mufs  auch  denselben  Anfangspunkt  haben,  weil  a  —  b  jeden- 
falls geschlossen  sein  mufs.    Hieraus  folgt: 

Ein  ungeschlossener  Weg  a  =  Sßtty%  ist  nur  solchen 
Wegen  b  äquivalent,  welche  denselben  Anfangs-  und  Endpunkt 
besitzen  und  für  welche  die  2p  Gleichungen  (1)  erfüllt  sind. 
Diese  Bedingungen  sind  notwendig  und  hinreichend.  Die 
Gesamtheit  der  von  $ßt  nach  ?ß8  führenden  Wege  wird  durch 
die  hinzutretenden  Bedingungsgleichungen  (1)  in  Klassen  ge- 
schieden. 
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Anders  liegt  die  Sache  bei  den  geschlossenen  Wegen,  weil  bei  einem 
solchen  jeder  beliebige  auf  ihm  gelegene  Punkt  als  gleichzeitiger  An- 
fangs- und  Endpunkt  angesehen  werden  kann.  Um  also  zwei  ge- 
schlossene Wege  a  und  b  durch  Addition  oder  Subtraktion  zu  einem 
einzigen  Wege  a  ±b  vereinigen  zu  können,  ist  es  nur  erforderlich, 
dafs  sie  einen  Punkt  gemein  haben,  und  da  man  zwischen  irgend  zwei 
geschlossene  Wege  a  und  c  stets  und  in  mannigfaltigster  Weise  einen 
geschlossenen  Weg  b  Zwischenschalten  kann,  welcher  mit  beiden  einen 
Punkt  gemein  hat,  so  kann  man  stets  die  Differenz 

a-c  =  (a-&)  +  (&-c) 

als  einen  einzigen  Weg  erhalten;  freilich  müssen  alsdann,  damit  die 
Addition  und  Subtraktion  geschlossener  Wege  in  uneingeschränkter 
Allgemeinheit  vollzogen  werden  kann,  auch  solche  Wege  zugelassen 
werden,  welche  sich  selber  schneiden  oder  in  einzelnen  Teilen  mehr- 
fach durchlaufen  werden.  Wir  wollen  nun  in  der  That,  wenigstens 
solange  es  sich  um  die  allgemeine  Gruppierung  aller  möglichen 
Periodenwege  handelt,  alle  nur  denkbaren  geschlossenen  Wege  in  die 
Untersuchung  hineinziehen;  dann  dürfen  wir  bei  diesen  von  allen 
weiteren  Lagenbedingungen  absehen  und  feststellen: 

Für    geschlossene  Wege  a   und  b  bilden  die  2p  Glei- 
chungen  (1)   allein   ein   System   von  notwendigen    und    hin- 
reichenden Bedingungen   der   Äquivalenz.     Zwei   geschlossene 
Wege  können  stets  zu  einem  einzigen  vereinigt  werden. 
Die  einfachste  Art,  von  einem   gegebenen  Wege  zu  einem  äqui- 
valenten überzugehen,  besteht  in  einer  hinreichend  kleinen  Deformation 
durch  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte,  bei  ungeschlossenen  Wegen 
unter  Festhaltung  der  Grenzpunkte,  bei  geschlossenen  ohne  jede  weitere 
Einschränkung;  es  ist  klar,  dafs  alsdann  die  Gleichungen  (1)  erfüllt 
sind.    Durch   derartige   Deformationen,    die    nichts  Wesentliches    ver- 
ändern, können  wir  bei  der  Hinleitung  der  Integrationswege  vor  allem 
auch  etwaige  Unstetigkeitspunkte  der  Integrale,  mit  denen  wir  zu  thun 
haben,  z.  B.  den  Punkt  Sß^  in  der  ersten  Reihe  der  Integrale  (1),  ver- 
meiden.    Wir   können   und   wollen   daher  jetzt  und  später  von  vorn- 
herein die  Wege  von  solcher  Beschaffenheit  annehmen,  data  in  allen 
ihren  Punkten  die  auftretenden  Integrale  endlich  bleiben. 

Wir  können  ferner  in  dem  Falle,  dafs  ein  ganzes  Stück  eines 
Integrationsweges  mehrfach  durchlaufen  wird,  stets  durch  kleine  De- 
formation bewirken,  dafs  der  Weg  nur  noch  mehrfache  Punkte; 
aber  keine  mehrfachen  Linienteile  besitzt.  Daher  dürfen  wir  ohne 
jede  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  Wege  mit  mehrfachen  Linien- 
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teilen  ausschliefen;  dies  aber  erweist  sich  als  zweckmäßig,  weil 
anderenfalls  bei  Bestimmung  der  Charakteristiken  Unbequemlichkeiten 
eintreten  können. 

Im  folgenden  handelt  es  sich  zunächst  darum,  einen  vollständigen 
Überblick  über  die  gewonnene  Einteilung  der  Wege  in  Klassen  zu 
gewinnen.  Dabei  sind  überall  äquivalente  Wege  als  nicht  wesentlich 
verschieden  anzusehen,  und  es  ist  daher  auch  z.  B.  ganz  gleichgiltig,  in 
welcher  Weise  zwei  Periodenwege  zu  einem  einzigen  vereinigt  werden. 
Für  äquivalente  Wege  erhalten  nicht  blofs  die  Fundamentalintegrale 

h,  **,  •  •  •  *P,    «>i>  w*  •  •  ■  «V, 
sondern  zufolge  des  Satzes  auf  S.  574  überhaupt  alle  Integrale  erster 
und   zweiter   Gattung   denselben  Wert;   die  Integrale   dritter  Gattung 
können  aber  noch  verschieden  ausfallen. 

Bei  dieser  Untersuchung  können  wir  uns  von  nun  ab  ganz  auf 
geschlossene  Wege  beschränken,  weil  die  Eigenschaften  ungeschlossener 
Wege  auf  jene  zurückffthrbar  sind;  denn  zwei  ungeschlossene  Wege  a 
und  b  gehören  ja  nur  dann  in  dieselbe  Klasse,  wenn  sie  gleichen 
Anfangs-  und  Endpunkt  haben,  der  Weg  a  —  b  also  geschlossen  ist. 
Ist  also  erst  die  Übersicht  über  die  sämtlichen  Klassen  geschlossener 
Wege  gewonnen,  so  sind  damit  auch  die  ungeschlossenen  erledigt. 

§2- 
Sind  st,  5j, . . .  sm  irgend  welche  Periodenwege,  xt,  x%) . . .  xm  aber 
positive   oder  negative   ganze  Zahlen,  so  ist  nach  dem  vorigen  Ab- 
schnitte auch 

1)  s  —  x1s1  +  a^s,  +  •  •  ■  +  «mS« 

ein  geschlossener  Weg,  der  durch  Addition  und  Subtraktion  aus 
si9s%}...8m  entsteht  und  dessen  Klasse  überdies  durch  die  Klassen 
von  slf  s%} .  .  sm  und  die  Zahlen  xx,  x^> . . .  xm  völlig  bestimmt  ist.  Für 
die  Einteilung  der  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche  ist  es  nun  von 
entscheidender  Bedeutung,  ob  für  ein  gegebenes  System  von  m  Wegen 
sif  st, . . .  sm  die  ganzen  Zahlen  x17  x^, . . .  Xm  so  bestimmt  werden  können, 
dafs  sie  nicht  alle  Null  sind  und  $  zur  Hauptklasse  gehört,  also 

la)  x1sl  +  XiSt  H h  xmsm  ~  0 

ist..  In  diesem  Falle  nennen  wir  die  Wege  linear  abhängig;  wenn 
aber  die  Äquivalenz  (la)  nur  durch  das  selbstverständliche  Lösungs- 
system s1=3i=---  =  sm  =  0  befriedigt  werden  kann,  so  bezeichnen 
wir  sie  als  ein  System  von  m  unabhängigen  Periodenwegen. 
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Um  nun  die  Frage  zur  Entscheidung  zu  bringen,  ob  ein  gegebenes 
System  ein  unabhängiges  ist  oder  nicht,  bilden  wir  die  zugehörigen 
Perioden  der  obigen  Fundamentalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung. 
Setzen  wir  jetzt,  wie  auf  S.  574: 

h  ===  *if  *%  —  *%>  -  -    h  —  tp>    wi  —  t*+u    wt  —  ^+«1  •  •  •  wp  —  hp, 
weil   die  Integrale   erster  Gattung   hier   ganz   gleichmütig  mit  denen 
der  zweiten  auftreten,  und  bezeichnen  die  zu  dem  Wege  sa  gehörigen 
Perioden  dieser  Integrale  der  Reihe  nach  mit 

ha?      y%ay  '  •  ■  tpay      frp-fl,  a>      «p+2,  a>  •  •  •  kp,aj 

so  erhalten  wir  das  folgende  zu  dem  Wegsystem  s19  st, . . .  sm  gehörige 
Periodensystem: 

ttl     t^   ...tpt     VfM     fp+1,1  ...4iAi 

*is    *n   ■  ■  •  *r*    Wi.»    W«,»  •  •  •  ^a* 


2) 


-(*.)■ 


„  *lm     fem  •  •  •  *pm     fy-f  l,m     *p-f  S,tn  •  •  .  *1 p,ro  , 

Zwischen  diesen  Gröfsen  bestehen  nach  der  Gleichung  (1)  auf 
S.  609  eine  Anzahl  bilinearer  Relationen,  welche  jetzt  die  folgende 
Gestalt  erhalten: 

o\       tlatp+t,ß  +  t%atp+%,ß  -\ 1-  tpattPlß  —  tp+itahß  —  tp  +  %,aUß 

—  Up,atpß  =  -2xiC*ß  (er,  0=1,2,...»), 

worin  caß  =  —  Cßa  eine  ganze  Zahl,  nämlich  die  Charakteristik  (sa,  Sp) 
ist.  Die  Zahl  dieser  Bilinearrelationen  ist,  wenn  man  nur  die  wirklich 
verschiedenen  und  die  nicht  identisch  erfüllten  Gleichungen  abzahlt,  gleich 
-  w(m—  1),  weil  man  alsdann  für  (a,  ß)  nur  die  Kombinationen  ohne 
Wiederholungen  zu  nehmen  braucht. 
Soll  nun  der  Weg 

s  —  xi81  +  #,s,  +  •  •  •  +  a^sm 

zur  Hauptklasse  gehören,  so  müssen  die  Perioden  der  2p  Haupt- 
integrale  t1}  t%} . .  .  t%p  für  den  Weg  s  verschwinden;  es  müssen  also  die 
2p  linearen  homogenen  Gleichungen 

tnX%  +ti%Xi  H h  hmXm  =0 

tpixi      +tptXi      +--  +  tpmxm       =  0 
4) 

tp+l,lXL+  <p+i,»a^H h  dj>+l,m#m  =0 

feAl#l      +  fe/>,8#»     H VUp,mXm       =0 

eine  eigentliche  Lösung  in  ganzen  Zahlen  x1,xi,...xm  haben.  Ist  aber 
der  Rang  des  zugehörigen  Koeffizientensystems  Tm,  welches  ja  aus  (2) 
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hloh  durch  Vertauschung  von  Zeilen  und  Kolonnen  hervorgeht,  gleich  m, 
d.  h.  verschwinden  in  der  Matrix  Tm  nicht  alle  Determinanten 
tt»ter  Ordnung,  so  besitzt  das  Gleichungssystem  (4)  überhaupt  keine 
Losung;  die  Wege  s,,  «,, . . .  sm  sind  also  in  diesem  Falle  linear  unab- 
hängig. 

Wenn  andererseits  der  Bang  des  Systems  Tm  kleiner  als  m  ist, 
so  besitzt  das  Gleichungssystem  eine  eigentliche  Losung,  und  es  wird 
sich  in  der  weiteren  Verfolgung  dieses  Gedankenganges  herausstellen, 
dafs  dann  auch  stets  ein  ganzzahliges  Losungssystem  der  Gleichung  (4) 
existiert  Damit  wird  dann  also  bewiesen  sein,  dafs  die  Anzahl  der 
in  dem  Wegsystem  (sl7  s,,  . . .  s»)  enthaltenen  linear  unabhängigen 
Wege  gleich  dem  Range  der  Matrix  T  ist.  Dieses  merkwürdige  Resultat, 
dals  die  vollständige  Losung  des  Gleichungssystems  (4),  wenn  über- 
haupt, so  auch  allemal  in  ganzen  Zahlen  erfolgen  kann,  läfst  sich  aber 
nicht  direkt,  sondern  nur  schrittweise  durch  Berücksichtigung  der  Be- 
deutung der  Gröfsen  tgh  und  der  zwischen  ihnen  bestehenden  algebra- 
ischen Beziehungen  (3)  erschliefsen. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dafs  der  Rang  des  Koeffizientensystems  Tm 
nur  dann  gleich  m  sein  kann,  wenn  m<^2p  ist.  Nehmen  wir  den 
äufsersten  Fall  m  =  2p,  so  wollen  wir  zunächst  zeigen,  dafs  sich  der 
Maximalrang  9p  auch  wirklich  erreichen  laust;  d.  h.  wir  wollen  be- 
weisen, dals  2p  Periodenwege  si}  s,, . . .  s*p  so  gewählt  werden  können, 
dafs  die  Determinante  des  zugehörigen  Periodensystems  der  Haupt- 
integrale 


5) 


** 


h      *% 

..s, 

Sp+i 

.  .$Sp 

h 

hl          *u 

■  h, 

*l,p+l 

•  'h,tp 

tp 

tpi          tPi 

.  tpp 

'  *P+1,P 

•    tp,*P 

=  (T) 


hpti      itfti    •  •  ■  hptP      Up,p+i     .  •  .  t*Pt%p 


von  Null  verschieden  ist.  Es  ist  aber  klar,  dafs  wir  für  diesen  Zweck 
auch  die  2p  Integrale  t1}  ^, . . .  t%P  durch  irgend  ein  anderes  Funda- 
mentalsystem Tj,  r2, . . .  r2p  für  die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung 
ersetzen  können;  denn  ist 

*h  —  (*hih  +  •  •  •  +  a*,%Pttp  +  <ph(0,  u)      (Ä  -  l,  2, . . .  2j>), 

wo  die  Determinante  \ahi\  der  konstanten  Koeffizienten  ahi  nach  S.574 
nicht  verschwindet,  so  folgt 

*Ki  =  &hlhi  H h  (X>h,*ptlpyif 
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also  nach  dem  Multiplikationssatze 

und  die  Determinanten  \thi\  und  \thi\  sind  also  gleichzeitig  Null  oder 
von  Null  verschieden.  Wir  können  also  auch  für  diesen  Nachweis  das 
System  tutt} . .  .t%p  beliebig  durch  elementare  Transformationen  ver- 
ändern; bei  denen  nur  ein  Integral  umgeformt  und  z.  B.  <«  durch 
U  +  ktk  ersetzt  wird,  wobei  X  eine  beliebige  Eonstante  bedeutet.  Diese 
Elementartransformation  ist  dieselbe,  welche  wir  bereits  in  §  2  der 
elften  Vorlesung  angewendet  haben,  nur  dads  es  sich  hier,  noch  ein- 
facher als  damals,  ausschließlich  um  Systeme  mit  konstanten  Ele- 
menten handelt. 

Betrachten  wir  nun  zunächst  das  erste  Integral  t17  so  giebt  es 
jedenfalls  einen  geschlossenen  Weg  st,  für  welchen  die  zugehörige 
Periode  tn  nicht  verschwindet;  denn  wenn  für  alle  geschlossenen  Wege 
die  entsprechenden  Perioden  Null  wären,  so  würde  (s.  S.  324)  die  Funk- 
tion ^(5ß)  dem  Körper  K  angehören,  was  unserer  Annahme  widerspricht. 
Nach  Auswahl  des  Weges  s1  ist  in  dem  quadratischen  Systeme  (5)  die 
erste  Kolonne  gegeben;  wir  können  uns  aber  durch  elementare  Trans- 
formation des  Fundamentalsystems  t1}  ti9 . . .  t%p  so  einrichten,  dafe  alle 
Elemente  der  ersten  Kolonne  mit  Ausnahme  des  enden  Null  sind. 
Ersetzen  wir  nämlich  für  %  >  1  das  Integral  t{  durch 

U  —  U  —  j—t1} 
so  wird  in  der  That  die  zu  st  gehörige  Periode  von  fc 

tu  H  Ui  —  -j-  t\i  —  0. 
ht 

In   dem   so   veränderten   System  besitzt  jedenfalls  ^  wieder   eine  von 

Null  verschiedene  Periode,  und  da  die  zu  st  gehörige  Periode  t^t  gleich 

Null  ist,  so  giebt  es  einen  zweiten  geschlossenen  Weg  s%}  für  welchen 

die    zugehörige    Periode    ^2    nicht    verschwindet;    nach   Auswahl    des 

Weges  Sg   sind  die   ersten  beiden  Kolonnen  des  Systems  T  gegeben. 

Wir   können   dann   weiter   die  Integrale  £„ . . .  Up  so  verändern,    daEs 

ihre  Perioden  nicht  blols  für  si7  sondern  auch  fär  s%  Null  sind;   zu 

diesem  Zwecke  brauchen  wir  blofs  für  i  >  2  das  Integral  U  durch 

zu  ersetzen,  wodurch  alle  jene  Perioden  tn  und  ti%  Null  werden.  Nach- 
dem dies  geschehen,  können  wir  wieder  einen  dritten  Periodenweg  s3 
wählen,  für  welchen  t^  von  Null  verschieden  ist;  denn  da  die  Perioden 
von  t9  für  $1  und  s%  verschwinden,  so  mufs  es  einen  weiteren  Weg  $9  geben, 
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der  eine  von  Null  verschiedene  Periode  liefert;  wir  können  dann  weiter 
t4, . . .  t%p  so  transformieren,  dafe  alle  ihre  Perioden  für  sus%9  s9  Null 
sind.  So  fortgehend  können  wir  suocessive  die  2p  Periodenwege 
slf  s%,  . . .  Stp  und  die  2jp  Fundamentalintegrale  tlf  t^,  . . .  t%p  so  be- 
stimmen; dafs  in  dem  quadratischen  System  (5)  alle  Elemente  unter- 
halb der  Diagonale  verschwinden,  während  die  Diagonalelemente  von 
Null  verschieden  sind.    Dann  aber  ist  auch  die  Determinante 

l^l^n*»  •  •  •  kpttp 

von  Null  verschieden,  und  diese  Eigenschaft  bleibt  auch  notwendiger- 
weise bestehen,  wenn  wir  von  dem  transformierten  Fundamentalsystem 
der  Integrale  zweiter  Gattung  zu  dem  ursprünglichen  wieder  zurück- 
kehren.   Daraus  folgt  also  jetzt  der  wichtige  Satz: 

.Es   giebt  auf  der  Biemannschen  Flache   2jp  linear    un- 
abhängige Periodenwege  su  «,, . . .  Sip. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  für  ein  solches  Wegsystem  nicht 
blofe  die  Determinante  der  Perioden  |  tgk  |,  sondern  auch  die  zugehörige 
Determinante  des  ganzzahligen  Systems  C  der  Charakteristiken 

6)  |C1-I**I-I(*w*a)I        <**-*.».■.-**) 

von  Null  verschieden  ist.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  die  Glei- 
chungen (3)  in  Anwendung  zu  bringen,  in  welchen  die  Charakteristiken 
als  bilineare  Verbindungen  der  Perioden  erscheinen,  und  hierdurch  die 
Determinante  \C\  als  Produkt  zweier  Periodendeterminanten  dar- 
zustellen. Wir  bilden  nämlich  dasjenige  quadratische  System,  welches 
aus  T  entsteht,  indem  wir  die  1,2,...^  Zeile  unter  Zeichenänderung 
resp.  mit  der  (p  +  l)*"1,  (jp  +  2)*®°, . . .  2jpUn  Zeile  vertauschen  und  sodann 
noch  durch  Vertauschung  der  Zeilen  und  der  Kolonnen  zum  kon- 
jugierten Systeme  übergehen: 

*P+M      *H-M    •  •  •  fefM      -  *ii       ""  **i      ■  .  ■  —  *pi 
^p+1,2      *1>  +  M        .-^,2       —^12         —  <82       ■■■  —  *j»l 

Jp+l,*p    4»  +  M*-  •  -Up,%p    -h,9p    —  Ut2p  •  .-  —  tp,1Pj 

Wir  bezeichnen  dieses  System,  indem  wir  uns  eine  spätere  etwas  ge- 
eignetere Notation  vorbehalten,  vorläufig  durch  T0;  seine  Determinante 
ist  offenbar  gleich  der  Determinante  von  T.  Setzen  wir  nun  das 
System  T0  mit  dem  Systeme  T  zusammen,  so  ergiebt  die  Komposition 
der  a*611  Zeile  von  T0: 

*p-f  l,a>       tp+itay  •  •  •  hp,a,  *la>  t%a}  •  •  •         *pa 
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mit  der  /J*6*  Kolonne  von  T: 

kß9    Uß, . . .  tpß,    tp+i,ß,    tp+*,ß>  •  -  •  UP,ß 

zufolge  der  Gleichungen  (3)  gerade  die  Zahl  2jcicaß]  wir  erhalten  also, 
abgesehen  von  dem  Faktor  2ni,  das  System  C  der  Charakteristiken, 
oder  wenn  wir,  wie  auf  S.  126,  die  Komposition  der  Systeme  als  sym- 
bolische Multiplikation  bezeichnen,  es  ist 

7)  r0r=2*$.c. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  Determinanten  über,  so  folgt  aus  (7): 

8)  I^P-ß«?'!«**!  (0,A=1,2,...2P) 

oder 


i 


8a)  \t,h\-(2nif\cgh\*. 

Die  Determinante  \cgh\  der  Charakteristiken  ist  also  wirklich,  ebenso 
wie  \tgh\,  von  Null  verschieden.  Es  folgt  aber  aus  der  Gleichung  (8a) 
noch  weiter,  dafe  die  Determinante  \tgh\  der  Perioden,  abgesehen  von 
dem  Faktor  (2%iY,  ganzzahlig  ist;  denn  da  die  Determinante  jedes 
alternierenden  Systems  von  (2p)*  Elementen  das  Quadrat  eines  so- 
genannten P&ffschen  Ausdruckes  ist,  so  ist  \c9k\  eine  QuadratzahL 
Da  sich  dieses  für  den  Augenblick  noch  nicht  wesentliche  Resultat 
später  noch  einmal  und  ohne  Anwendung  obigen  Determinantensatzes 
ergiebt,  so  heben  wir  für  jetzt  nur  den  folgenden  Satz  hervor: 

Wenn  die  2p  Periodenwege  slf . . .  s%p  in  der  vorher  an- 
gegebenen Weise  gewählt  und  daher  linear  unabhängig  sind, 
so  ist  die  Determinante  der  Charakteristiken 

l<V*|  — l(**»**)l  (0,ä  =  1,2,...2i>) 

von  Null  verschieden. 
Da  Cn  =>  0  ist  und  die  Elemente  c^,,  c^, . . .  CtttP  der  ersten  Zeile  somit 
nicht  ebenfalls  alle  verschwinden  können,  so  folgt  hieraus  noch  der  Satz: 
Gehört  ein  Periodenweg  st  nicht  zur  Hauptklasse,  so  giebt 
es  stets  einen  zweiten  s2,  welcher  mit  sx  eine  von  Null  ver- 
schiedene Charakteristik  c12  «=  (sif  s9)  bildet. 
Dieses  Theorem,  von  welchem  wir  auch  später  zur  Zerschneidung  der 
Riemannschen   Fläche   Gebrauch   machen,    ist    umkehrbar,   weil   nach 
S.  610    die   Periodenwege    der    Hauptklasse    mit  jedem    anderen   ge- 
schlossenen Wege  die  Charakteristik  Null  bilden.    Es  legt  also  bereits 
den  Wesensunterschied  zwischen  den  eigentlichen  Periodenwegen  und  denen 
der  Hauptklasse  in  voller  Deutlichkeit  dar.    Die  letzteren  haben  die  ein- 
fachen Eigenschaften  der  geschlossenen  Wege  in  der  Ebene,  und  da  ein 
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Weg  st  der  Hauptklasse  mit  jedem  beliebigen  geschlossenen  Wege  s,  die 
Charakteristik  (st,  s,)  =  0  bildet;  so  zerstücken  sie  auch  die  Biemannsche 
Flache;  ein  eigentlicher  Periodenweg  hingegen  zerlegt  für  sich  allein  die 
Riemannsche  Fläche  niemals  in  getrennte  Teile,  weil  er  stets  mit  einem, 
also  auch  mit  unendlich  vielen  anderen  positive  Charakteristiken  bildet 
und  sich  daher  der  Überlegung  des  §  4  der  vorigen  Vorlesung  entzieht. 
Nehmen  wir  nun  zu  den  Wegen  st, . . .  s%p  einen  beliebigen  weiteren 
Periodenweg  s0  hinzu,  so  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  dafs  die 
2p  +  1  Wege  50,  $!,...  Sip  stets  ein  abhängiges  System  bilden,  dafs 
wir  also  2p  +  1  ganze  Zahlen  x0,  a^, . . .  x%p  bestimmen  können,  die 
nicht  alle  Null  sind  und  für  welche  der  Weg 

9)  a:0so  +  ^1*1  + f"  &pS*p  ~  0 

wird.  Nach  den  früheren  Ausführungen  ist  es  hierzu  erforderlich,  die 
2jp  linearen  Gleichungen 

^10^0         +*llÄl         +  ^liX%         + \-tiftpZ*p       =0 

tpoXo      +tpioti       +  tp%x*      -\ h  tPttpXiP      =  0 

tp+i,o%o  +  <p+i,i#i  +  tp+\,*Xi  H h  tp+\t%px%p  =  0 

t*p,0Zo     +  fep,l#l     +t%p,*%%     H \-t%Pt2Pxtp     =0 

in  ganzen  Zahlen  aufzulösen.  Das  zugehörige  Koeffizientensystem  ent- 
steht aus  dem  in  (5)  aufgestellten  System  T  durch  Voranstellung  einer 
weiteren  Kolonne,  die  aus  den  Perioden  ^0,  ^0, . . .  tiPyo  der  2p  Haupt- 
integrale für  den  Weg  s0  besteht,  und  besitzt  daher  ebenfalls  den 
Rang  2p]  folglich  hat  das  Gleichungssystem  (10),  wenn  man  von  Pro- 
portionalitätsfaktoren absieht,  eine  einzige  Lösung.  Um  nun  zu  be- 
weisen, dafs  diese  Lösung  ganzzahlig  gewählt  werden  kann,  multiplizieren 
wir  die  Gleichungen  (10)  der  Reihe  nach  mit 

tp+hUf  '  '  '  **p,9)       —  ngy  •  •  •  ""  »pg 

und  erhalten  so  durch  Addition  und  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichungen  (3): 

10a)  CgoXo  +  CgxXt  +  CgiXi  +  •  •  •  +  Cg^pXip  =  0       (g  =  l,  2, . . .  2j>), 

worin  jetzt  die  Koeffizienten  cga  =  {sg,  sa)  Charakteristiken,  also  ganze 
Zahlen  sind.    Da  ferner  die  Determinante 

nach  dem  Satze  auf  S.  622  von  Null  verschieden  ist,  so  hat  auch  das 
Koeffizientensystem  der  Gleichungen  (10a)  den  Rang  2p\  diese  Glei- 
chungen besitzen  also  ebenfalls  eine  und  nur  eine,  natürlich  ganzzahlige 
Lösung.     Da  aber  jede  Lösung  des  ersten  Gleichungssystems  auch  das 
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zweite  befriedigt,  so  sind  die  Systeme  (10)  und  (10a)  überhaupt  äqui- 
valent, die  Lösung  der  Gleichungen  (10)  also  ebenso  wie  die  von  (10a) 
ganzzahlig,  was  zu  beweisen  war.    Es  gilt  also  der  Satz: 

Das   System   der  2p  linear  unabhängigen  Periodenwege 
Sj,  Sg, . . .  St p  bildet  mit  jedem    weiteren  Periodenweg  s0  ein 
linear  abhängiges  System;  es  heilst  daher  ein  Fundamental- 
system von  Periodenwegen. 
Von  den  so  bestimmten  ganzen  Zahlen  x0f  xlf  x^, . . .  x%p  kann  die 
erste  x0  nicht  Null  sein,  weil  sonst  $lf «,, . . .  $tp  nicht  linear  unabhängig 
wären.     Wir  können   also  in  der  obigen  zwischen  s0,  su  %, . . .  s*p  be- 
stehenden Äquivalenz  (9)  s0  auf  die  eine  Seite  bringen  und  mit  dem 
von  Null  verschiedenen  Koeffizienten  x0  von  s0  durchdividieren.   Hier- 
durch erhalten  wir  für  den  Weg  s0  und  überhaupt  fttr  jeden  geschlossenen 
Weg  eine  Gleichung  der  Form 

11)  «o  —  rl*l  +  r*S2  +  '  '  *  +  r*9**9> 

worin  r19  r£, . . .  r%p  eindeutig  bestimmte  rationale  Zahlen  sind.  Eine 
derartige  symbolische  Gleichung,  welche  fttr  einen  beliebigen  ge- 
schlossenen Weg  s0  oder  vielmehr  fttr  eine  Klasse  geschlossener  Wege 
besteht,  da  alle  äquivalenten  Wege  dasselbe  Koeffizientensystem 

rlf  *£,...  ftp 
liefern,  soll  überhaupt  nur  eine  andere  Schreibweise  der  obigen  Äqui- 
valenz (9)  sein  und  stets  in  diesem  Sinne  verstanden  werden.  Hieraus 
folgt  sofort,  dafe  für  die  Charakteristiken  und  die  Perioden  immer 
ganz  dieselben  Gleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  gelten  wie  ftr 
die  Wege  selbst;  z.  B.  ist  für  eine  Charakteristik  ($>,  sk): 

l2\  (*>> s*)  =  ri  (** s*)  +  r*  (*«>  **)  +  '••  +  r*p (s*p>  **) 

und  ebenso  gilt  für  die  Periode  des  Integrals  tk  über  den  Weg  ^  die 

Gleichung 

13)  tk0  —  rx  tkX  +  r%th%  +  -  -  -  +  rfJ><MP. 

Es  sei  jetzt  6U  <y8, . . .  cm  ein  ganz  beliebiges  System  geschlossener 
Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche.  Dann  bestehen  die  m  Gleichungen 
der  Form 

*1    =  r\l  «1     +  r\%h     +'"  +  *U*9**P 


<*m  =  r,niSi  +  rmtsf  H h  rmttpsipf 

worin  die  Koeffizienten 
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bestimmte  rationale  Zahlen  sind.  Da  nun  zwischen  den  Wegen  sv  sv...  s*p 
keine  lineare  ganzzahlige  Relation  besteht,  so  ergiebt  sich  nunmehr 
fast  unmittelbar: 

Die  Zahl  der  in  dem  Systeme  (au  6%J . . .  <rm)  enthaltenen 
linear  unabhängigen  Wege  ist  gleich  dem  Bange  des  Koeffi- 
zientensystems 

Um  nämlich  die  zwischen  den  Wegen  e17  62, . . .  6m  bestehenden  linearen 
Beziehungen  vollständig  herzuleiten,  ist  es  nur  notwendig,  das  Gleichungs- 
system mit  rationalen  Koeffizienten 

rigXt  +  r%gx*  + h  rmgxm  =  0        (g  =  i,  2, . . .  2p) 

vollständig  aufzulösen.  Ein  derartiges  Wegsystem  ist  hiernach  dann 
und  nur  dann  wieder  ein  Fundamentalsystem,  wenn  m**>2p  und  die 
Determinante 

\rffh\  (0,Ä  =  l,2,...2|>) 

von  Null  verschieden  ist. 

Bilden  wir  endlich,  um  die  oben  gefundene  Bedingung  in  eine 
andere  Form  zu  setzen,  die  Perioden  des  Integrals  tg  für  die  Wege 
6ly  <72, . . .  6m  und  bezeichnen  dieselben  mit  rgl,  xg%, . . .  tgm}  so  ist  zu- 
folge der  in  Gleichung  (13)  gegebenen  Regel 

Vgm  =a  ^mltgl  +  fmitgi  H h  ^m,iptg,2p' 

Man  erhält  also  das  Periodensystem 

indem  man  die  Zeilen  des  quadratischen  Systems  T  mit  den  Kolonnen 
des  Koeffizientensystems 


R  = 


•  rm9 


>ri,*p   r%,*p  •  •  •  *m,2p, 
zusammensetzt;  es  ist  also  in  kurzer  Bezeichnung 
14)  1  =  TR. 

Umgekehrt  ist,  wenn  man  das  reciproke  System  zu  T  mit  T~~l  be- 
zeichnet: 
14a)  R=T-lT. 

Hensel  n.  Landiberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  40 
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Aus  der  Gleichung  (14)  folgt,  dafe,  wenn  in  dem  System  B  der  ratio- 
nalen Koeffizienten  rMff  die  Determinanten  einer  bestimmten  Ordnung 
sämtlich  verschwinden,  das  Gleiche  auch  für  das  System  T  der  Perioden 
gilt;  denn  nach  dem  Multiplikationssatze  ist  eine  Determinante 
rUr  Ordnung  von  T  eine  lineare  homogene  Verbindung  der  samtlichen 
Determinanten  rtor  Ordnung  von  R.  Ebenso  folgt  aus  (14a),  dafe  das 
Verschwinden  samtlicher  Determinanten  einer  bestimmten  Ordnung 
von  T  die  gleiche  Eigenschaft  fttr  R  zur  Folge  hat.  Folglich  haben 
T  und  R  gleichen  Bang,  und  es  ist  überhaupt  das  Gleichungssystem 
mit  rationalen  Zahlkoeffizienten 

rigXx  +  TtgX*  +  •  •  •  +  TngXfn  =  0  (ß=  1,  2, ...  2p) 

völlig  gleichwertig  dem  System  mit  im  allgemeinen  komplexen  und 
irrationalen  Koeffizienten: 

tgl^l  +  *****  +  •  •  •  +  tgmXm  =  0, 

weil  beide  auseinander  durch  blofse  Komposition  der  Gleichungen 
hervorgehen;  die  Losungen  des  ersten  Systems  sind  also  auch  die  des 
zweiten.  Damit  ist  also  jetzt  der  am  Anfange  dieses  Abschnittes  aus- 
gesprochene Satz  vollständig  bewiesen: 

Ist 

I  =  (<y1;  <t%} . . .  <jm) 

ein  beliebiges  System  geschlossener  Wege  auf  der  Riemann- 
schen  Flache  und 

t-w        C:tt:::?) 

das  zugehörige  Periodensystem  der  2p  Fundamentalintegrale, 
so  ist  die  Zahl  der  in  dem  Systeme  Z  enthaltenen  linear  un- 
abhängigen Wege  gleich  dem  Bange  von  T.  Notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  ein  Fundamentalsystem  von  Perioden- 
wegen ist  also,  dafe  m  =  2p  und  die  Determinante 

\tgh\  (0,Ä  =  1,...2P) 

von  Null  verschieden  ist. 
Ein  Fundamentalsystem  von  Periodenwegen  slf  s%9 . . .  s%p  hat  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dafe  jeder  beliebige  geschlossene  Weg  s 
auf  der  Riemannschen  Flache  sich  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  setzen  lafet: 

s  =  x1s1  +  a^s8  +  •  •  •  +  x%pS%p} 

wobei  xu  X}} . . .  x*p  rationale  Zahlkoeffizienten  sind.  Es  gehört  aber 
nicht  etwa  zu  jedem  beliebigen  Systeme  rationaler  Zahlen  xi,  x^y . .  .  x%p 
ein  geschlossener  Weg  s  auf  der  Riemannschen  Flache;  sondern  nur 
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dann,  wenn  die  Zahlen  xlf  x^  . . .  x%p  ganz  sind,  sind  wir  im  stände,  zn 
einem  gegebenen  Koeffizientensystem  den  zugehörigen  geschlossenen 
Weg  8  zn  konstruieren. 

Bationale  Zahlkoeffizienten  xX)  o^, . . .  x*p  können,  wie  unmittelbar 
aus  der  Auflösung  der  Gleichungen  (10a)  folgt,  nur  dann  zu  einem 
geschlossenen  Wege  Veranlassung  geben,  wenn  ihr  Generalnenner  ein 
Teiler  der  Determinante  \cffh\  ist.  Wir  werden  später  sehen,  daft  bei 
geeigneter  Auswahl  des  Fundamentalsystems  die  Determinante  |  cgh  |  den 
kleinsten  denkbaren  Wert  Eins  annehmen  kann.  Alfldmm  erhalt  man 
also  alle  Periodenwege  aus  der  Linearform 

X181  +  X%8%  H h  XtpS%P9 

wenn  man  für  die  Unbestimmten  a^,  x%) . . .  x%p  alle  möglichen  ganzen 
Zahlen  setzt,  und  es  ergiebt  sich  so  jeder  Weg  nur  einmal.  In  dem  all- 
gemeinen Falle,  den  wir  zunächst  betrachten  und  in  dem  die  Deter- 
minante \c9h\  einen  beliebigen  Wert  besitzt,  haben  wir  den  Komplex 
der  Wege,  welche  auf  ganzzahlige  Koeffizienten  fahren,  vor  den  anderen 
auszuzeichnen  und  ihre  charakteristischen  Eigenschaften  festzustellen. 
Es  gelingt  dies,  wie  nunmehr  zu  zeigen  ist,  durch  Herstellung  einer 
gewissen  Normalform,  auf  welche  sich  jeder  derartige  Komplex  be- 
ziehen läißi 

§3. 
Wahlen  wir  aufser  dem  geschlossenen  Wege 

1)  8  =  XiS1  +  X1S$  +  •  •  •  +  XtpStp 

noch  einen  zweiten,  durch  die  rationalen  Zahlen  yl}  y%} . . .  y%p  be- 
stimmten Periodenweg 

la)  6  —  y^  +  y%%  +  •  •  •  +  y9pstp 

auf  der  Riemannschen  Flache,  so  ist  die  Charakteristik  der  beiden 
Wege  s  und  <f  nach  der  Formel  (12)  des  vorigen  Abschnittes: 

(**  *)  -  ft(*  h)  +  »i(*>  %)+•••  +  V*p(*,  s$P)) 
ferner  ist  nach  derselben  Gleichung 

(S,  5A)  =  Xi  (Si,  Sh)  +  Xi(sa>  8k)+-~  +  X%p(s%p)  8k) 

=  CihXi  +  Cth%*  H h  c*PtkXtp> 

folglich  ist 

2)  (s,  6)  — ^  cgkxg  yk  O;,  h  =  i,  2, . . .  2P) 

gh 

eine  bilineare  Form  der  Zahlensysteme  xl>  x^, . . .  x%p  und  yu  y%} . . .  y*p 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten.    Es  gilt  somit  der  Satz: 

40* 
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Ist 

ein  Fundamentalsystem  von  Periodenwegen  und  werden  irgend 
zwei  geschlossene  Wege  s  und  6  auf  der  Biemannschen  Flache 
in  Bezug  auf  Z  durch  die  Zahlensysteme  a^,  x^} . . .  x%p  resp. 
&?&;-• -y*P  bestimmt,  so  ist  die  Charakteristik  (s,  tf)  der 
beiden  Wege  eine  ganzzahlige  bilineare  Form  dieser  Zahlen- 
systeme 

2a)  C=^?cgkx9yh         fr.Ä-i,*,...  2p), 

deren  Koeffizienten  fyA  =  (s^,  sA)  die  Charakteristiken  je  zweier 
Wege  des  Fundamentalsystems  sind;  dieselbe  soll  die  Charak- 
teristikenform heilsen. 

Hiernach  hängt  die  Weiterführung  unserer  Aufgabe  von  der  Unter- 
suchung einer  bestimmten  Bilinearform  und  speziell  von  ihrer  Trans- 
formation ab.  Wir  wollen  daher,  um  die  folgenden  Entwickelungen 
vorzubereiten,  einige  allgemeine  Sätze  über  Bilinearformen  und  die 
Rechenoperationen,  welche  mit  ihnen  vorgenommen  werden  können, 
kurz  entwickeln. 

Eine  zunächst  ganz  beliebige  bilineare  Form 

^daßXaVß  («,0=1,2,...!») 

ist  stets  nur  als  eine  Zusammenfassung  des  zugehörigen  Koeffizienten- 
systems 

A=>(**ß)  («,jJ  =  l,2,...m) 

zu  einem  einzigen  analytischen  Gebilde  anzusehen;  zu  jeder  Bilinear- 
form gehört  ein  bestimmtes  quadratisches  System  und  umgekehrt,  und 
jeder  Veränderung  der  Bilinearformen  läuft  eine  entsprechende  Operation 
der  quadratischen  Systeme,  wie  sie  in  §  3  der  neunten  Vorlesung 
dargelegt  wurden,  genau  parallel.  Daher  soll  auch  die  bilineare  Form, 
ebenso  wie  das  zugehörige  quadratische  System,  mit  einem  einzigen 
und  zwar  demselben  Buchstaben  A  bezeichnet  werden,  und  nur  wenn 
es  darauf  ankommt,  die  Unbestimmten  der  Bilinearform  hervorzuheben, 
ersetzen  wir  A  durch 


\yi   ¥$  •  •     arm/ 


►). 


Ebenso  wie  bei  den  Matrizen  zwischen  Horizontal-  und  Vertikal- 
reihen,  so  ist  bei  den  Formen  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten 
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Reihe  der  Unbestimmten  genau  zu  unterscheiden.  Es  gehört  also  zu 
dem  konjugierten  Systeme 

A  =  (Öa/j)  =  ((ha,  <hat  •  -  •  <*ma) 

die  konjugierte  Form  _     ,_ 

aß 

welche  aus  A  durch  Vertauschung  von  xa  und  ya  hervorgeht.  Ist 
A  —  A}  also  aaß  =  apa,  so  ist  die  Form  symmetrisch;  ist  A  —  —  A, 
also  aaß^  —  dßa  tmd  oraa  =  0,  so  ist  die  Form  alternierend.  Zu  dieser 
letzteren  Klasse  gehört  die  oben  eingeführte  Charakteristikenform 

G^^CaßXaVß  («t(J=l,V..2jp). 

*,p 

Hierbei  bedeutet  es  keine  Einschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 
uns  die  Form  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Variabeinpaaren  gebildet 
denken,  da  wir  ja  anderenfalls  in  dem  zugehörigen  quadratischen 
Systeme  blols  eine  Horizontal-  und  eine  Vertikalreihe  mit  ver- 
schwindenden Elementen  hinzuzufügen  brauchen;  von  dieser  Freiheit 
wollen  wir  bei  alternierenden  Formen  stets  Gebrauch  machen. 
Das  einfachste  quadratische  System  war  das  Einheitssystem 


(*a,-iflr«-pj; 
Vt,  0-1,1,  ...m  I 


ihm  entspricht  die  Einheitsform 

Em  =2*  äaßXaVß  -  «iPl  +  W*  +  ' ' '  +  Wm 

aß 

und  diese  Form  spielt  bei  jeder  Reduktion  gewöhnlicher  oder  symme- 
trischer Formen  eine  besonders  wichtige  Bolle.  Für  alternierende 
Formen  raufe  aber  eine  Normalform,  welche  ebenfalls  alternierend  ist, 
gewählt  werden;  wir  nehmen  als  solche  die  folgende,  welche  wir  die 
„alternierende  Hauptform"  oder  auch  kurz  die  „Hauptform" 
schlechtweg  nennen: 

3)    E  =  xiyp+x  +  x*yp+2  +  •  •  -+  xpy%p-  xp+iyi  -  ^+ays x2pyP. 

Das  zugehörige  Koeffizientensystem  lautet 

0     0...    0    1   o...<n 

0      0...     0    0    1...0 


5a)      E  = 


0      0.. 

0    0    0. 

.1 

1      0.. 

0    0    0. 

.0 

0  -1.. 

0    0    0. 

.0 

0      0...-1    0    0 


,0) 


'(««/»)        («,P  =  1,2,. 
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und  kamt,  wenn  wir  es  in  Tier  kleinere  Quadrate  von  je  p*  Elementen 
zerlegen,  kurz  so  geschrieben  werden: 


3b) 


-         I    °    I   E'\ 

-»p-m ); 


es  ist  also  Saß  —  ±  1,  wenn  ß  —  a±p  ist,  in  allen  anderen  Fallen 
aber  gleich  Null.  Bei  Einführung  dieser  Bezeichnung  kann  die  zwischen 
den  Perioden  der  Fundamentalintegrale  bestehende  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen: 

4)  tigtp+lth+t2gtp+2th-\ VtpgUp,h  -tp+l9gtlh kPlg tpk—  —  2xiegk 

auch  in  die  einfache  Form  gesetzt  werden: 

4a)  -2nicgh=*^Saßtagtßh  =  E(iaff-,  tßh)    (a,p  =  i,2,.  .  .2p). 

Unterwerfen  wir  in  einer  bilinearen  Form 

5)  A=^aaßXatfß  (a,  0  =  1,2,...».) 

aß 

die  eine  Reihe  der  Variabein  ylf  y%, . . .  ym  einer  linearen  Substitution 

m 

so  geht  die  Form  in  eine  andere 

7)  B=^baßXayß 

aß 

mit  den  Koeffizienten 

m 

7  a)  1>aß=^aaYqYß 

über;  also  gilt  für  die  Koeffizientensysteme  die  Multiplikationsgleichung 

7b)  B^AQ, 

und  dieselbe  Gleichung  kann  und  soll  auch  die  Beziehung  zwischen 
den  Bilinearformen  A  und  B  vollständig  darstellen. 

Unterwerfen  wir  andererseits  die  Unbestimmten  xa  einer  linearen 
Substitution 

CT 

8)  Xa^^PaßXß 

und  geht  hierdurch  A  wieder  in  B  über,  so  ist  jetzt 


r=i 


in 
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also  ist,  wenn  wieder  P  das  zu  P  konjugierte  System  bedeutet: 

9a)  B=PA. 

Wenn  wir  schliefslich  beide  Reihen  von  Variabein  durch  die  Glei- 
chungen (6)  und  (8)  linear  transformieren,  so  gilt  für  die  transformierte 
Form  B  die  allgemeine  Kompositionsgleichung 

10)  B=PAQ. 

Der  allgemeinsten  linearen  Transformation  der  Form  entspricht  also 
eine  Multiplikation  der  Systeme,  wobei  die  Koeffizientensysteme  der 
Substitutionen  ganz  dieselbe  Bolle  wie  das  Koeffizientensystem  einer 
Bilinearform  übernehmen.  Wir  können  daher,  wenn  wir  wollen,  auch 
von  einem  Produkte  zweier  oder  mehrerer  Bilinearformen  sprechen, 
worunter  eben  die  zu  dem  komponierten  Systeme  gehörige  Form  zu 
verstehen  ist. 

Alternierende  und  symmetrische  Bilinearformen  werden  meist  nur 
so  transformiert,  dafa  sie  alternierend  resp.  symmetrisch  bleiben.  Dies 
tritt  immer  dann  ein,  wenn  die  Koeffizientensysteme  P  und  Q  gleich 
sind,  also  die  Variabein  xa  und  ya  derselben  Substitution  unter- 
worfen werden.    Ist  nämlich  A  =  ±  A  und 

B  =  PAP, 

so  folgt  durch  Übergang  zu  dem  konjugierten  Systeme  nach  dem 
Satze  (3)  auf  S.  132: 

B  =  PAP, 

und  da  A  =  -±  A  ist,  so  ist  auch  B  —  ±  B.  Derartige  Trans- 
formationen heifsen  kongruente  Transformationen  der  Bilinearform. 
Wir  bemerken  schliefslich  noch,  dafa  mit  Hilfe  der  jetzt  ein- 
geführten Bezeichnungen  sich  die  bilinearen  Gleichungen,  welche 
zwischen  den  Perioden  tap  der  2p  Fundamentalintegrale  t1}  t2, . . .  UP 
bestehen,  in  einer  viel  übersichtlicheren  Form  darstellen  lassen.  Wir 
hatten  in  der  Gleichung  (7)  des  vorigen  Abschnittes  gefunden: 

T0T=2xiC] 

hierin  war  G  das  System  der  Charakteristiken  cap,  T  das  System  der 
Perioden,  und  T0  ging  aus  T  hervor,  indem  wir  die  ato  Zeile  unter 
Zeichenänderung  mit  der  (a  +jp)ten  vertauschten  und  sodann  das  kon- 
jugierte System  bildeten.  Dieser  Übergang  von  T  zu  T0  kann  aber  mit 
Hilfe  des  Systems  E,  wie  der  Anblick  der  auf  S.  619,  621  und  629 
vollständig  hingeschriebenen  Systeme  lehrt,  einfach  so  dargestellt  werden: 


T0=*-TE. 
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Folglich  erhalten  wir  die  Kompositionsgleichung 

durch  welche  das  System  der  Periodenrelationen  (4)  vollständig  zu- 
sammengefaßt wird.  Zufolge  der  letzten  Ausführungen  können  wir 
aber  diese  Gleichung  auch  durch  einen  Satz  über  bilineare,  durch 
Transformation  ineinander  überführbare  Formen  ausdrücken,  nämlich 
durch  folgenden: 

Bedeutet 

(ßmß)  (a,P«l,2,...2j>) 

das  Periodensystem  der  2  p  EWdamqntalintegrale  ti7t%} . . .  Ur 
für  2p  linear  unabhängige  Wege  slts2, . . .  s*p,  so  geht  die 
alternierende  Hauptform 

E=^£aßXayp 

durch  die  kongruenten  Transformationen 

Za-^jtaßXß,    ya=^taßyp 

p  p 

bis  auf  einen  Faktor  in  die  Charakteristikenform 

C  =  ^1  CqßXgl/ß 

über,  wobei  ca p  —  (stf,  Sp)  ist;  es  ist  nämlich 

11)  TET=-2niC. 

Bei  Anwendung  der  Produktbildung  zweier  Formen  tritt  auch  die 
alternierende  Hauptform  E  in  einen  einfachen  Zusammenhang  mit  der 
Einheitsform  E]  es  ist  nämlich 

12)  E*  -  -  E. 

In  der  That  ergiebt  die  Zusammensetzung  des  Systems 

Eip      \-Ep  OJ 

mit  sich  selbst,  da  man  mit  den  Teilsystemen  einer  Matrix  ganz 
ebenso  wie  mit  den  einzelnen  Elementen  selbst  rechnen  kann: 

,        ,-El       0    n       (-Ep      0    x 
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§4. 

Bilden,  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitte,  $lf  s2, . . .  s9p  ein  Fun- 
damentalsystem  von  Periodenwegen,  so  haben  wir  gesehen,  dafs  die 
Charakteristikenform 

9p 

gleich  der  Charakteristik  der  beiden  Periodenwege 

s  -  X&  +  xas2  +  •  •  •  +  x%ps*p 
und 

<*  =  VlSl  +  VlS*  + ("  Sfo**l|> 

ist.  Wir  wollen  nun  das  Fundamentalsystem  s1,sS}  ...$ip  durch  ein  anderes 
sl9  "s2, . . .  Vtp  ersetzen,  welches  mit  dem  ersten  durch  die  Gleichungen 

verbunden  ist;  hierbei  sollen  die  Koeffizienten  %a/$  ganze  Zahlen  und 
ihre  Determinante  |  kaß  |  =  ±  1  sein,  dann  kann  man  auch  umgekehrt 
die  Wege  sa  als  lineare  ganzzahlige  Verbindungen  der  Wege  ~sa  aus- 
drücken, denn  als  Auflösung  von  (2)  erhalt  man 

2  a)  sa=^KßJßf 

ff 
worin 

eine  ganze  Zahl  ist.  Zwei  solche  Fundamentalsysteme  leisten  also, 
wenn  wir  jetzt  die  Unbestimmten  xa  und  ya  auf  die  ganzzahligen 
Werte  beschranken  und  nur  den  Komplex  der  sich  so  ergebenden 
Wege  ins  Auge  fassen,  für  die  Darstellung  der  Periodenwege  auf  der 
Riemannschen  Flache  völlig  dasselbe;  sie  sollen  aus  diesem  Grunde  als 
äquivalente  Fundamentalsysteme  bezeichnet  werden. 

Stellt  man  nun  die  geschlossenen  Wege  s  und  6  auch  durch  das 
zweite  Fundamentalsystem  dar,  setzt  man  also 

8  =  xt lt  +  ä2  s£  + h  x2p~sip 

* "—  Vi  *i  +  y%  **  +  •  •  •  +  v*p^*p> 

so  müssen  die  Zahlen  xa  und  xa  miteinander  durch  die  linearen  Glei- 
chungen zusammenhängen: 

3)  Xa  —  haXi  +  faaX*  +'"+  fap,aX3p, 

deren  Koeffizientensystem  oflFenbar  zu  dem  der  Gleichungen  (2)  kon- 
jugiert ist;  ganz  die  gleiche  Beziehung  findet  natürlich  auch  zwischen 
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den  Zahlen  ya  und  ya  statt.  Dem  Übergange  von  einem  Fundamental- 
systeme zu  einem  äquivalenten  entspricht  also  eine  Transformation  der 
Charakteristikeiiform  C  durch  kongruente  Substitutionen  mit  ganzen 
Zahlkoeffizienten  und  der  Determinante  ±  1.  Bezeichnen  wir  also  zwei 
ganzzahlige  alternierende  Formen,  welche  durch  kongruente  Substitu- 
tionen mit  der  Determinante  ±  1  ineinander  übergehen,  ebenfalls  als 
äquivalent,  so  gilt  der  Satz: 

Zu  äquivalenten  FundamentaLsystemen  von  Periodenwegen 
gehören  äquivalente  Gharakteristikenformen  und  umgekehrt 
Wir  wollen  aber  zunächst  nur  gewisse  einfache  und  leicht  inter- 
pretierbare Substitutionen  anwenden,  die  wir  als  Elementartrans- 
formationen bezeichnen,  und  durch  diese  allein  die  Charakteristiken- 
form in  eine  bestimmte  Normalform  bringen,  vermöge  deren  wir  die 
wesentlichen  Eigenschaften  eines  Fundamentalsystems  von  Perioden- 
wegen leicht  übersehen  können. 

Erstens  können  wir  in  einem  der  Wege  s,  z.  B.  in  slf  die  Richtung 
umkehren.    Da  alsdann 

(Si)  «i s1}    ~sh  =  sh    für  h  >  1 

ist,  so  lautet  die  Elementartransformation  der  Variabein 

(-Ei)  «i  — -*i,  Si-**;    yi=-i/i,  Vh=y         (ä>i). 

Die  Matrix  der  Charakteristikenform  erleidet  alsdann  nur  die  Ver- 
änderung, daJs  die  erste  Horizontal-  und  Vertikalreihe  das  Zeichen 
wechseln  oder,  was  ganz  dasselbe  besagt,  dals  diese  beiden  Reihen  sich 
miteinander  vertauschen. 

Zweitens  können  wir  zwei  Wege,  z.  B.  s1  und  £,,  miteinander  ver- 
tauschen.   Dann  ist 


(s,) 

Sl   —  S%> 

s2  —  si>      58  —  *s;  •  • 

.  sap  —  sip, 

also 

(E*) 

%1  =  %s> 

y%  =  yi>   y*-yi>- 

. .  y*P  —  y*P> 

Die  Gharakteristikenfoim 

+  «wfofc  -«s%)  +  ^(^y*-  *4%)  +  •  •  • 

geht  aladftTiTi  über  in 
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0 

«11 

«1» 

«14       • 

•  •  «Mp 

«« 

0 

% 

«M       • 

•C«,«p 

«si 

«m 

0 

«84      • 

•  •  «Mp 

c« 

^42 

«« 

0 

■  •  «*,»P 

0 

«« 

«88 

««4       • 

• -Ca,», 

«i» 

0 

«18 

«14       • 

•  •  «1.1p 

«« 

«81 

0 

«84      • 

•  •Cs.Sp 

«4* 

«41 

«43 

0 

•      «4,»« 

.  Ctn.1 

r  Cj.  ] 

1   «8».j 

1  Cf .4  ■ 

•  •  Cfto.  »o 

Die  zugehörigen  Matrizen  der  ursprünglichen  und  der  transformierten 
Form  sind  also 


und 


V  C*p,l   C*p,2  c8p,s  c«j>,4  . . .  CiPfSp  ) 

vertauscht  man  also  die  Wege  sx  und  %,  so  werden  auch  in  den  alter- 
nierenden Systemen  die  Indices  1  und  2  durchweg  vertauscht,  d.  h.  es 
wird  sowohl  die  erste  Horizontalreihe  mit  der  zweiten  als  auch  die 
erste  Vertikalreihe  mit  der  zweiten  vertauscht. 

Drittens  kann  man  zu  einem  der  Wege,  z.  B.  s2,  ein  beliebiges 
ganzzahliges  positives  oder  negatives  Vielfaches  eines  anderen  Weges, 
z.  B.  von  slf  hinzufügen,  so  dafs 

(#»)  *i  —  su     *a  =  9h  +  %>     $s  =  h>  •  •  •  ^*p  —  s»p 

ist;    diese   Transformation    bedeutet  nach    den   früheren   Auseinander- 
setzungen, dafe  an  den  Weg  s$  nach  geeigneter  Deformation  der  |^|-mal 
in  positivem  oder  negativem  Sinne  durchlaufene  Weg  ^  angefügt  wird. 
Die  zugehörige  Substitution  der  Unbestimmten  lautet  dann 

xx=*xx  +  gxtJ    x%~xtJ...x%p~x%p 

yi  =  yi  +  gy*>   y*=* »*;•••  y*P  —  v%*\ 

sie  bringt  in  der  Charakteristikenform  eine  Zusatzsumme  hervor,  so  dafs 

+  9ci,*p (*a ys,  -  yix%9) 
wird.     Die  ursprüngliche  Matrix  wird  also  verwandelt  in 
0        Cl2 


<1S  «14  •      '  ^l,tj» 

*M  +  0*13     <*4  +  9CU  '  •  •  C»,  *P  +  0*1,  »P 

0  C54  ...  4,tj, 


C41       «41+0^ 


'41 


^43 


0 


ctp,icjp,s+sfcjp,i  eiÄi 


C$p,A 


•  ■  CMp 

..0 


es  wird  also  das  (/-fache  der  ersten  Zeile  zur  zweiten  und  gleichzeitig 
das  g -fache  der  ersten  Kolonne  zur  zweiten  hinzugefügt.  Durch  diese 
Operation  kann  stets  bei  passender  Wahl  von  g  erreicht  werden,  dafe 
ein  Element  c%h  der  zweiten  Zeile  absolut  kleiner  als  das  entsprechende 
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Element  C\h  der  ersten  wird,  vorausgesetzt,  dafa  A  nicht  gleich  1 
oder  2  ist. 

Die  hier  angewendeten  ganzzahligen  Elementartransformationen 
der  Variabein  der  Bilinearform,  welche  elementaren  Veränderungen  der 
Periodenwege  entsprechen,  haben  sämtlich  die  Determinante  ±  1.  Man 
kann  aber  umgekehrt  zeigen,  dafa  jede  ganzzahlige  Substitution  mit 
der  Determinante  ±  1  aus  einer  endlichen  Ansahl  dieser  drei  Arten 
von  Elementartransformationen  zusammengesetzt  werden  kann.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  wird  mit  ganz  denselben  Mitteln  geführt,  mit 
welchen  wir  in  §  2  der  elften  Vorlesung  gezeigt  haben,  dafa  ein  aus 
ganzen  Funktionen  einer  Veränderlichen  z  bestehendes  quadratisches 
System  mit  der  Determinante  Eins  in  elementare  Systeme  zerlegt  werden 
kann;  man  hat,  um  das  Verfahren  auf  die  hier  angewendeten  ganz- 
zahligen Systeme  zu  übertragen,  überall  nur  das  Wort  „ganze  Funktion4' 
durch  „ganze  Zahl"  zu  ersetzen,  während  die  Methode  selbst  genau 
dieselbe  bleibt.  Daher  braucht  der  Beweis,  der  zudem  für  unser  eigent- 
liches Ziel  nicht  erforderlich  ist,  nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafa  durch  eine  Folge  solcher  Elementar- 
transformationen die  ganzzahlige  Bilinearform  C  in  folgende  Normal- 
form  gebracht  werden  kann: 

C  =  ei(x1yp+1-xp+1y1)  +  *(*,y#+i -*H-i*i)  + ••• 

worin  e^  %, .  . .  ep  positive  ganze  Zahlen  sind  und  jede  Zahl  ea  in  allen 
folgenden  ea+i,  •  • .  ep  enthalten  ist.  Diese  Zahlen  ea>  welche  immer 
doppelt,  nämlich  als  Koeffizienten  je  zweier  Glieder  der  Bilinearform 
auftreten,  haben  eine  einfache  arithmetische  Bedeutung;  es  sind  nämlich, 
wie  wir  sehen  werden,  die  2jp  Zahlen 
o)  elf    e1}    6g,    %,    ej,    e$}  . . .  Cp,    ep 

die  Elementarteiler  des  quadratischen  Systems  (caß)  oder  der  Bilinear- 
form C,  wenn  dieser  Begriff  genau  wieder  in  dem  auf  S.  181  dar- 
gelegten Sinne  verstanden,  also  der  Ato  Elementarteiler  als  Quotient 
des  A**  und  (A  —  l)ten  DeterminantenteilerB  definiert  wird.  Die  Deter- 
minantenteiler, also  auch  die  Elementarteiler  einer  ganzzahligen  Bilinear- 
form sind,  was  genau  wie  auf  S.  176  flg.  bewiesen  wird,  gegenüber  allen 
ganzzahligen  Transformationen  mit  der  Determinante  ±  1  invariant. 

In  dem  quadratischen  System  (caß)  suchen  wir  zunächst  das  kleinste 
positive  Element  auf  und  bringen  dieses  durch  eine  Anzahl  von  Ver- 
tauschungen (ä2)  und  Zeichenanderungen  (S%)  an  die  Stelle  c^;  nach- 
dem dies  geschehen,  können  wir,  indem  wir  je  ein  geeignetes  Viel- 
faches  der   zweiten   oder   ersten  Zeile   und  Kolonne   mit  Hilfe   einer 
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Operation  Ss  zur  dritten,  vierten,  . . .  2pteB  hinzufügen,  alle  übrigen 
Elemente  der  ersten  resp.  zweiten  Zeile  and  Kolonne  dem  absoluten 
Werte  nach  kleiner  als  c^  machen.  Dieses  Verfahren  setzen  wir  so 
lange  als  möglich  weiter  fort,  indem  wir  immer  das  kleinste  positive 
Element  an  die  erste,  nicht  mit  einer  Null  zu  besetzende  Stelle  (c^) 
des  Systems  bringen;  es  findet  erst  dann  seinen  Abschlufs,  wenn 
auJfeer  c^  =  et  alle  übrigen  Elemente  der  ersten  und  zweiten  Zeile  und 
Kolonne  Null,  und  die  Elemente  der  folgenden  Reihen  Vielfache  von  ei 
geworden  sind,  so  dafs  das  transformierte  System  folgende  Gestalt  an- 
genommen hat: 


0 

«1 

0    0  ...0 

-«1 

0 

0    0...0 

0 

0 

0 

0 

R-eyC^ 

0 

0 

Für  die  beiden  ersten  Reihen  ist  es  nämlich  unmittelbar  ersichtlich, 
dafs  das  Verfahren  fortgesetzt  werden  kann,  so  lange  in  ihnen  noch 
aufser  cu  von  Null  verschiedene  Elemente  vorhanden  sind;  aber  auch 
für  die  Elemente  des  Restsystems  R  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dafs 
sie  schließlich  sämtlich  Vielfache  von  ^  sein  müssen,  denn  wenn  z.  B. 
Cj4  =  a  noch  kein  Vielfaches  von  et  ist,  so  kann  man  dieses  durch 
Addition  der  dritten  Reihe  zur  ersten  an  die  Stelle  ^4  bringen  und 
sodann  durch  Addition  eines  Vielfachen  der  zweiten  Reihe  zur  vierten 
erzielen,  dafa  sich  in  der  ersten  Reihe  ein  von  Null  verschiedenes 
Element  a  —  ge^  befindet,  welches  kleiner  als  ^  ist 

Wenn  aber  der  angegebene  erste  Abschluß  des  obigen  Verfahrens 
nach  einer  Anzahl  von  Elementaroperationen  erreicht  ist,  so  können 
wir  nunmehr  das  Restsystem  e^  in  ganz  gleicher  Weise  behandeln 
und  gelangen  schlieMich  zu  folgender  Normalform  des  ganzzahligen 
alternierenden  Systems 


0 

«1 

0 

0  .. 

.      0 

0 

«1 

0 

0 

0  .. 

.     0 

0 

0 

0 

0 
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wobei  jedes  Element  ea  positiv  und  ein  Teiler  von  ea+\  ist. 
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Da  alle  angewendeten  Elementartransformationen  die  Determinante 
±  1  haben,  so  haben  sich  weder  die  Determinante  noch  auch  die 
Elementarteiler  des  Systems  C=*(caß)  geändert  Die  Elementarteiler 
des  transformierten  Systems  sind  aber,  wie  eine  leichte  Überlegung 
ergiebt,  der  Reihe  nach  folgende: 

5)  e19    e^    e,,    Cj,  . . .  ePf    ePf 

seine  Determinante  ist  gleich  e[f\  . . .  ep.    Hieraus  folgt: 

1)  Es  ist 

\Caß\^(el€i...ep)%  («,0-1,  «,...**); 

die  Zahlen  ^,  ^, . . .  ep  sind  also  sämtlich  von  Null  verschieden,  weil 
es  ihr  Produkt  ist;  ferner  ist  die  Determinante  eine  Quadratzahl, 
und  damit  ist  in  der  That  jetzt  aufs  neue  ein  Satz  bewiesen,  der  schon 
früher  bei  Gelegenheit  der  Aufstellung  der  Formel  (8a)  in  §  2  an- 
gegeben wurde. 

2)  Die  Zahlen  der  Reihe  (5)  sind  die  Elementarteiler  des  Systems  (C). 
Die  Elementarteiler  eines  ganzzahligen  alternierenden  Systems  haben 
also  stets  die  Eigenschaft,  dafs  der  (2i  —  1)^  und  der  (2i)to  einander 
gleich  sind.  Die  ganzen  Zahlen  e^  e,, . . .  ep  können  somit  auch  von 
vornherein,  ohne  Zuhilfenahme  der  angewendeten  elementaren  Trans- 
formationen, als  die  Elementarteiler  des  gegebenen  Systems  C  direkt 
bestimmt  werden. 

Durch  das  angegebene  Verfahren  aufeinanderfolgender  Elementar- 
transformationen der  Querschnitte  s1}  s„  . . .  sSp  geht  also  die  Charak- 
teristikenform zunächst  in  folgende  Normalform  über: 

C—*(*iVt-*%!iJ  +  *(*M9A-*A9z)  +'-+ ^tp^iy%P-x%pytp_^. 

Wir  wollen  aber  diese  Normalform  noch  in  eine  für  unsere  Unter- 
suchungen etwas  zweckmäßigere  Gestalt  bringen,  indem  wir  der  Reihe 
nach 

Xl>      X1J  X9>      X4>  Xh)      X6>        .  .  .  #jp  —  i,      x%p 

durch 

&u    xp+i>    x%,    xp+ 8,    ä8,    xp+z, . . .  xP9  x*p 

ersetzen  und  analog  natürlich  mit  der  Unbestimmten  y  verfahren.  Diese 
letzte  Transformation,  welche  aus  einer  Anzahl  von  Operationen  (2^) 
zusammengesetzt  werden  kann,  entspricht  nur  einer  anderen  Numerierung 
der  Periodenwege. 

Die  Charakteristikenform  erhalt  alsdann  in  der  That  die  am  An- 
fange angekündigte  normale  Gestalt 
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4)  C  =^eg(x9yp^^xp+gyg)9 

und  die  Bedeutung  dieser  Normalform  ist  folgende.  Wir  haben  das 
ursprüngliche  Fundamentalsystem  von  Periodenwegen  su  s8, . . .  s*p  durch 
elementare  Transformationen  in  ein  äquivalentes  ~su  ^2,  ...  ägp  ver- 
wandelt, für  welches  nur  die  Charakteristiken 

(*i>  Vt-i)  —  -  ( VM>  *i)  —  «i 

von  Null  verschieden  sind,  während  alle  anderen  Charakteristiken  ver- 
schwinden. Jeder  Periodenweg  s*  bildet  also  nur  mit  einem  einzigen 
anderen,  nämlich  mit  ~8i+p,  wenn  i<,p,  oder  mit  "«<— p,  wenn  i>i> 
ist,  eine  von  Null  verschiedene  Charakteristik;  d.  h.  er  überschreitet 
die  übrigen  Periodenwege  entweder  gar  nicht  oder  gleich  oft  in  posi- 
tivem und  in  negativem  Sinne,  den  Weg  S{±p  überschreitet  er  aber 
eine  bestimmte  positive  Anzahl  von  Malen,  nämlich  6,- mal,  öfter  in 
dem  einen  Sinne  wie  in  dem  anderen. 

Ist  ferner  s  ein  beliebiger  Periodenweg  auf  der  Biemannschen 
Fläche  und  erhalt  derselbe  bei  Anwendung  des  Fundamentalsystems 
~sl7  s8, . . .  Jlp  die  Darstellung 

s  —  xjl  +  x^s%  H +  a*„s*p, 

so  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen  (6)  für  die  rationalen  Zahlen  xh: 

(s>  «p+i)  "  eixu       •••(*>  *«*)  =  ePXP 

7) 

(s,  st) e^VM, . . .  (s,  sp)  =  -  epx%p\ 

diese    Zahlen    fallen    also    dann  und  nur  dann   ganz   aus,   wenn   die 

2p  Kongruenzen 

8)  (s,  *,)  =  (s,  ? i+p)  =  0  (mod.  *)  (i  =  l,  2,  .  .*) 

erfüllt  sind. 

Wir  haben  somit  das  folgende  wichtige  Resultat  gewonnen: 

Bezeichnet  man  zwei  Fundamentalsysteme  von  Perioden- 
wegen als  äquivalent,  sobald  sich  aus  ihnen  durch  Addition 
und  Subtraktion  dieselben  Wege  ableiten  lassen,  so  ist  jedes 
Fundamentalsystem  (su  s2, . . .  sip)  mit  der  zugehörigen  Charak- 
teristikenform / 
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C=^CaßXayß=^(Sa,Sß)Xayß      («,0=1,  2,...  2p) 
aft  äff 

und  den  Elementarteilern  e^  %, . . .  ep  einem  anderen 

(*i,*„...*i,) 
äquivalent,  für  welches  die  Charakteristikenform 

normal  ist.  Zwei  Fundamentalsysteme  sind  also  dann  und 
nur  dann  äquivalent,  wenn  ihre  Charakteristikenformen  die 
gleichen  Elementarteiler  besitzen. 

Soll  ein  Periodenweg  bei  seiner  Darstellung  durch  eines 
dieser  Fundamentalsysteme  ganzzahlige  Koeffizienten  erhalten, 
so  müssen  die  2p  Kongruenzen  (8)  erfüllt  sein;  sind  also  die 
Elementarteiler  gleich  Eins,  so  erhalt  jeder  beliebige  Perioden- 
weg ganzzahlige  Koeffizienten. 

§5. 

Es  erübrigt  noch,  auf  Grund  des  gewonnenen  Überblickes  über 
die  Gesamtheit  der  Periodenwege,  ebenso  wie  in  §  3  der  einundzwan- 
zigsten  Vorlesung,  die  Bedeutung  der  kanonischen  Zerschneidung  der 
Riemannschen  Fläche  festzustellen.  Nun  sind  für  die  in  §  3  der  ein- 
undzwanzigsten Vorlesung  eingeführten  Schnitte  c^,  blf  a^}  \, .  .  .  ap,  bp 
die  Charakteristiken 

{axybx)  -  (a%} 6a) (ap, bp)  -  +  1, 

alle  übrigen  Charakteristiken  aber  Null;  die  zugehörige  Charakteristiken- 
form ist  also  die  Hauptform.  Daher  ist  es  im  wesentlichen  nur  not- 
wendig, zu  zeigen,  daft  es  Fundamentalsysteme  giebt,  für  welche  die 
Wege  8U  s2, . . .  s*p  sich  nicht  selbst  durchsetzen,  die  zugehörige 
Charakteristikenform  aber  normal  ist  und  die  Elementarteiler  Eins  besitzt 
Nur  die  letzte  dieser  Forderungen  bedarf  noch  der  Erläuterung;  die 
Bedeutung  derselben  ergiebt  sich  aber,  wenn  wir  das  auf  S.  622  be- 
wiesene Theorem  zu  folgendem  Hilfssatze  erweitern: 

Ist  a  ein  Periodenweg,  welcher  nicht  zur  Hauptklasse 
gehört  und  sich  nicht  durchsetzt,  so  giebt  es  stets  einen 
zweiten  b,  für  welchen  die  Charakteristik 

(M)-  +  i 


ist. 
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Bei  diesem  Satze  ißt  auch  die  zweite  Voraussetzung  wesentlich;  ersetzt 
man  nämlich  a  z.  B.  durch  den  doppelt  durchlaufenen  Weg  2  a  oder  nach 
Mafsgabe  der  Ausführungen  auf  S.  616  durch  einen 
äquivalenten  a\  der  alsdann  stets  einen  Doppelpunkt 
erhalten  mu&  (s.  Fig.  38),  so  ist  die  Charakteristik 
(ar,  b)  fttr  jeden  Weg  b  eine  gerade  Zahl,  also  die 
Forderung,  dafe  (a\  b)  =  1  sein  soll,  nicht  erfüllbar. 
Beim  Beweise  nehmen  wir  zunächst  auf  Grund 
des  vorher  erwähnten  Satzes  an,  dafs  zu  dem  Wege  a  ^  S8 

ein  zweiter  b  so  bestimmt  sei,  dafß  die  Charakteristik 

(a,6)=6>l 

ist.  Dann  wollen  wir  aus  b  einen  zweiten  Weg  b  so  ableiten,  dafe 
(a,  6)  =  1  wird.  Das  dabei  angewendete  allgemein  giltige  Verfahren 
demonstrieren  wir  in  der  Fig.  39  auf  folgender  Seite  in  dem  einfachsten 
Falle,  wenn  e  =  2  ist  und  die  Riemannsche  Flache  zu  einem  ellip- 
tischen Gebilde  gehört 

Überschreitet  der  Weg  a  den  Weg  b  nur  in  positivem  Sinne,  so  bildet  er 
mit  ihm  e  Schnittpunkte  ®19  ®2, . . .  ®«;  finden  aber  auch  f  negative, 
also  e  +  f  positive  Übergänge  statt,  so  kann  man  jedenfalls  unter  den 
vorhandenen  e  +  2f  Schnittpunkten  stets  e  Punkte  ©t,  @8, . . .  ©,  so 
wählen,  data  die  Übergänge  zwischen  ®x  und  @„  @,  und  ®8,  . . . 
@e  tmd  @t  sich  aufheben.  Um  dies  noch  ausdrücklich  zu  beweisen, 
ermitteln  wir  die  den  e  +  2f  Übergängen  entsprechenden  positiven 
oder  negativen  Einheiten 

von  welchen  die  erste  gleich  +  1  sein  soll.    Bilden  wir  dann  die  Summen 

<*»  —  h  +  s%  + h  €v  (*  =  l, 2, . . . e+2/1), 

so  ist  die  erste  gleich  1  und  die  letzte  gleich  €,  und  da  jede  der 
Summen  sich  von  der  vorhergehenden  um  ±  1  unterscheidet,  so  müssen 
sich  auch  die  Summen  2, ...  e  —  1  einstellen.    Es  sei  also 

<S*       =«i  +  «2H h  £  a       =1 

«V       =■  e  l  +  e*  +  ' ' '  +  £ß       =  2 


<*«+«/  =  Bt  +  *,  H h  *«+*/  =  ^ 


und  hierbei  mögen  die  Indices  a,  /3, . . .,  wenn  mehrere  Möglichkeiten 
vorhanden  sind,  stets  möglichst  grofs  gewählt  werden.  Dann  ist  not- 
wendigerweise Sa+i,  ty+i>  • . .  gleich  +  1;  denn  wäre  z.  B.  ea+i  =  —  1* 

Hensel  u.  Landab  er  g,  Algebraische  Funktionen  etc.  41 
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so  wäre  6a+i  =  0,  also  gäbe  es  noch  ein  späteres  o  mit  dem  Werte  1, 
und  es  hätte  a  nicht  den  größtmöglichen  Wert.  Es  sind  also  in  der 
That  die  Anfangsglieder  der  e  Teilsummen 

«i  +  f i  H V  *«,  *«+i  H h  *ß>  e^+iH My> .  •  .**+H 1-*«+«/ 

ebenso  wie  die  Teilsummen  selbst  gleich  + 1,  die  nach  Weglassung  der 
Anfangsglieder  verbleibenden  Reste  sind  also  gleich  Null;  diesen  Anfangs- 
gliedern  eu  sa+ 1,  ty+i>  •  •  •  **+i  entsprechen  daher  solche  Schnittpunkte 
@i>  ®i>  ©s;  •  •  •  @o  zwischen  welchen  ebenso  viel  positive  wie  negative 
Übergänge  liegen,  was  zu  beweisen  war. 

Es  mögen  nun  bei  @t  und  @2  die  beiden  ersten  unter  den  eben  er- 
mittelten e  positiven  Übergängen  von  a  stattfinden,  dann  wandern  wir  auf  b 

in  positiver  Sichtung 
ä    ^  +  von  €>!  bis  <Sf,  und 

zwar  so,  dafe  wir 
in  ®j  unmittelbar 
hinter  dem  Über- 
gange beginnen  und 
in  @,  den  Übergang 
vollziehen  und  uns 
also  am  Anfang  und 
am  Ende  der  Be- 
wegung in  ©!  und 
@,  auf  dem  positiven 
Ufer  von  a  befinden; 
sodann  wandern  wir  von  ©,  nach  ®t  in  negativer  Richtung  am  Ufer- 
rande von  a  zurück  Der  so  erhaltene  Weg  b,  welcher  aus  einem 
Teile  von  a  und  einem  Teile  von  b  besteht,  fiberschreitet  den  Weg  a 
nur  bei  @,  und  in  negativem  Sinne,  während  bei  ®t  kein  Übergang 
stattfindet,  es  ist  also  (a,  6)  =  +  1,  was  zu  beweisen  war. 

Liegen  zwischen  ®t  und  @,  noch  Übergänge  von  6,  die  sich 
kompensieren,  so  kann  man  nachträglich  den  Weg  b  noch  so  defor- 
mieren, dafe  diese  gänzlich  in  Wegfall  kommen,  wie  sehr  leicht  durch 
eine  ähnliche  Uferbetrachtung  bewiesen  werden  kann.  Wir  könnten 
daher  auch  annehmen,  dals  a  und  b  überhaupt  nur  den  einen  Schnitt- 
punkt bei  ©j  besitzen,  aber  wir  brauchen  diese  Betrachtungen  nicht 
durchzuführen,  da  Übergange,  die  sich  aufheben,  für  die  folgenden 
Untersuchungen  überhaupt  nie  in  Betracht  kommen. 

Nachdem  dies  bewiesen,  gelangen  wir,  ausschliefelich  auf  Grund  der 
Ergebnisse  dieses  Kapitels,  in  folgender  Weise  zu  der  früher  auf  anderem 
Wege  abgeleiteten  kanonischen  Zerschneidung  der  Riemannschen  Flache. 


Fig.S». 
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Wir  wählen  zunächst  einen  doppelpunktfreien  Periodenweg  av  der 
nicht  der  Hauptklasse  angehört,  und  bestimmen  zu  ihm  nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  einen  zweiten  b19  für  welchen  (oj,^)  —  + 1  ist  Diese 
Wege  zerstücken  die  Biemannsche  Fläche  nicht,  weil  jeder  das  linke  und 
das  rechte  Ufer  des  anderen  entweder  ohne  weitere  Durchsetzung  oder 
wenigstens  mit  Durchsetzungen,  die  sich  gegenseitig  kompensieren, 
▼erbindet.  Ist  nun  p  >  1,  so  giebt  es  nach  dem  Satze  auf  S.  621 
einen  dritten  Weg  Og,  welcher  mit  at  und  bt  ein  unabhängiges  System 
bildet.  Diesen  dürfen  wir  ebenfalls  als  knotenlos  voraussetzen,  und  wir 
dürfen  auch  annehmen,  dafs  in  der  Schar 

<V+  w  +  ßtbt 

der  Wege,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  an  Oj  Vielfache  von  a^ 
und  b1  anfügen,  keiner  einen  Doppelpunkt  hat;  denn  ein  solcher  Weg 
liefse  sich  stets  in  solche  zerlegen,  die  sich  nicht  durchsetzen,  und 
wenigstens  einer  von  diesen  mufs  dann  mit  atJb1om  unabhängiges  System 
bilden.  Daher  können  wir  auch  erreichen,  dafs  Oj  mit  ax  und  bx  die 
Charakteristik  Null  hat;  denn,  wenn  ßt  positive  Übergänge  von  Oj  über 
Oi  und  «!  negative  über  bx  stattfinden,  können  wir  diese  vernichten, 
indem  wir  o*  durch  a»  +  axax  +  /J161  ersetzen,  und  gelangen  so  wieder 
zn  einem  Wege  ohne  Doppelpunkt.  Wir  bestimmen  sodann  zu  Og  einen 
weiteren  Periodenweg  b%}  für  welchen  (a2,  6g)  —  1  ist,  und  können  wieder 
annehmen,  dafs  b%  weder  c^  noch  bx  trifft.  In  dieser  Weise  fortgehend, 
erhalten  wir  schließlich  2p  linear  unabhängige  Periodenwege 

a1}    bt)    o>,    6„  . . .  ap,    bp, 

welche  die  Biemannsche  Fläche  nicht  zerstücken  und  für  welche 

1)  («i^i)-(^»b)  — —  KW-  +  1, 

alle  übrigen  Charakteristiken  aber  Null  sind. 

Setzen  wir  also  jetzt  in  den  allgemeinen  Entwickelnden  des 
vorigen  Paragraphen 

Vhl=6l>      VM33"6«*   •  •     S9p  =  bpf 

so  ist  die  zugehörige  Charakteristikenform  ^V  (sgy  sk)xffyk  die  Hauptform 

3)    E  —  Xtyp+t  -  xp+1yt  +  x*yp+$  -  xp+9y2  +  •  •  •  +  xpy$p  -  x*pyp, 

und  jeder  Periodenweg  s  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  gesetzt  werden: 
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4)  s  =  z1sl  +  a^s,  +  •  •  •  +  xpsp  +  zp+isp+i  +  -  •  •  +  XiPStPf 
worin  xi7  a,, . . .  x%p  ganze  Zahlen,  nämlich  die  Charakteristiken 

5)  Xi  =  (8,Sp+i)  =  (s,bi),    an-«  — -(*,*)  — -(«,*)    (»"-i.V--j>) 
sind. 

Es  ist  nun  noch  zu  zeigen,  dats  wir  auf  diesem  Wege  ebenfalls 
völligen  Aufischluis  über  den  Verlauf  der  Integralfunktionen  auf  der 
zerschnittenen  und  unzerschnittenen  Biemannschen  Flache  erhalten.  Ist 
zunächst  th  eines  der  2p  Fundamentalintegrale  und  s  der  Perioden- 
weg (4),  so  ist  in  den  früheren  Bezeichnungen  (S.  624): 


ß 


dtk^tkiXi  +  tk%Xt  H \~  t^ipXip, 

wobei  die  ganzen  Zahlen  x^ , . .  •  x%p  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmt  sind. 
Ist  aber  allgemein  t  ein  beliebiges  Integral  erster  oder  zweiter  Gattung, 
so  ist  dasselbe  nach  dem  Satze  auf  S.  574  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
in  der  Form  darstellbar: 

t  -  C&  +  •  •  •  +  c% pt%p  +  q> {*,  u), 
wo  <p(js,  u)  eine  Funktion  des  Körpers  bedeutet.   Folglich  ist  die  Periode 


Jdt^x1^chtki  +  xi^chthi+'-+xtp^chthli 
^x1Jdt  +  x%Jdt  +...  +  xtpfd 


b) 

»i  H  Hp 

Diese  Gleichung  besagt  aber  völlig  dasselbe  wie  der  Satz  auf  S.  338, 
wenn  wir  noch  die  durch  die  Gleichungen  (5)  erklarte  Bedeutung  der 
ganzen  Zahlen  xh  in  Betracht  ziehen.  Sie  stellt  nämlich  fest,  dafc  jede 
Periode  des  Integrals  eine  ganzzahlige  lineare  Verbindung  der  Haupt- 
perioden für  die  Wege  s1; . . .  8%p  ist  und  dais  die  Koeffizienten  bestimmte 
Charakteristiken  sind.  Um  auch  die  formale  Übereinstimmung  mit  jenem 
herzustellen,  haben  wir  nur  zu  berücksichtigen,  dais  in  den  damaligen 
Bezeichnungen  (s.  S.  337) 

fdt  =fdt  «  Bh       fdt  ~fdt  =*-Ai     (•"  - 1,  %  •  • .  j>) 

ist;  daher  erhalt  die  Formel  (6)  die  Gestalt 

6a)    fdt^(89a1)Ai+'''+(8,ap)Ap  +  (8}b,)B1+-'  +  (s9bp)Bpf 

* 
welche  mit  der  früheren  Formulierung  völlig  identisch  ist    Damit  ist 
die  Periodizitätsuntersuchung  eines  beliebigen  Abelschen  Integrals  erster 
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oder   zweiter  Gattung  erledigt;   auf  die   analogen    Eigenschaften    der 
Integrale  dritter  Gattung  gehen  wir  besser  erst  später  ein. 

Der  Grundgedanke,  der  in  den  letzten  drei  Vorlesungen  zur  Durch- 
führung gelangt  ist,  nämlich  den  Vertauschungssatz  auf  algebraischem 
Wege  abzuleiten  und  für  die  Untersuchung  der  Periodizität  der  Abel- 
sehen  Integrale  zu  verwerten,  rührt  von  Weierstrafs  her  und  ist 
von  ihm  in  seinen  Vorlesungen  verfolgt  worden,  die  bisher  nur  auszugs- 
weise bekannt  geworden  sind;*)  aber  die  Art  der  Durchführung  dort 
und  hier  scheint  erhebliche  Unterschiede  aufzuweisen.  An  Stelle  der 
%  Funktion  0($ß,  5ß)  benutzt  Weierstrafs  eine  etwas  kompliziertere 
H(xyy]  x'ty*),  auf  deren  Zusammenhang  mit  der  unserigen  wir 
spater  (S.691)  zurückkommen,  und  beweist  für  diese  dieVertauschungs- 
formel,  die  dem  Hauptsatze  der  33.  Vorlesung  auf  S.  593  f.  genau  ent- 
spricht. Über  die  Methoden,  durch  welche  Weierstrafs  alsdann  auf 
Grund  dieser  Formel  zur  Feststellung  der  Periodeneigenschaften  der 
Integrale  gelangt,  ist  bisher  nichts  veröffentlicht  worden. 

*)  Man  vergleiche  hierfür  vor   allem   den   auf  S.  694  zitierten  Bericht  von 
Brill  und  Noether  (S.  426— 480). 
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Sechsunddreifsigste  Vorlesung. 

Die  Periodenrelationen  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung.  —  Weierstrafssche 
und  Riemannsche  Form  der  Periodenrelationen.  —  Lineare  Transformation  der 
Perioden.  —  Die  Perioden  der  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funk- 
tionen der  Unstetigkeitspunkte.  —  Primfunktionen.  —  Zerlegung  der  Funktionen 
des  Körpers  in  Primfunktionen. 

§1. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  weiteren  Konsequenzen  des  Satzes 
über  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  zu  ziehen  und 
im  Zusammenhang  hiermit  auch  darzulegen,  daJs  die  in  der  zweiund- 
zwanzigsten  Vorlesung  abgeleiteten  Periodenrelationen  samtlich,  wenn 
auch  zunächst  in  etwas  anderer  Form,  aus  ihm  hervorgehen. 

Spezialisieren  wir  zunächst  den  Satz  auf  S.  632  für  den  Fall,  dafe 
das  Querschnittsystem  slf  s2, . . .  s%p  eine  kanonische  Zerschneidung  der 
Riemannschen  Fläche  hervorbringt,  so  ergiebt  sich  folgendes  Theorem: 
Wird  die  Riemannsche  Fläche  durch  die  Periodenwege 

^M-t—ftp    sp+i  =  bi,...sip  =  bp 
in  kanonischer  Weise  zerschnitten  und  ist 


'=(?*?)  =  (  fdt*)     («,P  =  M,...2P) 


2) 

1  V 

das  zugehörige  Periodensystem   der  2p  Fundamentalintegrale 
h>  ti>  •  •  •  hp,  so  geht  die  alternierende  Hauptform 

durch  die  kongruenten  Transformationen 

3)  Xa=^}taßXß,     ya^^jtaßfß        («,  ß  =  1,  2, .  . .  2p) 

bis  auf  einen  Faktor  in  sich  selbst  über;  es  ist  nämlich 

4)  TEr«-2»iE. 
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In  der  Gleichung  (4)  sind  (  ~j  *=p(2p  —  1)  bilineare  Rektionen 

zwischen  den  4j>*  Perioden  tap  der  Fundamentalintegrale  erster  und 
zweiter  Gattung  tx, . .  .tp,  tp+i,  . . .  t%p  zusammengefafet,  nämlich  die 
folgenden 

4a)  ^  s*ß <««'  W  —  —  2ä*  *«T         («'» P'  =  l,  2, . . .  2p) 

oder 

4b)  2(fc«^+M""^+M«k/»)™""2***^    («,0  =  1,2,. ..2p); 

*=l 

jede  derselben  enthalt  diejenigen  Perioden  der  samtlichen  2p  Haupt- 
integrale,  welche  sich  auf  eine  bestimmte  Kombination  zweier  Quer- 
schnitte sa,Sß  beziehen. 

Man  kann  aber  diese  Gleichungen  noch  in  eine  zweite  Gestalt 
bringen,  welche  zwar  formal  verschieden  ist,  aber  tatsächlich  ganz 
dieselben  algebraischen  Beziehungen  zwischen  den  4p*  Perioden  tap 
festlegt.  Da  nämlich  nach  der  Gleichung  (12)  auf  S.  632  das  Quadrat 
der  alternierenden  Hauptform  bis  aufs  Vorzeichen  gleich  der  Einheits- 
form, also 

E*  =  -.E 
ist,  so  folgt  aus  (4):  ^ 

d.  h.  die  Zusammensetzung  der  Systeme  ET  und  ET  ergiebt  bis  auf 
den  Faktor  2%i  das  Einheitssystem,  sie  sind  also,  wenn  das  eine 
noch  durch  2ni  dividiert  wird,  reziprok.  Da  aber  nach  S.  130 
reziproke  Systeme  vertauschbar  sind,  so  folgt  auch  die  Gleichung 

ETET=2xiE=*-2xiE> 
oder 

5)  TET=-2*i-E. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (4),  so  sieht  man,  dafe  T  einfach 
durch  das  konjugierte  System  T  ersetzt  ist;  es  gilt  also  auch  der 
folgende  Satz: 

Die  alternierende  Hauptform  E  geht  auch  durch  die  zu  (3) 
konjugierten  Transformationen 

6)  x**=^tßaXß,      ya^^tßajtß      («,0  =  1,2,... 2p) 

bis  auf  den  Faktor  —  2«i  in  sich  selbst  über. 
Löst  man  aber  die  symbolische   Gleichung   (5)   in   das   System    von 
p(2p—l)  Biünearrelationen  auf,  welches  sie  vertritt,  so  findet  man 
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5a)  ^j?  Saß  ta'a  tfß  —  —  2%%  Ba' (f         (o/,  ?  =  1,  2. .  ■  .  2p) 

oder 

p 

5b)  ^>}  (t*ktß,P+*  ~  k,P+*fy*) 2»«.^     (a,0  =  l,2,.  .  .2p); 

jede  dieser  Relationen  enthält  die  sämtlichen  2p  Perioden  je  zweier 
Hauptintegrale  ta  nnd  fy;  während  also  in  einer  Gleichung  (4b)  immer 
alle  2jp  Integrale  nnd  je  zwei  Periodenwege  auftreten,  so  erscheinen 
in  einer  Gleichung  (5b)  immer  alle  2p  Periodenwege  und  je  zwei 
Fundamentalintegrale. 

Die  Gleichungen  (5  b)  sind  diejenige  Form  der  Periodenrelationen, 
welche  sich  durch  die  in  §  2  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  an- 
gewendete Methode  der  Integration  über  den  gesamten  Rand  der  zer- 
schnittenen Riemannschen  Fläche  ergiebt. 

Wählt  man  nämlich  in  (5b)  för  ta  und  tp  zwei  Integrale  erster 
Gattung,  d.  h.  nimmt  man  a  und  ß  >  p  an,  so  ist  sap  =  0,  und  man 
erhält  die  in  Gleichung  (I)  auf  S.  349  aufgestellte  bilineare  Beziehung 
zwischen  den  Perioden  zweier  beliebiger  Integrale  erster  Gattung.  In 
der  That  ist  in  den  damaligen  Bezeichnungen 


**  ak 

42)  -  -  tßiP+k  =  -  fdtp,  bP  -  tßk  -  fatp, 

wodurch  die  beiden  verglichenen  Gleichungen  identisch  werden.  Wählt 
man  aber  ftir  ta  ein  Integral  zweiter,  för  tp  eins  der  ersten  Gattung,  so 
erhält  man  die  durch  die  Gleichung  (II)  auf  S.350  angegebene  Perioden- 
relation; setzt  man  nämlich 

«  — »i    ß-P  +  h 

wo  i  und  h  der  Reihe  1,  2, .  .  .p  angehören,  so  sind  die  Differenzen 
der  beiden  Integrale  an  den  Querschnitten  ax  und  bt  in  den  damaligen 
Bezeichnungen 

-4*  —  -J  dtp+k  =  —  tp+^p+t,     J5j  *-J  dtp+k  —  tP+k9i 
Ci  =  -fdU  =  -  tilP+h  Dt  =fdtt  -  tih 


also 
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und  da  die  Stimme  rechts  nach  (5  b)  gleich  —  2ni  oder  Null  ist,  je 
nachdem  i  und  h  gleich  oder  ungleich  sind,  so  bleibt  zur  Herstellung 
völliger  Übereinstimmung  mit  der  damals  gefundenen  Relation  blois 
noch  nachzuweisen,  dafs  das  Residuum 

6)  ÜQvitidWk)  =  -  dik 

ist,  wo  dik  das  schon  öfter  benutzte  Symbol  bedeutet  und  tp+k  wieder 
durch  wk  ersetzt  ist. 

Um  diese  Gleichung  zu  beweisen,  berücksichtigen  wir,  dafs  nach 
den  Gleichungen  (10)  und  (10a)  auf  S.  571  zu  den  Indices  i  und  h 
bestimmte  Zahlen  ,  v 

*-*»  +  *,    Q*  =  nY9  +  9        \o^yg<,9) 
gehören  und  dafs  ^       r^-i-y,  ^ ^ 

ist,  wahrend  der  Hauptteil  von  U  nach  S.  591  mit  dem  von 

8 

übereinstimmt  Daher  kann  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  das 
Integral  ti}  weil  das  Residuum  nur  vom  Hauptteil  abhangt,  geradezu 
durch  q>h,Yk  ersetzt  werden,  und  es  ist 

B+.Qid*»)  =ü,00(^-"*-1-y'+y*  Pfui). 

Da  aber  bei  {z  —  od)  nur  ein  Punkt  der  Riemannschen  Flache  gelegen 
ist,  so  erhalt  man  nach  S.  342,  wenn  man  vom  Residuum  des  Abel- 
schen  zu  dem  des  entsprechenden  rationalen  Differentials  übergeht,  für 
eine  beliebige  Grö&e  £  des  Körpers 

2fc.(Scfc)-J^.(S(0rf#), 

wo  S(g)  die  Spur  von  £  in  Bezug  auf  die  Variable  z  bedeutet. 
Folglich  ist 

Weil  aber  die  Fundamentalsysteme  |<°),  #l>, . . .  P«-»)  und  q(°),  ifti, . . .  q("-*> 
komplementär  sind,  so  ist  die  Spur 

SfaMfiW)  =  ^>  +  ^a>  +  . . .  +  4MQ1) 

nach  der  Gleichung  (2)  auf  S.  232  nur  dann  von  Null  verschieden, 
nämlich  gleich  Eins,  wenn  g  —  h  ist  In  diesem  Falle  aber  ist  auch 
p,  «Pa,  also 
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und  dieses  Residuum  ist  nach  S.  271  dann  und  nur  dann  von  Null 
verschieden,  nämlich  gleich  —  1,  wenn  yg  —  yk  ist    Das  Residuum 

ist  also  gleich  Null,  es  sei  denn,  dafs  g  =  h  und  yy  =  y*  ist,  in 
welchem  Falle  sein  Wert  —  1  ist;  dann  aber  ist  auch  p,  ==  Qt  und 
i  =  k.    Damit  ist  die  Gleichung  (6)  vollständig  erwiesen. 

In  ähnlicher  Weise  Heise  sich  schließlich  auch  die  Gleichung  (5  b) 
fär  den  letzten  Fall,  dafs  ta  und  tß  beide  Integrale  zweiter  Gattung 
sind,  durch  die  Methode  der  Randintegration  erweisen;  hierauf  gehen 
wir  nicht  weiter  ein,  weil  die  entsprechende  Formel  in  der  zweiund- 
zwanzigsten Vorlesung  in  dieser  Allgemeinheit  nicht  abgeleitet  wurde 

Die  beiden  verschiedenen  Formelsysteme  (4)  resp.  (5)  werden  ge- 
wöhnlich als  die  Weierstrafssche  und  die  Riemannsche  Form  der 
Bilinearrelationen  zwischen  den  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  unterschieden,  weil  die  erste  sich  bei  dem  Weierstrabschen 
Verfahren  der  Ableitung  aus  dem  Vertauschungssatze,  die  zweite  bei 
der  Riemannschen  Methode  der  Randintegration  als  die  ursprüng- 
lichere einstellt;  beide  Formen  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  völlig 
miteinander  äquivalent 

Bilden  wir  die  Relationen  für  das  elliptische  Gebilde,  das  wir  in 
der  Weierstrabschen  Normalform  voraussetzen: 


9tm_9* 


ihre  Perioden  sind 


wobei  ^  +  ^  +  «,  =  0 

angenommen  ist,  so  werden  die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
nach  (1)  und  (2a)  auf  S.  595  u.  597 

/B  dB  Cb  dB 

Wir  erhalten  daher  die  Gleichung 

7)  %»!  —  fytt,  ==2«i 

fftr  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung; 
diese  heilst  die  Legendresche  Relation. 
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Gehen  wir  in  der  Gleichung  (4)  von  den  Systemen  zu  den  Deter- 
minanten über,  so  finden  wir 

{{.,{*- (2*if*  («,<*  =  1,2,...  2«), 

also 

l^l-«(2»or  <«-±i). 

Es  ist  aber  bemerkenswert  und  für  die  Untersuchung  des  nächsten 
Abschnittes  wesentlich,  dafs  das  Vorzeichen  *,  über  welches  in  der 
letzten  Gleichung  noch  nicht  entschieden  ist,  stets  einen  bestimmten 
einfachen  Wert,  nämlich  (—  Xf,  erhalt.  Dafs  eine  solche  Entscheidung 
möglich  sein  muJGs,  wird  bereits  durch  die  Legendresche  Relation  (7) 
plausibel,  welche  sofort  zeigt,  dafe  für  p  =  1  s  =  —  1  ist;  dafs  aber 
die  angegebene  Vorzeichenbestimmung  allgemein  richtig  ist,  folgt  durch 
Anwendung  eines  Determinantensatzes  aus  den  Gleichungen  (4b). 

Denkt  man  sich  nämlich  zunächst  die  Größen  tap  als  unbestimmte 
Variabein  und  bezeichnet  die  auf  der  linken  Seite  von  (4b)  auftretenden 
Summen  zur  Abkürzung  mit 
p 

Saß  —  ^?  (tkatp+k,ß  —  tkßtp+ia)  —  —  Sßa 

und  das  von  ihnen  gebildete  quadratische  System  mit  S,  so  ist  identisch 

TET=S, 
also  beim  Übergange  zu  den  Determinanten 

\taß\*=\Saß\. 

Nun  ist  die  Determinante  |  saß  |  eines  alternierenden  Systems  von  gerader 
Ordnung  stets  das  Quadrat  einer  bestimmten  rationalen  Funktion  der 
Elemente*),  nämlich  eines  sogenannten  Pfaffschen  Aggregates 

P  —  «i,p+i  s*,p+2  .  •  •  sPl*p  +  •  •  • ; 

dasselbe  besteht  aus  den  1-3*5...  (2p  —  1)  verschiedenen  und  mit 
geeigneten  Vorzeichen  versehenen  Produkten  der  Form  saß8Yt . .  .s«c, 
worin  a  ß  y  d  . . .  e  £  eine  Permutation  von  1  2  ...  2p  —  1  2p  be- 
deutet und  das  Vorzeichen  jedes  Gliedes  positiv  oder  negativ  zu  nehmen 
ist,  je  nachdem  seine  Permutation  aus  der  des  Leitgliedes  durch  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Vertauschungen  hervorgegangen  ist. 
Hieraus  folgt,  dafs  jede  Determinante  geraden  Grades  identisch  in  ein 
Ffaflsches  Aggregat  umgeformt  werden  kann;  es  ist  nämlich 

8)  l^l-P, 

und  zwar  mufe  man  beim  Ausziehen  der  Quadratwurzel  das  positive 

Zeichen  nehmen,  weil,  wenn  T  das  Einheitssystem  ist,  S  =  E  wird, 

*)  Siehe  z.B.Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  6.  Aufl.  §5,8. 
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also  sowohl  die  Determinante  \taß\  als  auch  das  zu  8  gehörige  Pfaffeche 
Aggregat  P  den  Wert  +  1  erhält. 

Nimmt  man  jetzt  in  der  Identität  (8)  die  Größen  taß  gleich  den 
Perioden  des  Fundamentalsystems  an,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (4b): 

$<*/»=  —  2xtSaß 

und  in  dem  PfafFschen  Aggregat  P  erhalt  das  erste  Glied  den  Wert 
(—  2itt)v}  während  alle  folgenden  verschwinden;  folglich  gilt  in  der 
That,  wie  vorher  behauptet  wurde,  die  Determinantenrelation 

9)  |  taß  |  -  (-  2*if  («, (I- 1, 2, . . .  2p). 

§2. 

Die  kanonische  Zerschneidung  der  Biemannschen  Flache  kann  in 
sehr  verschiedenartiger  Weise  ausgeführt  werden.  Betrachten  wir  neben 
der  im  vorigen  Abschnitte  untersuchten  Zerschneidung  durch  die  Schnitte 

(s)  s19     8g,     ss, . . .  Sip 

eine  zweite,  welche  durch  die  Schnitte 

00  Öl>     Ö29      <*s>  •  •  •  Ö*P 

hervorgebracht  wird,  so  ist 

1)  <f*=*^mßaSß  (a|p«i,2,...2p); 

ß 
hierbei  bedeuten  maß  ganze  Zahlen,  welche  auch  als  Charakteristiken 
dargestellt  werden  können;  es  ist  nämlich  nach  S.  644 

mla  =  (<*«,  Sp+ 1),  m%a  —  (pa,  *p+*);  •  •  •  «•*«     —  (<*a>  S*p) 

0*p+l,a  —  —  {pay  Si),      mp+ia  =  ~  (?a,  S2)}  .  .  .  m%p,a  =  ~  (<*a,  Sp). 

Diese  Zahlen  sind  aber  nicht  willkürlich,  sondern  gewissen  Bedingungen 
unterworfen,  und  wir  gelangen  zu  diesen  in  einfachster  Weise,  wenn 
wir  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  benutzen. 

Bezeichnen  wir  die  Periodensysteme  der  Fundamentalintegrale 
h>  t*>  •  •  •  hp>  welche  den  Zerschneidungen  durch  die  Periodenwege  (s) 
und  (<*)  entsprechen,  resp.  mit 

T=(taß)    und    T  =  (r*ß)       («,p  =  i,2,. .  .2p), 

so  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (1): 

2)  Tay  —^taßltoßy  («,  ft  y  - 1, 2, .  .  .  2p), 

oder  es  ist 

2a)  T  =  TM. 
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Da  nun  die  Determinanten  der  Systeme  T  und  T  beide  den  gleichen 
Wert  (—  2%%f  haben,  so  folgt  zunächst  fftr  die  Determinante  der 
Substitutionskoeffizienten 

3)  |««;|  — +  1  («,0-1,2,. ..2p). 
Es  gilt  also  der  Satz: 

Beim  Übergang  von  einer  kanonischen  Zerschneidung  der 

Biemannschen  Flache  zu  einer  anderen  hat  die  Determinante 

der  Substitutionskoeffizienten  den  Wert  +  1* 

Diese  Bedingung  ist  aber,  wenn  j>>1  ist,  nicht  die  einzige,  sondern 

es  tritt  «.lad«»™  zu  ihr  eine  zweite  viel  inhaltsreichere.    Da  nämlich  (s) 

und  (ö)  beide  auf  kanonische  Zerschneidungen  der  Flache  führen,  so 

ist  nach  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Abschnittes  sowohl 

4)  TET=>-2niE 
als  auch                                __ 

5)  TET 2*iE. 

Die  letzte  Gleichung  labt  sich  aber  nach  (2  a)  und  unter  Benutzung 
des  Satzes  (3)  auf  S.  132  in  die  Form  setzen: 

MTETM  =  -2niEf 
und  wir  erhalten  somit  durch  Vergleichung  mit  der  ersten: 

6)  MEM=E. 

Hieraus  schliefet  man  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitte,  dafs  auch 
6a)  MEM  =  E 

ist  und  dafs  beide  Gleichungen  völlig  äquivalent  sind.  Diese  Relationen 
finden  aber  in  folgendem  Satze  ihren  Ausdruck: 

Hangen  zwei  kanonische  Zerschneidungen  der  Biemann- 
schen Flache  durch  die  Gleichungen 

1)  <**=^tnßaSß  (*,p  =  l,2,...2i>) 

ß 
miteinander  zusammen,  so  geht  die  Charakteristikenform 

*— i 

sowohl  durch  die  ganzzahligen  und  unimodularen  Substitutionen 

Xa-^?maßXß,    ya=^?maßyß    (a,p  =  i,2,...2i>) 

ß  ß 

als  auch  durch  die  konjugierten  Substitutionen 

Xa-^>}tnßaZß,      ya-^JMßayß      (*,  |?  =  1,  2, .  . .  2p) 
.     ,        ,  P  ß 

in  sich  über. 
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Daher  genügen  die  4p'  Substitutionskoeffizienten  Bedingungsgleichungen, 
welche  man,  ganz  analog  wie  im  vorigen  Abschnitte,  in  zwei  ver- 
schiedene, aber  äquivalente  Formen  setzen  kann,  nämlich  entweder 

*0  ^V  (Wak  Mßtp+k  —  WajJ,+*  fnpk)  ==  *aß 

Jfc=l 

oder  («ff-i,  »•■■■**) 

?ft)  ^  (Wkainp+iß  —  tnp+ttainkß)  =  Saß, 

Jfe=l 

für  p  =  1  sagen  dieselben  nur  aus,  daüs  die  Substitutionsdeterminante 
gleich  Eins  ist,  für  jp  >  1  erhalt  man  aber  eine  viel  größere  Anzahl, 

nämlich  (  *J  =  p(2p  —  l)  unabhängige   Gleichungen    für   die   ganzen 

Zahlen  maß,  und  aus  diesen  kann  ftlarifmTi  die  Determinantenrelation  (3) 
als  Folgerung  auf  ganz  demselben  Wege  wie  im  vorigen  Abschnitte 
hergeleitet  werden,  so  daüs  diese  also  keine  neue  Bedingung  zu  den 
Gleichungen  (7)  hinzufügt. 

Die  erhaltenen  Bedingungen  sind  aber,  wie  wir  jetzt  noch  erweisen 
wollen,  nicht  blols  notwendig,  sondern  sie  bilden  auch  ein  hinreichendes 
System.    Es  gilt  also  folgender  Satz: 

Geht  die   Gharakteristikenform  E  durch  die  ganzzahligen 
Substitutionen 

%a  —  y  Maß  Xß,      ffa  a/  V*aß  Vß 
ß 

in  sich  über,  so  kann  man  von  einer  kanonischen  Zerschneidung 
der  Biemannschen  Flache  durch  das  Querschnittsystem 

st,    Sj,  . . .  s%p 
vermöge  der  Gleichungen 

*a—y  *»/»«**  («,(3  =  1,  2,  .  .  .  1p) 


s^mß«SP  («,  (J  =  l,  2,  .. 


zu   einem  zweiten  Querschnittsystem  ttu0%,...6%p   übergehen, 
welchem  ebenfalls  eine  kanonische  Zerschneidung  der  Riemann- 
schen  Flache  entspricht 
Nach  der  Voraussetzung  gilt  nämlich  die  Kompositionsgleichung 

Ferner  ist,  wenn  zu  dem  kanonischen  Schnittsystem  ($)  das  Perioden- 
system T  gehört: 

rEr—  —  2*t-E; 

setzt  man  also 
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Diese   Gleichung  besagt  aber  nach  S.  632,  dals  die  Charakteristiken 

{paj  *p)  —  Baß  (a,  ß  -  1,  2, . . .  2jp) 

sind;  das  Querschnittsystem  ot,  <*2, . . .  <r2|,  entspricht  also  einer  kano- 
nischen Zerschneidung  der  Biemannschen  Flache,  was  zn  beweisen  war. 

Den  Übergang  von  dem  Periodensystem  T  zu  T  durch  die  Glei- 
chungen (2)  bezeichnet  man  als  lineare  Transformation  der 
Perioden;  hierbei  bezieht  sich  der  Ausdruck  „linear"  darauf,  dals  die 
Determinante  \tap\  den  Wert  Eins  hat.  Eine  Transformation  der 
Perioden,  deren  Determinante  gleich  n  ist  und  bei  welcher  die 
Charakteristikenform  E  in  ihr  n- fach  es  übergeht,  heilst  von  der 
nten  Ordnung;  solche  Transformationen  und  Zerschneidungen  ergeben 
sich,  wenn  die  Punkte  der  Biemannschen  Flache  mehrdeutig  auf- 
einander bezogen  werden. 

Man  kann  eine  lineare  Transformation  der  Perioden,  ebenso  wie 
in  §  4  der  vorigen  Vorlesung  die  Transformationen  der  Fundamental- 
systeme  von  Periodenwegen,  in  elementare  auflosen;  diese  Elementar- 
transformationen müssen  aber,  im  Unterschiede  von  den  früheren  all- 
gemeineren, so  gewählt  werden,  dals  jede  einzelne  die  Hauptform  E 
in  sich  überführt  Auf  die  Ausführung  im  einzelnen  gehen  wir  hier 
nicht  weiter  ein. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  aus  der  Vertauschungsformel  noch  ein  weiteres 
Resultat  ableiten  und  hierdurch  unmittelbar  die  Frage  entscheiden, 
in  welcher  Weise  die  Perioden  eines  Integrals  zweiter  oder  dritter 
Gattung  mit  veränderlichen  TJnstetigkeitspunkten  von  diesen  ab- 
hängen. 

Bilden  wir  zunächst  das  elementare  Integral  zweiter  Gattung  mit 
dem  Pole  $: 


%-.w* 


und  wenden  auf  dieses  die  Gleichung  (3)  auf  S.  603  unter  der  Voraus- 
setzung an,  dals  der  Weg  ^^ßj  gleich  dem  Periodenweg  sa  ist,  so 
erhalten  wir 
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JdH  +J2fdt0'  • dt*  (®  =2fdtk ' dWk 

oder  mit  Benatzung  der  früher  eingeführten  Bezeichnungen 

1)         /«»-^(fc-*W*ÖP)--4+A.Ä(S))         («  =  1,2,3,. ..2p). 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Die  samtlichen  Perioden  des  früher  eingeführten  Elementar- 
integrals <s  mit  dem  einfachen  Pole  ty  sind  lineare  Kom- 
binationen der  für  den  Punkt  Sß  gebildeten  Differentiale 
der  2p  Fundamentalintegrale  ^,  t^, . . .  t%p. 

Man  kann  aus  dieser  Formel  (1)  mit  Hilfe  der  in  §  1  erhaltenen 
Relationen  die  Gleichungen  (IIa)  und  (IV)  der  zweiundzwanzigsten 
Vorlesung  auch  der  Form  nach  wiedergewinnen,  was  wir  hier  nicht 
mehr  ausführen,  weil  die  Rechnung  nichts  prinzipiell  Neues  dar- 
bietet. Ebenso  ist  die  Formel,  die  wir  sofort  für  die  Perioden  des 
Elementarintegrals  dritter  Gattung  ableiten  werden,  im  wesentlichen 
mit  der  Gleichung  (III)  auf  S.  354  äquivalent.  Wir  sehen  also  in  der 
That,  dafs  alle  Resultate,  die  wir  in  §  2  der  zweiundzwanzigsten  Vor- 
lesung durch  die  Methode  der  Randintegration  gefunden  hatten,  sich 
jetzt  auch  als  unmittelbare  Eonsequenzen  des  Vertauschungssatzes  er- 
geben. Aber  die  jetzt  angewendete  Methode  ist  einheitlicher  und  von 
grofserer  Tragweite  ab  die  frühere,  sie  führt  ferner  überall  zu  fertigen 
Rechnungsergebnissen  und  macht  nirgends  Einschränkungen  not- 
wendig. 

Wir    bestimmen   jetzt  nach   gleicher  Methode   die  Perioden   des 
Elementarintegrals  dritter  Gattung 

/«M.O.B.  -/(•(*,  0.)  -  0CP>  CO)*» 

mit  den  TJnstetigkeitspunkten  S\  und  D,,  denen  die  Residuen  —  1 
und  +  1  zugehören.  Verbindet  man  E^  und  D,  durch  einen  Schnitt  a, 
welcher  von  DA  nach  Qj  führt  und  keinen  der  Periodenwege  sa  schneidet, 
so  ergiebt  die  Anwendung  des  Satzes  auf  S.  608  für  einen  Perioden- 
weg sa: 

J  <!&€*&>  +^  jdWkJ  dtk  =^  JdtkJ  dfVk 
oder 
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2)  fdä^a.  =-j?  [ttttfdtp+k  -  tp+^fdt^, 

wobei  die  Integrale  längs  des  Weges  6  von  E^  nach  O,  zn  leiten 
sind.  Erstreckt  man  andererseits  das  Integral  über  eine  kleine  ge- 
schlossene Linie  x,  welche  den  Punkt  JDj  in  negativem  oder  Q,  in 
positivem    Sinne   umkreist,    so   folgt  ans  derselben  Formel,    da   die 

Integrale   jdta  verschwinden: 

X 

2  a)  fdäo.ck  ■■  2**(*,  a)  —  2*i. 

X 

Daher  gilt  der  Satz: 

Die  samtlichen  cyklischen  Perioden  des  Elementarintegrals 
dritter  Gattung  mit  den  TJnstetigkeitspnnkten  £^  und  D,  und 
den  Residuen  —  1  und  +  1  sind  lineare  Kombinationen  der 
2jp  Fundamentalintegrale  £„  ^, . . .  UP7  wenn  dieselben  von  Dj 
nach  El,  auf  einem  Wege  0  erstreckt  werden,  der  keinen  der 
Periodenwege  s19  s,, . . .  s^  schneidet,  sie  sind  also,  ab  Funk- 
tionen der  Unstetigkeitspunkte  betrachtet,  Integrale  zweiter 
Gattung;  die  logarithmischen  Perioden  sind  ±  2*i. 

Denkt  man  sich  also  die  Biemannsche  Flache  durch  die  Periodenwege 
si>  si>  -  -  -  s*p  und  den  Weg  ö  zerschnitten,  so  ist  auf  der  neuen 
Flache  8t"  das  Integral  ©D^Oß)  e*ne  eindeutige  Funktion  des  Ortes, 
denn  zwei  verschiedene  Wege,  welche  beide  von  $ßa  nach  Sß2  fahren 
iind  keinen  der  2p  +  1  Schnitte  su  s$, . . .  sip,  6  durchkreuzen,  ergeben 
denselben  Integralwert  Vereinigen  wir  mehrere  derartige  Elementar- 
integrale zu  einem  einzigen 

und  nehmen  wir  an,  dals  E^  auf  dem  Rande  eines  Weges  sa  gelegen 
und  nur  Hilfspunkt,  also  sein  Residuum 

ist,  so  haben  wir  v  Schnitte  0Oi>  *02> . . .  <*o*  zn  ziehen  und  erhalten 
alsdann  für  beliebige  Integrale  dritter  Gattung  wieder  genau  denselben 
allgemeinen  Satz,  den  wir  auf  S.  340  formuliert  hatten.  Damit  ist  also 
auch  auf  dem  jetzt  eingeschlagenen  Wege  die  Frage  entschieden,  was 
für  Funktionen  des  Ortes  die  Integrale  mit  logarithmischen  Unstetig- 
keitspunkten  sind. 

Hemel  u.  Landfberg,  Algebraische  Funktionen  etc.  42 
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Die  Formel  (2)  ist  unmittelbar  für  Integrale  dritter  Gattung 
©CID,  nur  dann  anwendbar,  wenn  keine  der  beiden  logarithmischen 
Stellen  unendlich  fern  liegt;  will  man  aber  die  Perioden  eines  Inte- 
gral* ttOaoQ*  dessen  einer  Ulistetigkeitspunkt  DÄ  im  Unendlichen  liegt, 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  dem  anderen  D  untersuchen,  so  braucht 
man  bloJs 

zu  setzen,  wobei  C^  ganz  beliebig  ist;  dann  erhalt  man 
2a)  fd£^=^Uafdtp+k  -  tp+kyafdtkJ  +  C, 


wobei 


C  =  Jdm{ 


'OooOo 


f 


in  Bezug  auf  D  konstant  ist. 

Aus  der  Gleichung  (2)  laust  sich  schließlich  noch  eine  wichtige 
Folgerung  ziehen,  von  welcher  wir  bald  Gebrauch  zu  machen  haben. 
Setzen  wir 

S»  fr 

'  dtk  =  et,    J  dtp+k  s  fy+*> 

so  lafst  sich  diese  Relation  auch  dahin  aussprechen,  dafa  das  Integral 

»Ck  Dt  Ä  ©D,  Dt  +^  (e*tp+*  ~  fy+***) 

keine  cyklischen  Perioden  besitzt;  das  Elejpentarintegral  cSo.0.  lAÜst 
sich  also  durch  Hinzufügung  eines  Integrals  zweiter  Gattung  mit  dem 
Pole  Sß^  seiner  cyklischen  Perioden  berauben.  Dasselbe  gilt  natürlich 
auch  von  einem  Integrale  mit  beliebig  vielen  logarithmischen  Stellen, 
und  es  gilt  auch  von  jedem  Integrale  mit  blols  polaren  Unstetigkeiten, 
wie  dies  schon  in  dem  Theoreme  auf  S.  574  ausgesprochen  ist  Daher 
erhalten  wir  den  Satz: 

Jedes    beliebige    Abelsche    Integral    o    lälst    sich    durch 

Hinzufügong  eines  Integrals  t  mit  einem  einzigen  Pole  Sßx, 

der  von   den  logarithmischen   Stellen  von  cd  verschieden  ist, 

seiner  cyklischen  Perioden  berauben. 

Die  logarithmischen  Perioden  des  Integrals  bleiben  hierbei  unverändert; 

sind  also  die  Residuen  von  co  durchweg  ganze  Zahlen  m9y  so  besitzt 

das  in  der  angegebenen  Weise  reduzierte  Integral 
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5  =  m  +  t 

nur  noch  Perioden  der  Form  2itimv,  die  Exponentialfunktion 

<,«(*)  ÄTT0(Sß) 

ist   also   eine   eindeutige   Funktion   des  Ortes   auf  der  Riemannschen 
Flache. 

§4. 

Es  wurde  schon  auf  S.  155  bemerkt,  dafs  in  einem  Körper  K  im 
allgemeinen  keine  Funktionen  existieren,  welche  nur  eine  einfache 
Nullstelle  und  einen  einfachen  Pol  besitzen,  und  dafe  aus  diesem 
Grunde  nicht  jeder  Divisor  der  Ordnung  Null  zur  Hauptklasse  gehört. 
Die  Bedeutung  und  die  Eonsequenzen  dieser  Thatsache  sind  in  den 
spateren  Ausführungen  in  mannigfachster  Weise  hervorgetreten,  und 
gerade  dieser  Umstand  wurde  Veranlassung  und  Ausgangspunkt  für 
die  eindringendere  Analyse  der  Körper  positiven  Geschlechtes.  Es  ist 
daher  von  Wert,  dafe  wir  jetzt  mit  Hilfe  der  Integrale  dritter  Gattung 
Funktionen  mit  einfacher  Nullstelle  und  einfachem  Pole  zu  bilden  im 
stände  sind;  diese  sind  aber  natürlich  nicht  mehr  eindeutige  Funktionen 
des  Ortes  auf  der  Riemannschen  Flache,  sondern  sie  erhalten  bei  Fort- 
setzung längs  eines  geschlossenen  Weges  konstante  Faktoren.  Durch 
Hinzunahme  dieser  Funktionen  erweitern  wir  den  algebraischen  Körper  K 
in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  ihn  früher  (s.  S.  574)  durch  Adjunktion  der 
allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung  bereichert  haben.  Aber  wahrend 
die  frühere  Erweiterung  den  Zweck  hatte,  nur  die  Unregelmäßigkeiten 
in  der  Art  des  Unendlichwerdens  der  Funktionen  von  K  auszugleichen, 
so  bezieht  sich  die  jetzige  auf  die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  ge- 
meinsam und  steht  daher  mit  der  Klasseneinteilung  der  Divisoren  in 
Zusammenhang;  während  jene  sich  bei  additiver  Zusammenfügung  der 
Funktionen  als  fruchtbar  erweist,  bewährt  diese  ihre  Wirksamkeit  bei 
Ausführung  von  Multiplikationen. 

Bilden  wir,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  das  Integral 

»cd,  =/(0OP,  Ot)  -  »OP,  ßi))«fc 

mit  den  Unstetigkeitspunkten  D^  und  D,  und  den  Residuen  —  1  und 
+  1,  so  wird  dasselbe  in  E^  und  ID,  resp.  wie 

1  i 

-ig(*-«i)fli  ™*  ig(*-«*r 

unendlich,  wenn  £X  ein  arblattriger  Verzweigungspunkt  und  er,-  der 
Wert  von  z  in  ihm  ist    Die  Funktion 
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hat  daher  nur  in  £^  einen  einfachen  Pol,  in  D,  eine  einfache  Null- 
steile,  nnd  sie  verhalt  sich  in  allen  übrigen  Punkten  der  Riemannschen 
Flache  regulär  nnd  besitzt  in  ihnen  die  Ordnungszahl  NulL  Man  kann 
daher  dieser  Funktion  den  Divisor  g  geradezu  zuordnen  und  dies 
auch  durch  die  Bezeichnung 


e*n,o.»>_TT($,§) 


e 


zum  Ausdruck  bringen;  wir  nennen  die  Funktion  TT  eine  zu  dem 

Divisor  ^  gehörige  Primfunktion. 

Bilden  wir  ein  Produkt  derartiger  Funktionen,  so  besitzt  dasselbe 
eine  gleiche  Anzahl  willkürlicher  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  und 
ist  also  einem  Divisor  der  Ordnung  Null  zugeordnet.  Haben  wir  um- 
gekehrt einen  beliebigen  Divisor  der  Ordnung  Null 

für  welchen  also  die  Summe  der  ganzen  Zahlen 

Pi  +  P*  +  •••  +  f**a=0 
ist,  so  wählen  wir  einen  beliebigen  Hilfspunkt  £^  und  bilden  mit  ihm 
die  Funktion 

welche  in  E^  die  Ordnungszahl  Null  hat  und  daher  genau  dem 
Divisor  ©  entspricht. 

Da  die  Integrale  ©^dOP)  durch  Angabe  der  TJnstetigkeitspunkte 
und  der  Residuen  nur  bis  auf  solche  der  ersten  Gattung  bestimmt  sind, 
so  ist  es,  um  die  allgemeinsten  Funktionen  zu  bilden,  welche  durch 
Produktbildung  von  Primfunktionen  erzeugt  werden  können,  noch  er- 
forderlich, solche  Größen  hinzuzunehmen,  deren  Logarithmus  ein 
beliebiges  Integral  erster  Gattung  ist: 

Derartige  Funktionen  sind  auf  der  ganzen  Riemannschen  Flache  regulär 
und  haben  keine  Null-  oder  Unendlichkeitsstellen;  sie  übernehmen  in 
dieser  Theorie  die  Rolle  der  Einheitsfunktionen  und  sollen  daher  zum 
Unterschiede  von  den  früher  benutzten  algebraischen  ab  „transcen- 
dente  Einheitsfunktionen"  bezeichnet  werden. 
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Beide  Arten  von  Punktionen,  sowohl  die  Prim-  wie  die  Einheits- 
funktionen, sind  natürlich  auf  der  Riemannschen  Flache  nicht  ein- 
deutig, sondern  da  die  im  Exponenten  auftretenden  Integrale  bei 
Fortsetzung  längs  eines  Periodenweges  einen  konstanten  Zuwachs  c, 
nämlich  den  zugehörigen  Periodizitatsmodul,  erhalten,  so  reproduzieren 
sich  die  Exponentialfunktionen  selbst  bis  auf  eine  multiplikative  Eon- 
stante e°.  Wir  brauchen  aber  hierbei  auch  bei  den  Integralen  dritter 
Gattung  blofs  die  cyklischen  Perioden  in  Betracht  zu  ziehen,  da  die 
logarithmischen  ganzzahlige  Vielfache  von  2%%  sind  und  also  bei  der 
Exponentialbildung  fortfallen.  Ein  Produkt  aus  Einheits-  und  Prim- 
funktionen teilt  also  mit  den  Funktionen  des  Körpers  K  die  Eigen- 
schaft, auf  der  Riemannschen  Flache  bis  auf  einzelne  Pole  regulär  zu 
sein,  unterscheidet  sich  aber  von  ihnen  dadurch,  dafs  es  im  allgemeinen 
nicht  eindeutig  vom  Orte  abhängt. 

Wir  wollen  jetzt  die  allgemeinste,  zu  einem  gegebenen  Divisor  2) 
der  Ordnung  Null  gehörige  Funktion 

bilden  und  uns  die  Frage  vorlegen,  wie  der  Divisor  ©  beschaffen  sein 
muJjB,  damit  bei  geeigneter  Auswahl  der  p  Eonstanten  d  die  Multipli- 
katoren Mlf  Mi,  ...  Mip,  welche  den  2p  Querschnitten  entsprechen, 
sämtlich  gleich  Eins  werden.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  P($ß) 
eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Riemannschen  Flache,  also 
eine  Größe  g  des  Körpers  K,  und  der  ihr  entsprechende  Divisor  ist  ©; 
der  Divisor  ©  gehört  also  in  diesem  Falle  der  Hauptklasse  an.  Da 
wir  2p  Forderungen  zu  genügen  und  nur  p  Größen  Cu  C9,.mm  Cp  zur 
Verfügung  haben,  so  erhalten  wir  auf  diesem  Wege  ein  System  von  p 
für  die  Zugehörigkeit  des  Divisors  2)  zur  Hauptklasse  hinreichenden 
Bedingungsgleichungen. 

Nun  ergiebt  sich  aber  aus  der  Formel  (2)  auf  S.657 
p 
lgMa=^(tkaQk--tp+ktaQp+k)      («  =  1,2,...  ap), 
*=i 
wobei  die  Gröfsen  Qk  und  Qp+k  durch  die  Gleichungen 

Qk  —  ft  /  dtp+k  +  fi,  /  dtp+k  +  •  •  •  +  f*A J  dtp+k, 

Di  D,  °A 

Qp+k  =  faj  dtk  +  p,  /  dtk  H —  +  fiA  /  dtk  —  Ck 
bestimmt  sind. 
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Soll  nun  Mx  —  M%  —  •  •  •  =  M%p  =»  1  sein,  so  mufe  lg Ma  —■  0  oder 
wenigstens  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von  2%i  sein.  Nehmen  wir, 
um  sogleich  das  Hauptresnltat  zu  übersehen,  zunächst  den  ersten  Fall 
an,  so  ergiebt  sich  sofort,  da  die  Determinante  |  tap  |  nach  S.  621  von 
Null  verschieden  ist,  dats 

&  =  0,     QP+*  =  0  <*-i,V--l« 

sein  mufe,  und  hier  sind  die  ersten  p  Gleichungen 

&=0,     &  =  0,...Gp»0 

die  p  Bedingungsgleichungen  für  den  Divisor  S),  während  die  folgenden 

zur  Bestimmung  der  p  Eonstanten  Clf  C%} . . .  Cp  dienen. 
Nehmen  wir  jetzt  allgemeiner  an,  dats 
p 

lgMa  ~^(tkaQk  -  tp+*,aQp+k)  -  2*»»«         («  =  1,2,  ...2p) 

ist,  wo  n1}  n%, . .  .Yhp  ganze  Zahlen  sind,  so  ergiebt  sich  die  Auflösung 
dieser  in  Qu  Q%} . . .  Qip  linearen  Gleichungen  aus  den  Periodenrelationen 
(5b)  auf  S.  648. 

Qk  —  —  flitji+ktp+i  —  MÄ<p+*,i,4-2 Mp+Mp 

+  »p+i<p+*,i  +  np+j  tp+k, »  H h»2p^+»»p 

+  Hp+lftfci  +  *p  +  *h*        H 1-  W*pfej>- 

Es  müssen  also  Q19  Q%> . . .  Q,  zusammengehörige  Perioden  der  Integrale 

*p+l  —  U>u      tp+2  —  «?„...  fep  —  *>p 

für  einen  und  denselben  Periodenweg  s  sein,  für  welchen  nach  (5)  auf 
S.  644  die  Charakteristiken  (s,  sa)  —  »<*  sind.  Die  entsprechenden 
Perioden  der  Integrale  zweiter  Gattung  treten  alsdann  bei  der  Bildung 
der  Eonstanten  Cu  C%, . . .  Cp  auf. 

Führen  wir  nun  für  die  Perioden  der  Integrale  erster  Gattung, 
die  hier  wieder  in  eine  bevorzugte  Stellung  rücken,  eine  etwas  be- 
quemere Bezeichnung  ein,  indem  wir 

tp+KP+l  ™   /  &*>*  —  ~  °>*h       <P+M  s    /  ^W*  —  <°k,p+l 
6,  a, 

setzen,  so  können  wir  das  gewonnene  Resultat  in  folgendem  Satze 
zusammenfassen : 
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§  4.   Zerlegung  der  Funktionen  des  Körpers  in  Primfunktionen.         663 
Wenn  Ar  einen  Divisor  der  Ordnung  Null 

die  p  Summen  von  Integralen  erster  Gattung 

Qk  =  frjdwk  +  tojdWk  +  •  •  •  +  PhJdWk    (*- 1,  2, . .  jp) 

ein  System  zusammengehöriger  Periodizitätsmoduln  für  einen 
und  denselben  Periodenweg  s  bilden,  so  dafe 

Qt  —  »i0*i  +  fh®k2  +  •  •  •  +  »jpOMp    (*  =  l,  2,  •  •  -p) 

und  »«  —  (s,  8tt)  ist,  so  gebort  der  Divisor  2)  zur  Hauptklasse. 
Hierbei  ist  die  untere  Grenze  D^  der  Integrale  wegen  der 
Relation 

Pi  +  ft+ h  P*  =  0 

ganz  beliebig. 

Die  Bedeutung  dieses  Fundamentalsatzes  tritt  erst  in  der  nächsten 
Vorlesung  in  voller  Klarheit  hervor,  in  welcher  sich  mit  Hilfe  des 
Abelschen  Theorems  die  Umkehrbarkeit  des  Satzes  und  damit  eine 
analytische  Bedingung  für  die  Äquivalenz  von  Divisoren  ergiebt. 

Die  hier  benutzten  Primfunktionen  sind  auf  der  Riemannschen 
Fläche,  abgesehen  von  Polen,  regulär,  aber  nicht  eindeutig.  Man  kann 
aber  auch,  dem  Vorgänge  von  Weierstrafc  folgend,  an  ihrer  Stelle 
solche  Primfunktionen  einfuhren,  welche  auf  der  Riemannschen  Fläche 
durchweg  eindeutig  sind  und  dafür  eine  wesentliche  Singularität  nach 
Art  der  Exponentialfunktion  besitzen,  die  beim  Übergang  zum  Loga- 
rithmus zu  einer  polaren  TJnstetigkeit  wird.  Man  kann  nämlich  nach 
dem  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  zu  dem  Integrale  ©q^  so  eines 
der  zweiten  Gattung  mit  dem  Pole  Sß^  hinzufügen,  dafe 

keine  cyklischen  Perioden  besitzt,  also 

auf  der  Riemannschen  Flache  eindeutig  ist.  Ein  Produkt  derartiger 
Primfunktionen 

j..-n(».£r*(».gr...n(*£r 

ist  ebenfalls  auf  der  Riemannschen  Fläche  9t,  eindeutig  und  besitzt 
in  den  Punkten  E^,  Q,, . . .  D*  Nullstellen  oder  Pole,  hat  aber  über- 
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dies  noch  in  Sß^  eine  wesentliche  Singularität  von  der  Art,  dals  sein 
Logarithmus  daselbst  wie  ein  Integral  zweiter  Gattung  unendlich 
wird.  Will  man  dann  aus  dem  Komplexe  der  so  zu  erhaltenden 
Funktionen  die  Gröfsen  des  Körpers  K  aussondern,  so  hat  man 
jetzt  die  Bedingung  dafür  festzustellen,  dals  die  singulare  Stelle 
bei  Sß^  fortfallt.  Hierfür  ergeben  sich  p  Gleichungen,  da  es  p  eigent- 
liche Integrale  zweiter  Gattung  giebi  Die  Rechnung,  die  natürlich 
zum  gleichen  Endresultat  führt,  kann  übergangen  werden,  da  sie  im 
Prinzip  mit  der  vorigen  zusammenfallt  und  beide  Betrachtungsweisen 
sich  nur  formal  voneinander  unterscheiden. 
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Siebenunddreifsigste  Vorlesung. 

Da*  Abelsche  Theorem  als  Additionsprinzip  der  Integrale.  —  Durchführung  der 
Rechnung  für  die  Elementarintegrale  der  drei  Gattungen.  —  Die  Bedeutung  des 
Abelschen  Theorems  in  seiner  allgemeinsten  Gestalt.  — •  Zusammenhang  mit  der 
Klasseneinteilung  der  Divisoren.  —  Die  zwei  aus  dem  Abelschen  Theoreme  sich 
ergebenden  Reduktionsprobleme.  —  Lösung  der  ersten  Aufgabe.  —  Lösung  der 
zweiten  Aufgabe.  —  Spezialfälle.  —  Das  Umkehrproblem  der  Abelschen  Integrale. 

§1. 

Das  Abelsche  Theorem,  zu  dessen  Darlegung  wir  jetzt  übergehen, 
giebt  in  seiner  ursprünglichsten  Gestalt  die  Bedingungen  dafür  an,  dafe 
eine  Summe  von  Abelschen  Integralen  mit  gleichem  Integranden  und 
verschiedenen  Grenzen  durch  algebraische  Ausdrücke  und  deren  Loga- 
rithmen ersetzt  werden  kann  und  lehrt  in  diesem  Falle  die  Snmmation 
ausfahren.  Es  leistet  also  dasselbe  für  beliebige  Abelsche  Integrale, 
was  das  bekannte  Additionstheorem  für  Logarithmen  und  cyklometrische 
Funktionen  leistet. 

Für  die  Formulierung  des  Abelschen  Theorems  ist  der  schon  in 
§  3  der  neunzehnten  Vorlesung  besprochene  Umstand  von  fundamentaler 
Bedeutung,  dafs  jedes  beliebige  Abelsche  Differential 
1)  dto  -  t9de 

in   sehr  verschiedene  Formen  gebracht  werden  kann,  weil  jede  nicht 
konstante    Größe  x  des   Körpers   £(*,  u)  als    unabhängige  Variable 
zu  Grunde  gelegt  werden  kann;  wir  erhalten  alsdann,  wenn  wir  x  an 
Stelle  von  e  einführen: 
la)  dco^&dx, 

wo  die  beiden. Integranden  &  und  g,  durch  die  Gleichung 

verbunden  sind.  Das  Theorem  beruht  nämlich  geradezu  auf  dem  ein- 
fachen, aber  weittragenden  Grundgedanken,  dafs  wir  eine  willkürliche, 
aber  bestimmte  Variable  x  auswählen  und  solche  Differentiale,  welche 
in  Beziehung  auf  x  konjugiert  sind,  zu  einem  rationalen  Differential 
durch  Summenbildung  vereinigen  können. 
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Ist  nämlich  die  Ordnung  von  x  gleich  r,  so  genügt  (s.  S.  240)  jede 
beliebige  Gröise  £  des  Körpers  K  einer  Gleichung  rten  Grades: 

ar(x)tr  +  ar-iW-1  +  •  •  -  +  ax(x)t  +  a0(x)  -  0, 

in  welcher  die  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  #  sind,  und  es  ist 
die  Summe  der  konjugierten  Grö&en  £l;  gg, . . .  &■: 

2)  6  +  fc  +  ...+  fr-_-g- 

eine  rationale  Funktion  B(x)  von  #;  d.h.  es  ist  die  Spur 

2a)  Äft) -•»(*). 

Es  gehören  also  zu  jedem  beliebigen  Werte  a  von  x  r  verschiedene 
oder  gleiche  Punkte  der  Biemannschen  Fläche  %c,  welche  den  Prim- 
teilern von 

entsprechen  und  auf  den  r  Blättern  von  iR*  übereinander  liegen. 
Schreiten  wir  nun  von  der  Stelle  (x  —  a),  die  wir  auf  der  schlichten 
Kugelfläche  $£x  durch  p  bezeichnen  wollen,  durch  das  Differential  dx 
zu  einer  Nachbarstelle  pf  mit  dem  Werte  (x  =  a')  fort,  so  gehen  auf 
der  Riemannschen  Fläche  SR*  die  Punkte  SßA  in  ^$J  über,  wobei 

ist  und  die  unendlich  kleinen  Wege  ft$J,  *ß2*ßj, . . .  $r$;  auf  3t, 
übereinanderlaufen,  also  auf  dasselbe  Differential  dx  führen.    Daher  ist 

3)  ixdx  +  &dx  +  •  •  •  +  irdx  «  R(x)dx 
oder  wenn  £dx  =  d&,  B(x)dx  =  dQ  gesetzt  wird: 

3a)  dafä)  +  dafä)  +  •  -  ■  +  da>(*r)  -  d9(p). 

In  dieser  einfachen  Gleichung  hat  man  bereits  das  Abelsche 
Theorem  in  seiner  allgemeinsten  Gestalt  vor  sich.  Der  Schwerpunkt 
der  Betrachtung  liegt  durchaus  darauf,  dals  auf  einer  bestimmten, 
zum  Körper  K  gehörigen  Biemannschen  Fläche  SR*  Sßt,  5ßj, . . .  5ßr  und 
ebenso  ihre  Nachbarpunkte  übereinanderliegende  Punkte  sind  und  dals 
alsdann  d$  ein  rationales  Differential  ist,  gebildet  für  den  Punkt  p, 
welcher  auf  der  schlichten  Kugelfläche  $x  den  r  Punkten  $ß*  entspricht 
Gehen  wir  also  zu  den  Integralen  über,  indem  wir  den  Punkt  p  auf 
beliebigem  Wege  in  ÄÄ  von  a  nach  6,  den  Punkt  $*  also  auf  einem 
der  r  entsprechenden  Wege  in  SR*  von  St*  nach  33*  fortrücken  lassen, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung 
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4)  jda  +  (da  +  •  •  •  +  j  da  =  ( R(x)dx, 

&  &  ir  a 

in  welcher  die  Integrationswege  21*93*  durch  den  Weg  ab  eindeutig 
bestimmt  sind;  dieselbe  ist  der  Gleichung  (3)  im  wesentlichen  äqui- 
valent, vollzieht  aber  den  Fortschritt  von  unendlich  kleinen  zu  end- 
lichen Integrationswegen. 

Hierbei    nimmt   x    in    9^,  %,  . . .  Är  den   gleichen  Wert  a,   in 
331;  33,, . . .  S5r  den  gleichen  Wert  b  an,  und  es  ist  also 

8,-a-^«,.  ..«,  =  «,      8.-6  =  »!^.  .-8r  =  8 

oder 

r  _a?-6       SB 

Somit  sind  Ä  und  35  ganze  Divisoren  derselben  Klasse,  die  dem  Zahler 
und  Nenner  der  Gröfse  x\  einer  linearen  Funktion  von  x,  entsprechen; 
nun  nimmt  zwar  die  Funktion  x  bei  dieser  ganzen  Betrachtung  vor 
den  anderen  Grölsen  des  Körpers  eine  bevorzugte  Stellung  ein,  es 
können  aber  doch  lineare  Funktionen  stets  für  einander  eintreten, 
ohne  dafe  sich  etwas  wesentliches  ändert,  weil  x'  von  oo  bis  Null  läuft, 
wenn  x  von  a  bis  b  variiert,  und  die  Bestimmung  der  Punkte  Äa  und  83* 
hiervon  ganz  unberührt  bleibt.  Die  Bedingung,  dafs  %  und  83  ganze 
Divisoren  derselben  Klasse  sind,  ist  aber  offenbar  auch  die  einzige,  an 
welche  die  Möglichkeit,  eine  Gleichung  der  Form  (4)  für  beliebige 
Abelsche  Integrale  aufzustellen,  geknüpft  ist;  denn  ist  Ä  ~  85,  so  giebt 
es  eine  Funktion 

und  wenn  wir  diese  in  der  vorher  dargelegten  Weise  für  die  Bildung 
der  Differentiale  zu  Grunde  legen  und  über  x'  von  Null  bis  Unendlich 
integrieren,  so  erhalten  wir  eben  die  Gleichung  (4).  Hierdurch  er- 
langen wir  bereits  Einblick  in  die  Bedeutung  der  Auszeichnung  einer 
bestimmten  Variabein  x  und  fassen  das  gewonnene  Resultat  in  dem 
Satze  zusammen: 

Nach  dem  Abelschen  Theoreme  können  Integrale  mit 
gleichem  Integranden  durch  das  Integral  einer  rationalen  Funk- 
tion summiert  werden,  sobald  die  Vereinigung  ihrer  unteren 
und  ihrer  oberen  Grenzen  zwei  ganze  Divisoren  derselben 
Klasse  liefert 
Bevor  wir  die  hieraus  entspringenden  Folgerungen  weiter  verfolgen, 
wollen  wir   die   Gleichung  (4)    für   die  Elementarintegrale    der    drei 
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Gattungen  spezialisieren  und  die  den  drei  Fallen  entsprechenden  ratio- 
nalen Differentiale  E{x)dx  bestimmen.    Hierbei  haben  wir  der  Haupt- 
sache nach  nur  die  beiden  auf  S.  411  und  412  bewiesenen  Satze  über 
Spuren  in  Anwendung  zu  bringen. 
L  Ist  das  Integral 

w=Jtdx 

von  der  ersten  Gattung,  so  ist  der  Differentialteiler  ®  von 

du?  =-  idx 
ganz,  also  hat 

c~~äT 

nur  den  Verzweigungsdivisor  3*  oder  einen  Teiler  von  ihm  im  Nenner 
und  verschwindet  fftr  die  sämtlichen  Stellen  (x  =  oo).  Zufolge  der 
ersten  Eigenschaft  ergiebt  sich  nach  dem  Satze  auf  S.  411 

flf(f)  =  U(a;)  =  const, 

zufolge  der  zweiten  ist  die  Eonstante  gleich  Null.  Wir  erhalten  also 
das  Abelsche  Theorem  für  Integrale  erster  Gattung: 


Sind  Ä  —  %  «, . . .  «r  und  SB  -2^  SB, ...  83,  zwei  aqui- 

8 


8 
valente    ganze    Divisoren    und    ist   x'=~>    so    ist  fftr   jedes 


Integral  erster  Gattung 

4a)  Jdw  +Jdw  +  •  •  ■  +  /rfio  =  0, 

wenn  die  Integrale  auf  übereinander  verlaufenden  Wegen  in 
der  Biemannschen  Flache  SR*'  geleitet  werden. 
U.  Ist  das  Integral 

tß  =  fedx 

ein  Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit  dem  fi-  fachen  Pole  Q,  so 
hat  der  Differentialteiler  von  th  nach  S.  311  den  Nenner  Q*+1,  also  ist 

5)  '"5^' 

wo  ®  einen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Ist  nun  D  auf  der  Biemannschen  Fläche  9ta  ein  a-blattriger  Ver- 
zweigungspunkt und  nehmen  wir,  was  nach  den  obigen  Bemerkungen 
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ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  geschehen  kann,  zur  Be- 
stimmung der  Form  des  rationalen  Differentiales  zunächst  an,  dals 
x  in  £t  unendlich  wird,  so  ist  tt*  genau  durch  Oa  teilbar  und  es 
kann  daher  £  anch  in  die  Gestalt  gesetzt  werden: 

wobei  der  Divisor 


0"+1 

ebenfalls  ganz  ausfallt,  sobald  der  zu  unserer  Verfügung  stehende 
Exponent  h  so  gewählt  wird,  dals 

ist    Um  den  kleinsten  zulässigen  Wert  von  h  zo  finden,  setzen  wir 

H  =  p'«  +  r'  (<>£,''<«), 

wo  r'  den  kleinsten  positiven  Best  von  p  (mod.  a)  und  p!  die  grofste 
in  -£-  enthaltene  ganze  Zahl  bedeutet;  da  nun 

sein  soll  und  r'  +  1  eine  der  Zahlen  1,  2, ...  et  ist,  so  ist 

*  +  2-|i'  +  lf 
also 

zu  setzen. 

Wenden  wir  nun  den  zweiten  der  oben  erwähnten  Sätze  an,  so 
ergiebt  sich  unmittelbar,  dafs  in  unserem  Falle  S(£)  eine  ganze  Funk- 
tion A*6*  Grades  von  x,  resp.  wenn  A  negativ  ausfällt,  gleich  Null  ist, 
folglich  ist  das  Integral 

6)  fs(Qdx=G{x) 

eine  ganze  Funktion  des  Grades 

»+w-K|. 

wobei  also  diese  Zahl  durch  die  Ordnung  p  des  Integrals  th  und  die 
Ordnung  der  Verzweigung  von  8t*  in  JQ  bestimmt  ist;  von  dieser 
Funktion  ist  die  Differenz  der  beiden  Werte  zu  bilden,  die  sie  für  die 
unteren  resp.  oberen  Grenzen  der  Integralsumme  annimmt 

Zur  Durchführung  der  Rechnung  nehmen  wir  jetzt  besser  an,  dafs 
die  Variable  in  O  einen  endlichen  Wert  q  erhält;  dann  brauchen  wir 
blofs  x  durch  -^—^  zu  ersetzen,  es  tritt  also  an  die  Stelle  der  ganzen 
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Funktion  0(x)  in  (6)  eine  rationale  der  Ordnung  p'  mit  dem  Nenner 
(x1  —  qf .  Um  diese  auch  der  Form  nach  und  damit  die  in  ihr  auf- 
tretenden Konstanten  zu  bestimmen,  gehen  wir  direkt  von  (5)  aus  und 
finden,  da  bei  der  jetzigen  Annahme  TV  zu  D  teilerfremd  ist  und  3* 
durch  D"""1  teilbar  ist,  also  £  in  Q  die  Ordnungszahl  —  (p  +  a)  hat, 
in  der  Umgebung  von  Q  eine  Reihenentwickelung  der  Form 

r\  *  =        G*         1  fy"1  I         1  G%  I 

V  b  g+g  ^  jtt  +  g  —  1  ^         ^  a  +  1    '  > 

(*'-g)   a         (x'-q)      a  (*'-<*)   • 

hierbei  kann  ein  Glied  mit  dem  Nenner  xf  —  q  nicht  auftreten,  weil 
sonst  das  Integral  in  Q  eine  logarithmische  Unstetigkeit  hatte,  und 
die  auf  dieses  folgenden  Glieder  kommen  ffir  die  Spurenbildung  nicht 
mehr  in  Betracht.     Es  ergiebt  sich  somit 

*<ö— 2— ^T' 

wobei  die  Summe  nur  über  diejenigen  Werte  s  zu  erstrecken  ist,  welche 
positiv,  durch  a  teilbar  und  höchstens  gleich  (i  sind.     Folglich  ist 


ß 


und  das  Abelsche  Theorem  lautet  somit  ffir  Elementarintegrale  zweiter 
Gattung 

*'  *»  *'  L  *    «(*'-g)aJ*'=o  ~~ 

wobei  die  Funktion  x*  =  ~  und  g  ihr  Wert  in  dem  Pole  JQ  von  ^  ist; 
die  Ausrechnung  ergiebt  also 

Diese  Gleichung  findet  in  dem  Satze  Ausdruck: 

Sind  8t  und  93  zwei  äquivalente  ganze  Divisoren  und  ist 
x*  =  ~ ;  so  ist  die  für  Elementarintegrale  zweiter  Gattung  mit 
dem    fc-  fachen    Pole   D    gebildete    Summe    (4  b)    eine    ganze 
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Funktion  von   detaa   Reciproken   des  Wertes  q*),  welchen  x* 
in  £i  annimmt,  vorausgesetzt,  dals  die  Integrationswege  in  9tx' 
übereinanderlaufen;  der  Grad  der  Funktion  ist  gleich    —  L  wenn 
D  ein  a  -blättriger  Verzweigungspunkt  von  9k  ist,  und  ihre 
Koeffizienten  sind  durch  die  des  Hauptteiles  der  für  die  Um- 
gebung von  El  geltenden  Reihenentwickelung  von  g  bestimmt. 
Ist  also  z.  B.  p  =  1,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  für  Ver- 
zweigungspunkte (a  >  1)  gleich  Null  und  erhält  für  gewöhnliche  Punkte 
den  Wert  Sl- 

m.  Ist  das  Integral 

ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  logarithmischen  Stellen 
Qj  und  Qjj  und  den  zugehörigen  Residuen  —  1  und  +  1,  so  hat  der 
Differentialteiler  von  cä12  den  Nenner  C^E^,  und  es  ist  somit,  wenn 
&  einen  ganzen  Divisor  bedeutet, 

Erhält  also  x  in  Oj  und  £^  die  endlichen  Werte  qt  und  q2f  so  ist 

(*-ffi)(*-&)t--£» 

wo  auch  @'  ganz  ist,  und  folglich  nach  dem  Satze  auf  S.  411: 

(*-fc)(*-ft)S(Ö  =  fl((*-fc)(*-ft)&)  =  const. 
Durch  Multiplikation  mit  dx  und  Division  durch  (x  —  qt)  (x  —  g2)  er- 
giebt  sich 

t1dx  +  s2dx  +  -.-+trax  =  c(^-^y 

Da  nun  nach  S.  342  das  Residuum  des  rationalen  Differentials  für  irgend 
eine  Stelle  q  von  Ä*  gleich  der  Summe  der  Residuen  für  die  der  Stelle  q 
entsprechenden  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  81«  ist,  so  ist  c  =  1, 
vorausgesetzt,  dals  qx  und  q%  verschieden  sind;  es  kann  aber  auch  ein- 
treten, daJja  zu  Di  und  Qj  derselbe  Wert  von  x  gehört,  dann  ist  die 
rechte  Seite  obiger  Gleichung  Null,  da  sich  die  Residuen  des  rationalen 
Differentials  kompensieren.    In  beiden  Fällen  gilt  die  Integralgleichung 

*)  Es  wäre  unzulässig,  dadurch,  dafs  man  zu  der  Funktion  — r  übergeht, 
eine  Vereinfachung  in  dem  Ausspruche  des  Satzes  herbeiführen  zu  wollen,  weil 
die  Koeffizienten  G/t  in  (7)  erst  nach  Auswahl  von  xf  bestimmt  sind  und  beim 

Obergang  von  xf  zu  —7-  sich  andern. 

SD 
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4c)     jrd»u  +jfdält +...  +fäüu = [igj^n; 

also  für  a  —  <x>,  6  =  0: 

4c)  /d«!u  + Yd«Ju  +  • .  -  + Jd*n  -  lg  J-. 

Diese  Gleichung  ergiebt  den  Satz: 

Sind  Ä  und  93  zwei  äquivalente  ganze  Divisoren  und  ist 

a?'=g>  so  ist  die  fQr  Elementarintegrale  dritter  Gattung  mit 

den  logarithmischen  Stellen  S\  und  D,  und  den  Residuen  —  1 
und  +  1  gebildete  Summe  (4c)  gleich  dem  Logarithmus  des 
Quotienten  der  beiden  Werte,  welche  z*  in  C^  und  D,  an- 
nimmt, vorausgesetzt,  dafa  die  Integrationswege  in  9i*'  über- 
einanderlaufen. 

§2. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  aufgestellten  Integralsatze  waren  an 
die  Bedingung  geknüpft,  dab  die  Integrationswege  in  der  Riemannschen 
Flache  8t*  übereinanderlaufen,  also  in  einer  beliebigen  Flache  Ä„ 
deren  Punkte  denen  der  ersten  eindeutig  entsprechen,  in  bestimmter 
Weise  von  den  unteren  Grenzen  8^,  Äj, .  - .  Är  nach  den  oberen 
®i;  St,  •  • .  93r  geführt  werden,  Da  sich  aber  die  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Divisoren 

Ä  — *i*f  ..*r    nnd    »«^»^..»r 

in  eine  Form  setzen  lieft,  welche  von  der  Auswahl  einer  besonderen 
Flache  unabhängig  ist,  so  ist  es  wünschenswert,  die  vorige  Beschrankung 
aufzuheben  und  die  Modifikation  zu  untersuchen,  welche  das  Abelscfae 
Theorem  erleidet,  wenn  man  die  Primdivisoren  von  &  und  ©  einander 
irgendwie  zuordnet  und  die  Integrale  auf  beliebigem  Wege  von  % 
nach  93A  leitet 

Betrachten  wir  eine  beliebige,  aber  in  kanonischer  Weise  zer- 
schnittene Flache  91,,  in  welcher  die  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  eindeutige  Funktionen  des  Ortes  sind,  so  ist  nach  S.  644, 
wenn  der  im  vorigen  Paragraphen  benutzte  Weg  $U93a  mit  Im  be- 
zeichnet wird: 
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dw  =  w(%h)-w($h)  +  m1Ä1+  •  .  •  +  mpJ9+*lBl+  -  •  ■  +f*pBp 

wobei  die  überstrichenen  Gro&en  die  auf  der  zerschnittenen  Flache 
eindeutigen  Punktionen  bedeuten;  ferner 

Ai  =  —  /  dw,     Bi  — i  /  dto 

die  Perioden  der  beiden  Integrale  und  die  ganzen  Zahlen  m*  und  n4- 
Charakteristiken  sind,  es  ist  nämlich 

n*i  —  (Za,  o*),    n<  =  (ZA,  &/); 

diese  Zahlen  sind  also  nur  vom  Wege  lA,  nicht  aber  vom  Integranden 
abhängig. 

Addiert  man  diese  Gleichungen  für  A  —  1,  2, ...  r,  so  ergiebt  sich 
jetzt  aus  den  Gleichungen  (4a)  und  (4b)  des  vorigen  Abschnittes  das 
Abelsche  Theorem  in  folgender  Gestalt: 

«K®i)  +  ä(®t) +.-■+ ts(8r)  -  ^(«o  -  *(«,) *(«,) 

1b)  =-<2-^ 

wobei  die  ganzen  Zahlen 

lc)  Jfi-^W»),    Nt~^(bhh) 

A=l  A  =  l 

wieder  ausschließlich  von  den  unteren  und  oberen  Grenzen  9/«  und  8a 
abhängen.  Eine  ganz  ähnliche  Gleichung,  von  deren  Aufstellung  wir 
absehen,  gilt  auch  ftlr  Integrale  dritter  Gattung;  ein  Unterschied  be- 
sieht nur  darin,  daJi  zu  den  cyklischen  Perioden  noch  eine  logarith- 
mische 2xiv  hinzutritt,  wobei  die  ganze  Zahl  v  ebenfalls  eine  Summe 
von  Charakteristiken  ist 

Hansel  u.  Lendgberg,  Algebraische  Punktionen  etc.  43 
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Erstreckt  man  die  Integrale  nicht  in  der  zerschnittenen,  sondern 
auf  der  unzerschnittenen  Riemannschen  Flache  8t,  auf  beliebigen 
Wegen  Xh  von  den  unteren  Grenzen  9tA  nach  den  oberen  $BA,  so  bleibt, 
wie  man  unmittelbar  sieht,  die  Form  der  Gleichungen  la)  und  lb)  völlig 
uligeändert;  nur  die  Bedeutung  der  ganzen  Zahlen  Mt  und  Nt  wird  eine 
andere ,  indem  in  den  Formeln  lc)  der  Weg  lh  überall  durch  den  ge- 
schlossenen Weg  lh  —  Xk  ersetzt  werden  muJGs.  In  jedem  Falle  tritt  bei  Auf- 
hebung der  früheren  Einschränkung  zu  den  Gleichungen  des  Abelschen 
Theorems  nur  eine  Periode  hinzu,  und  es  ist  wesentlich,  sich  zu  ver- 
gegenwärtigen, daÜ9  die  ganzen  Zahlen,  welche  die  spezielle  Periode 
charakterisieren,  bei  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung  nur  von  den 
Integrationswegen,  nicht  aber  vom  Integranden  abhängen,  dafo  also  bei 
Anwendung  des  Abelschen  Theorems  auf  ein  System  von  Integralen  die 
auftretenden  Perioden  sich  sämtlich  auf  den  gleichen  Weg  beziehen  und 
daher  dasselbe  Koeffizientensystem  (Mi}  Nx)  erhalten. 

Insbesondere   kann   man  jetzt   das  Theorem   für  Integrale   erster 
Gattung  in  folgender  Fassung  aussprechen,  in  welcher  es  in  Zukunft 
von  besonderer  Bedeutung  ist  und  in  der  wir  die  Bezeichnungen  vom 
Ende  der  vorigen  Vorlesung  wieder  aufnehmen: 
Ist 


(I) 


ein   Divisor   der  Hauptklasse,   so   bilden   die  p  Summen   von 
Integralen  erster  Gattung 

inm(£k)  +  f*»t0*(Q*)  +  •  •  •  +  iihWk{&h) 

2) 

ein  System  zusammengehöriger  Periodizitätsmoduln  der  Inte- 
grale tolf  w%9 . . .  wp. 

In  dieser  Gestalt  ist  der  Satz  offenbar  die  genaue  Umkehrung  des- 
jenigen, der  auf  S.  663  bewiesen  wurde.  Fassen  wir  beide  zusammen, 
so  ergiebt  sich  also: 

Die  p  Gleichungen  (2)   bilden   die  notwendige  und  hin- 
(II)         reichende  Bedingung  dafür,  dafe  ein  Divisor  der  Ordnung  Null 
der  Hauptklaeee  angehört. 

Durch  diese  Formulierung  wird  das  Abelsche  Theorem  eines  der  frucht- 
barsten Hilfsmittel  zu  tieferer  Durchdringung  und  Fortbildung  der 
Lehre  von  den  Divisoren  und  ihrer  Einteilung  in  Klassen.  Wir  ge- 
winnen nämlich  hierdurch  ein  analytisches  Äquivalent  für  die  Zugehörig- 
keit zweier  Divisoren  zur  selben  Ehtsse.    Um  dies  im  einzelnen  dar- 
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legen  und  sodann  die  sich  hier  anschließenden  Fragen  weiter  verfolgen 
zn  können,  wollen  wir  aber  vorerst  das  Theorem  (II)  in  zwei  ver- 
schiedenen Richtungen  modifizieren  resp.  erweitern. 

Die  erste  Modifikation  hat  wesentlich  formale  Bedeutung.  Um 
nämlich  das  Periodensystem  nicht  immer  ausdrücklich  hinschreiben  zu 
müssen,  nennen  wir  zwei  Systeme  von  je  p  Groben 

(au  aa, . . .  ap)    und    (bt,  b2, . . .  bp) 

schlechtweg  kongruent,  sobald  sich  die  entsprechenden  Elemente  nur 
um  zusammengehörige  Perioden  der  Integrale  erster  Gattung  unter- 
scheiden, sobald  also  p  Gleichungen  der  Form 

ö*  =  h  +  »i<»*i  +  tt2a>jb2  "* •"  Hiptot^p    (*  =  l,  2, . .  .p) 

erfüllt  sind.     Wir  bezeichnen  dies  durch 

(ai9  Oj, . . .  ap)  =  (bt,  62, . . .  6p) 

oder  kurz  durch 

ak  =  bk  (*  =  lt2t...l>); 

solche  Kongruenzen  lassen  sich  offenbar  ohne  weiteres  addieren  und 
subtrahieren.    Die  Gleichungen  (2)  nehmen  hierdurch  die  Form  an: 

2a)  fn  wjt(ßi)  +  fH«*(Da)  +  •  •  •  +  fiÄw*(0*)  =  0. 

Die  zweite  Modifikation  hat  den  Zweck,  die  Beschränkung  auf 
Divisoren  der  Ordnung  Null  zu  beseitigen.  Wählen  wir  als  untere 
Grenze  der  Integrale  w1}w%7...  wp,  ebenso  wie  auf  S.  569,  den  Punkt  ^ 
und  bilden  wir  die  p  Integralsummen  (2)  für  einen  Divisor  der  Form 
5Dt  =  5ß£5D,  wo  S)  der  Hauptklasse  angehört  und  also  q  die  Ordnung 
von  S>t  ist,  so  werden  dieselben  offenbar  ebenfalls  kongruent  Null. 
Wenn  umgekehrt  die  Gleichungen  (2  a)  für  einen  Divisor  Dj  der 
Ordnung  q  erfüllt  sind,  so  gelten  sie  auch  für  £)  =  2)1^ß~(),  und  da 
der  Divisor  3)  die  Ordnung  Null  hat,  so  gehört  er  nach  Satz  (U)  der 
Hauptklasse  an.  Bezeichnen  wir  also  die  Klasse  von  ?ßw  durch  P^  und 
vereinigen  die  sämtlichen  Potenzen  von  Pw  in  der  auf  S.  438  an- 
gegebenen Weise  zu  einer  „erweiterten  Hauptklasse"  so  können  wir 
jetzt  den  Satz  (II)  durch  folgenden  etwas  allgemeineren  ersetzen: 
Ist 

ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  q  und  wählt  man  als  untere 
Grenze  der  Integrale  wl7  wif . . .  wp  den  Punkt  Sß^,  so  bilden 
die  p  Gleichungen 

48* 
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(Ha)      2a)  ih  tok(ßi)  +  lh  w*(ü*)  +  •  -  •  +  p*  «*(£}*)  =  ° 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafe  5D  der 
Klasse  P*,  also  der  erweiterten  Hauptklasse  angehört;  ist  also 
(>  =  0,   so   ist  3)   in   der  Hauptklasse  im  engeren  Sinne  des 
Wortes  enthalten. 
Betrachten  wir  jetzt  einen  beliebigen  Divisor  der  Ordnung  q: 

der  irgend  einer  Klasse  angehören  kann,  so  mag  sich  fibr  diesen  er- 


Dann  nennen  wir  das  Gröfsensystem  rl;  t?,, . . .  t?p  „das  dem  Divisor  5) 
entsprechende  Wertsystem".  Nach  dem  Abelschen  Theoreme  entspricht 
also  den  Divisoren  der  erweiterten  Hauptklasse  das  Wertsystem 
(0, 0, ...  0).    Ist  nun 

irgend  ein  zweiter  Divisor  von  der  Ordnung  p',  den  wir,  ohne  die 
Allgemeinheit  zu  schadigen,  als  ans  gleichen  Primfaktoren  wie  2) 
bestehend  annehmen  können,  da  wir  ja  stets  einige  Exponenten  gleich 
Null  setzen  können,  so  sei  fttr  diesen 

(ii  w*(Oi)  +  f*Jw*(Oa)  +  ■  •  •  +  m' «»(Dt)  =  v*    (*  =  l,  2, . .  .p). 

Dann  ist  es  evident,  dafs  dem  Produkte  Od'  resp.  dem  Quotienten  g? 
die  Wertsysteme 

vk  +  vl    resp.    Vt-vL  (*=i,2,..p) 

entsprechen. 

Sind  also  Q  und  Q'  im  absoluten  Sinne  oder  auch  nur  in  Bezug 

auf  die  Klasse  Pm  äquivalent,  d.  h.  ist  jg?  %""*  ein  Divisor  der  Haupt- 
klasse, so  ist 

»*  =  *{  (*«M,...p). 

Hieraus  schliefen  wir: 

Allen  Divisoren,  welche  absolut  oder  in  Bezug  auf  die 
Klasse  P9  äquivalent  sind,  entsprechen  kongruente  Wertsysteme 
und  umgekehrt.  Sieht  man  also  kongruente  Wertsysteme  als 
(üb)  nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  entspricht  jeder  Klasse  re- 
lativ äquivalenter  Divisoren  ein  und  nur  ein  Wertsystem.  Jede 
solche  Klasse  wird  durch  ein  System  von  p  Zahlen  (t^, t?8, . . .  vp) 
charakterisiert. 

Bei  der  Herleitung  dieses  Fundamentalsatzes  haben  wir,  um  die 
Beschrankung  auf  Divisoren  der  Ordnung  Null  aufzuheben,  die  gewöhn- 
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liehe  durch  die  „erweiterte  Klasseneinteilung  der  Divisoren"  ersetzt; 
um  von  dieser  zu  der  gewöhnlichen  zurückkehren  zu  können,  welche 
ja  allein  invarianten  Charakter  besitzt,  hat  man  nur  innerhalb  jeder 
erweiterten  Klasse  die  Divisoren  einer  bestimmten  Ordnung  heraus- 
zugreifen, nach  Hinzufögung  der  Ordnungszahl  wird  also  durch  das 
Wertsystem  (pif  vt}  . . .  vp)  eine  gewöhnliche  Divisorenklasse  charak- 
terisiert. Es  ist  aber  zu  beachten,  dal*  auch  hier  die  Einf&hrung  der 
relativen  Äquivalenz  der  Klassen  nur  ein  Hilfsbegriff  ist,  der  sich  zwar 
in  der  Folge  als  zweckmäßig  erweist,  aber  immer  nur  ein  Durchgangs- 
stadium zur  Feststellung  von  invarianten,  von  der  Beziehung  auf 
PÄ  losgelösten  Eigenschaften  bildet.  In  dem  Satze  (IIb)  kommt  dies 
dadurch  zum  Ausdruck,  daJjs  das  Wertsystem  (vlfvs, . . .  vp),  welches 
einem  Divisor  von  positiver  oder  negativer  Ordnung  entspricht,  von 
der  Auswahl  des  Punktes  ?ßÄ  abhängig  ist  und  bei  Veränderung  dieses 
Punktes  sich  ebenfalls  ändert;  für  die  Divisoren  der  Ordnung  Null  ist 
hingegen  das  entsprechende  Wertsystem  (vu  v$) . . .  vp)  wegen  der 
Gleichung 

ft  +  ft  +  '"-+f*  — ° 

von  der  Auswahl  von  ^  unabhängig.  Bei  diesen  Divisoren  und  auch 
nur  bei  diesen  geht  also  die  zur  Erzielung  uneingeschränkter  Allgemein- 
heit eingeführte  Beziehung  auf  die  Klasse  Pm  von  selbst  wieder  ver- 
loren. 

§3. 

Beschränken  wir  uns  von  jetzt  ab  der  Einfachheit  halber  gänzlich 
auf  Integrale  erster  Gattung,  so  zeigt  das  Abelsche  Theorem,  dafs  unter 
bestimmten  Bedingungen  eine  gewisse  Anzahl  von  Integralen  mit 
gleichem  Integranden  die  Summe  Null  ergiebt.  Der  Regel  nach  bietet 
sich  aber  die  Aufgabe  dar,  eine  gegebene  Anzahl  von  Integralen  mit 
nicht  verschwindender  Summe  durch  eine  andere  und,  wenn  möglich, 
kleinere  Anzahl  zu  ersetzen,  so  dafs  in  der  Gleichung  (4  a)  des 
ersten  Abschnittes  von  den  Integralgrenzen  ein  Teil  als  gegeben, 
ein  Teil  ab  gesucht  angesehen  werden  mufs.  In  der  Theorie  der 
elliptischen  Funktionen  wird  z.  B.  die  Aufgabe  gelöst,  auf  die  wir 
von  unserem  Standpunkte  aus  nachher  eingehen  werden,  eine  ge- 
gebene Anzahl  von  Integralen  erster  Gattung  mit  gleichen  unteren 
und  beliebigen  oberen  Grenzen  zu  einem  einzigen  Integral  zu 
vereinigen;  setzen  wir  also,  wie  auf  S.  650 

1)  »^ie-ejii-ejiz-ei)-* -%*-*-, 

so  ist 
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2>  /^  +  /^+-   •+./£  =  /& 


wo  der  Punkt  Sß  rational  durch  Sß^  Sß8, . . .  Sßr  bestimmt  ist,  also  das 
Wertsystem  (0,  u)  und  alle  rationalen  Funktionen  von  (*,  u)  dem  Körper 

angehören.  Wenn  eine  solche  Bestimmung  möglich  ist,  so  ist  nach 
dem  Fundamentalsatze  (II)  des  vorigen  Abschnittes  der  gegebene  Divisor 

®-fcfc...fc 
äquivalent  dem  Divisor  Sß*""1^,  also 

und  die  Dimension  der  Klasse  des  Divisors 

ist  gleich  Eins,  weil  Sß  eindeutig  bestimmt  ist. 

Gehen  wir  ebenso  von  dem  allgemeinen  Abelschen  Theorem  aus, 
wie  es  für  Integrale  erster  Gattung  in  der  Gleichung  (4  a)  auf  S.  668 
ausgesprochen  wurde,  so  bietet  sich,  wenn  wir  die  unteren  Grenzen 
der  Integrale  sämtlich  gleich  ^  annehmen,  unmittelbar  die  Aufgabe 
dar,  zu  einem  gegebenen  ganzen  Divisor 

©  =  Di  Dj  . . .  £X 
einen  anderen 

hinzuzubestimmen,  so  dafs  die  Ordnungszahl  q  möglichst  klein  ist  und 
die  Gleichungen 

Ot  0>  IQ».  fc  fc  $9 

3)       JdWi  +JdWi  +  •  •  +  JdWi  +JdWi  +Jdwi  +  -  •  •  +JdWi  —  0 

fco  fco  fco  fco  fco  fco 

(i=l,Ä,...l>) 

gelten.  Diese  Aufgabe  hat,  wie  hier  beiläufig  bemerkt  sei,  Abel  bereits 
in  Angriff  genommen  und  ist  hierdurch,  ohne  bereits  die  Einteilung 
der  Integrale  in  die  drei  Gattungen  zu  besitzen,  ganz  in  die  Nahe 
des  Geschlechtsbegriffes  gelangt;  diese  beiden  fundamentalen  Bausteine 
sind  aber  erst  dreißig  Jahre  später  von  Biemann  in  die  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  eingefügt  worden. 

Behandeln  wir  das  von  Abel  formulierte  Problem  mit  unseren 
Methoden,  so  ist  nach  dem  Fundamentalsatze  (II)  auf  S.  674 

,  rar+* 
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Ferner  ist  die  Dimension  der  Klasse  des  ganzen  Divisors  $  gleich  Eins, 
denn  gäbe  es  in  ihr  noch  einen  zweiten  ganzen  Divisor  $',  so  konnte 
man  in  der  Schar 

(fr*1) -«$  +  «'*' 
ein  durch  Sß^  teilbares  Element  $"  ausfindig  machen,  und  wenn  man 
dieses  statt  §  in  die  Gleichungen  (3)  einführt,  so  würde  sich  die  Zahl  q 
mindestens  um  eine  Einheit  verkleinern,  während  sie  doch  schon  die 
kleinstmögliche  sein  solL    Setzt  man  daher 

so  ist  die  Klasse  des  Divisors 

gleich  Eins.  Diese  Aufgabe  ist  also  mit  der  vorigen  im  wesentlichen 
identisch,  und  beide  unterscheiden  sich  nur  dadurch,  dals  der  gegebene 
Divisor  3)  im  ersten  Falle  ganz,  im  zweiten  zu  einem  ganzen 
reciprok  ist. 

Wir  gewinnen  daher  das  allgemeinste  hierher  gehörige  Problem 
durch  folgende  Formulierung: 

Es  sei  ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  d 

4)  »-OpDf  ...DJ* 

und  ein  Primteiler  ?ßw  gegeben.  Sind  D  und  Pn  die  zugehörigen 
Klassen,  so  soll  die  erste  so  mit  einer  möglichst  niedrigen 
Potenz  der  zweiten  multipliziert  werden,  dals  die  Dimensionszahl 

5)  WKl-l 

ist,  und  es  soll  der  Exponent  e  bestimmt  werden. 

Hierbei  darf  die  Ordnung  von  DP^  jedenfalls  nicht  negativ  sein,  weil 
solche  Klassen  keine  ganzen  Divisoren  enthalten,  und  es  ist  also 
d  +  e  ^  0,  wir  setzen  daher 

6)  d  +  e  =  q,    e  =  q  —  d, 
wo  q  nicht  negativ  ist. 

Ist  die  Bedingung  (5)  nämlich  erfüllt,  so  giebt  es  in  der  Klasse  DP« 
einen  und  nur  einen  ganzen  Divisor 

7)  «-&&...& 
der  Ordnung  q9  und  es  ist  also 

oder 

folglich  gelten  die  Gleichungen 
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Oi  o>  Oa  *i  *,  *q 

8)  hJdWi+toJdWi+---+tbJdWi=jdu>i+JdWi+-"+J 

in  denen  die  nicht  negative  Zahl  q  möglichst  klein  ausfallt.  Hierin 
ist  der  Divisor  3)  gegeben,  der  Divisor  &  aber  eindeutig  durch  die 
Forderung  (5)  bestimmt;  wir  haben  vor  allem  seine  Ordnung  q  fest- 
zustellen und  dann  auf  seine  Darstellung  einzugehen. 

Die  Lösung  des  ersten  Problems  ergiebt  der  Biemann-Rochsche 
Satz.    Die  Erganzungsklasse  von 

DK-Q 

sei  die  Klasse 

ö'-r     W 


Q       DPI' 
ihre  Ordnungen  sind  resp.  • 

q-d  +  e,    q>-2(p-l)-q. 
Ferner  ist 

{Q)-i=m-(p-i-i)> 

und  da  [Q)  ==  1  sein  soll,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

es  ist  also  stets 

6a)  ff^.P« 

Ist  nun  q  <p,  so  lassen  sich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  noch 
p  —  q  Integrale  mit  der  oberen  Grenze  $„  hinzufügen;  dieser  Fall  tritt 
aber  offenbar  nur  ausnahmsweise  auf,  weil  die  obere  Grenze  p  z.  B. 
immer  dann  erreicht  wird,  wenn  2)  aus  p  willkürlich  ausgewählten 
Primdivisoren  (S.  318)  besteht    Daher  gilt  der  folgende  Satz: 

Eine  beliebige  Anzahl  von  Abelschen  Integralen  erster 
Gattung  lafst  sich  stets  in  eine  Summe  von  nur  p,  im  all- 
gemeinen aber  nicht  in  eine  Summe  von  weniger  ab  p  Inte- 
gralen mit  fester  unterer  Grenze  zusammenfassen. 

Für  die  Anwendungen  des  Abelschen  Theorems  kommen  nun  vor- 
zugsweise die  beiden  am  Anfange  dieses  Abschnittes  besprochenen  Falle 
in  Betracht,  in  denen  2)  entweder  ein  ganzer  Divisor  mit  unbestimmten 
Elementen 

©  —  E^  D, . . .  Dr 

oder  das  reciproke  eines  solchen  ist.  Dann  haben  wir  im  zweiten 
Falle  zu  der  Integralsumme 
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Si  —  /  dti\-  +  /  du?i  H h  /  du>i 

(»=l,2,...p) 

eine  andere  von  p  Elementen 

*i  — /  <*«><  +  /  <*«><  H f-  /  dw< 

hinzuzufügen,  so  dafe 

(.•=l,2,...p) 

wird;  im  ersten  muft  eine  ebensolche  Integralsumme  ö\  gebildet 
werden,  für  welche 

(Si-Ö^EEO  0-l.S,...J») 

ist.  Diese  beiden  Reduktionsprobleme,  auf  welche  sich  auch  das  all- 
gemeinere zurückführen  labt,  wollen  wir  in  der  eben  angegebenen 
Reihenfolge  in  den  beiden  nächsten  Abschnitten  unter  wirklicher 
Durchführung  der  notwendigen  Rechnungen  behandeln. 

§4. 

Sind  r  beliebige  Punkte  C^,  £},, ...  Cr  durch  die  Wertsysteme 
(*o  *i)>  (*!>  «**)>••  (*>  «*•)  gegeben  und  sind  die  p  Punkte  %l9  $8, . . .  Sß, 
so  zu  bestimmen,  dafs  die  Kongruenz 

O»  O»  Or  *i  **  *p 

1)  /dt*  +fdw  +  >-  •+Jdw+Jdw  +Jdu>  +  --+Jdte  =  0 

für  jedes  Integral  erster  Gattung  gilt,  so  läuft  diese  Aufgabe  nach 
dem  vorhergehenden  darauf  hinaus,  eine  Funktion  tf>  zu  finden,  welche 
ein  Vielfaches  des  Divisors 

ist. 

Setzen  wir  zunächst  r^>p—l  voraus,  so  ist  nach  S.316  die 
Dimensionszahl 

3)  {P:+*}-r+l, 

und  es  giebt  also  r  +  1  linear  unabhängige  Funktionen 

4)  1&,    *<*>,    *<*>,  .  ..*<r> 

mit  dem  Nenner  Sfö,4"*  welche  sich  unmittelbar  aus  dem  auf  S.  565 
aufgestellten  Fundamentalsysteme  $(°),  gW, . . .  p«-1)  ableiten  lassen.  Wir 
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behandeln  nun  im  folgenden  nur  den  regulären  Fall,  in  dem  bei  der 
Dimensionsbestimmung  von  P^+p  die  einfache  Formel  (3)  gilt;  man 
überzeugt  sich  aber  leicht  mit  Hilfe  der  Ausführungen  auf  S.  490, 
dals  diese  Gleichung  aber  auch  ganz  allgemein  für  beliebiges  r  gilt, 
wenn  ^  kein  Weierstrafe-  Punkt  ist,  und  dais  also  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Einschränkung  r  ^>p  —  1  fortfallen  kann. 
Soll  nun  die  Funktion 

in  den   gegebenen  Punkten   C^,  Q,, . . .  Or  verschwinden,   so  müssen 
die  Eonstanten  C  so  bestimmt  werden,  dals 

<;*»(cg  +  0^(0^)  +  • .  ■  +  cr*M(ßQ)  -  o 

für  q  =  1,2,  . . .  r  ist     Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 
so  ergiebt  sich  4>  in  der  Form 

^(0)      ^(1)      ^(2)  _m  ^(r) 
♦P      *P      *P...#P 


5)  *. 


^(0)       ^tt)      ^(*)  .  .  .  ^(r) 


|^|      (*,*  =  0,l,2,...r), 


wobei  fft  mit  ^>  identisch   ist    Es   ist  also   $   eine   Funktion   des 
Körpers 

um  dann  die  Nullpunkte  $ßx,  Sß„  . . .  Sßp  von  ^  und  die  zugehörigen 
Werte  von  z  zu  bestimmen,  müssen  wir  die  Norm  von  i>  bilden;  diese 
ist  eine  ganze  Funktion  (r+.p)'*11  Grades  von  s  und  enthalt,  da 
C^,  D,,...^  Nullpunkte  sind,  den  Faktor  r**11  Grades 

(*-*,)(*-*,)...(*-*,); 
der  Quotient 

6)  <?(*)-  ^>- 


ist  also  eine  ganze  Funktion  ptor  Ordnung  von  z: 

6a)  G(a)  =  Xp*p  +  Zp-i^"1  +  •••+  Xi*  +  Xof 

deren  Koeffizienten  nur  von  ö17  Gj, . . .  Qr  abhängen  und  deren  Null- 
stellen die  zu  Sß1?  Sß2; . . .  $ßp  gehörigen  Werte  von  0  ergeben.  Die 
Bestimmung  dieser  Gröfsen  führt  somit  auf  die  Lösung  einer  Gleichung 
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£>ton  Grades  G(js)  =  0,  und  nur  die  symmetrischen  Funktionen  der 
Wurzelwerte  hangen  rational  von  E^,  Q,, ...  Dr  ab.  In  ganz  ähn- 
licher Weise  kann  man  auch  die  Werte  irgend  einer  anderen  Funktion 
des  Körpers  in  $ßx,  Sß2, . . .  Sßp  ermitteln. 

Wir  wollen  jetzt  die  Rechnung  noch  für  die  hyperelliptischen 
Integrale  spezialisieren.  Legen  wir  das  Gebilde  wie  auf  S.594  in  der  Form 


7) 


i»  = 


c(*-ei)(2-e%)...(e-eip+i)  =  g(s) 


zu  Grunde,  so  ist  #°>  =  1,  !<i)  =  W;  und  die  allgemeinste  ganze  Funk- 
tion mit  dem  Nenner  ^+p  ist,  wenn  r  +  p  eine  ungerade  Zahl 
2ft  +  1  ist: 


5a) 


1>==(a0  +  ale  +  ---+afl*f>)  +  uQ>0  +  ble+--'+bfi-p*'>-p) 


-A($)  +  uB(i), 

wo  A(js)  und  B{£)  ganze  Funktionen  der  Ordnung  /x  und  p  —  p  sind; 
ist  hingegen  r  +  |>  eine  gerade  Zahl  2  p,  so  kommt  das  Glied  fc^-p^-p 
in  B(z)  in  Fortfall    Daher  erhalten  wir  im  ersten  Falle 


*- 


im    zweiten   Falle    hat   man  die  letzte  Kolonne    des    Systemes   fort- 
zulassen; hierdurch  werden  die  r  + 1  Koeffizienten 

a0,    a1} . . .  aM,    60,    &!,...  6r-/i-i 

als   gewisse  Determinanten   des  Grades  r  bestimmt.     Gehen  wir  nun 
zur  Norm  von  1>  über,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 


1  z 

6» 

...*<» 

M 

«0 

.  .  .  MÄ',-'P 

1*1 

*! 

...** 

«1 

«1*1 

.  .  .  «!**-* 

Im, 

*s 

...^ 

«» 

«»*» 

.  .  .  «,«?-* 

1  er 

4 

...«? 

«r 

«r*r 

...+£-' 

also 

6b) 


G(*)  =  l^ 


A{tf-g(ÜBW 


(M-gl)(Z-Mj...(9-*r) 

und  aus  der  Gleichung  (?(#)  =  0  sind  die  Werte  *r+i,  •  ■  ■  *r+p  von  ^ 
für  $t,  Sß2, . . .  $p  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  z.  B.  p  =  1,  r  =  2,  also  ji  =  1,  so  erhalten  wir 


5c) 
so  dafs 


#  =  0o+  a\*  +  &oW  = 


1 

0 

u 

1 

*1 

«1 

1 

*l 

«s 
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«0  = 

*l«t 

-*,«! 

o,= 

«I 

-«* 

»0  = 

V 

-*1 

8) 

ist;  also  ist 

und  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  z*  ergiebt  sich  für  zz 
die  lineare  Gleichung: 

8  a)  jEfl  +  ^  +  jgf8==el  +  Ci  +  ci  +  -^> 

COq 

wahrend  u^  ftladnnT,  aus  der  Gleichung 

%  +  a^  +  b^u^^O 
berechnet  werden  kann.     Wird  *8,  t^   in   dieser  Weise    als    rationale 
Funktion  von  *u  %,  #s>tf»  bestimmt,  so  gilt  die  Gleichung 

?  +/?  +/? = ° (mod,3L  ffli'  "^ 

00  00  00 

wo  cot  und  cos  die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 

sind. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wählt  man  die  Funktion 
unter  dem  Wurzelzeichen  so,  dafe  c  =  4,  ^  +  «^  +  e^  =  0,  also 


10a)  w 


<;,  =  -4(cl«i  +  e1^  +  ^c,),    0,  =  4e,e^ 
ist  und  betrachtet  alsdann  die  eindeutigen  Funktionen 

ii)  «-?(«),  «  =  |J  =  *>»> 

welche   sich  durch  TJmkehrung  der  Gleichung  (10)  ergeben.     Zufolge 
der  Formeln   (5c),   (8a)   und  (9)   bestehen   nun   die    folgenden  drei 
Gleichungen  gleichzeitig: 
IIa)  wt  +  w2  +  w9  ei  0    (mod.  a>1}  ©,) 

iib)         y(«0+yW+yW-{(%^)' 
111 

llc)  p(«,)    #>(«;,)     p(«>,)    =0, 

0>'(«>i)  P'to)    p'fo) 
und  es  ist  also  #>(w  +  «0o)  und  j?'(«>  +  tt>o)  rational  durch 
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&{«>)>  p'W,  p(&),  p'to) 

ausdrückbar. 

Durch  das  hier  dargelegte  Additionstheorem  der  elliptischen  Inte- 
grale und  Funktionen  wird  übrigens  auch  das  auf  S.  537  erwähnte 
Problem  gelöst,  die  unendlich  vielen  Transformationen  eines  elliptischen 
Gebildes  in  sich  zu  bestimmen.    Deutet  man  nämlich  die  Gleichung 

als  Kurve  dritter  Ordnung,  so  liegen  zufolge  der  Gleichung  (11c)  die 
Punkte  (*i,t*i)>  (0*>uz)>(0itua)  u*  gerader  Linie,  und  wenn  man  die 
Grölsen  (*a,u*)  als  elliptische  Funktionen  von  wi,wi}wi  darstellt ,  so 
ist  diese  Bedingung  mit  der  Kongruenz 

tvt  +  tOi  +  t€s  =  0    (modd.  ml9  a>$) 

völlig  äquivalent.  *  Betrachtet  man  nun  den  ersten  Punkt  £Lq  =  (*0,  u0) 
als  fest,  den  zweiten  0  =  (js,  u)  als  veränderlich  und  den  Schnittpunkt 
Or  =  (*',  u1)  der  Geraden  DqD  mit  der  Kurve  als  von  0  abhängig, 
so  ist 

#'  — JB(*,«-,4,ffa),    «f-2^(*,«;4,0> 

wo  die  Form  der  rationalen  Funktionen  B  und  üj  aus  den  Glei- 
chungen (IIb)  und  (11c)  zu  entnehmen  ist,  und  jede  dieser  Trans- 
formationen fuhrt  für  beliebige  Werte  des  Parameters  (*0,  u0)  die 
Kurve  in  sich  über,  da  zwischen  *'  und  uf  dieselbe  Gleichung  wie 
zwischen  *  und  u  besteht.  Jedem  Parameterpaar  (e09u0)  entspricht 
eine  und  nur  eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich. 

§6. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  das  zweite  vorher  aufgestellte  Reduk- 
tionsproblem zu  behandeln,  und  formulieren  dasselbe  folgendermafsen: 
Es  soll  zu  einem  gegebenen  ganzen  Divisor 

1)  •-OidDl...Dr 
der  Ordnung  r  +  1  ein  zweiter  der  Ordnung  p 

so  bestimmt  werden,  dafo  die  Kongruenz 

O»  Oi  Oi  Dr  *i  «,  $,, 

2)  j  du?  +Jdw  +jdw  +•-  >+Jdu>  =  fdu?  +Jdu>  +•  -+jdtv 

für  jedes  Integral  erster  Gattung  erfüllt  ist.  Hierbei  setzen  wir 
r  +  1  >  p  voraus,  weil  im  Falle  r  + 1  =p  die  Punkte  ${  mit  den  0; 
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identisch  werden.  Nach  den  Ausführungen  des  §  3  lauft  dieses  Pro- 
blem darauf  hinaus,  eine  Funktion  0r  zu  finden,  welche  ein  Viel- 
faches von 

ö)  U       0*0*0*. ..Br 

ist;  diese  Funktion  ist,  solange  die  Punkte  D0,  C^, . . .  Qr  allgemein 
sind,  bis  auf  eine  Eonstante  eindeutig  bestimmt,  denn  man  kann  ja 
r+l—p  Primfaktoren  des  Nenners  gleich  SP«  und  die  übrigen  p 
nach  S.  318  so  annehmen,  dafc  die  Dimension  der  Klasse  von  D 
gleich  Eins  ist.  Die  Lösung  könnte  dadurch  erfolgen,  dafe  man  die 
vorige  Rechnung  zweimal  hintereinander  durchführt,  nämlich  zunächst  p 
Hilfspunkte   8^,  SR,, . . .  SRp  aufsucht,  für  welche 

Oo  Oi  or  «!  «,  Rp 

jdw  +jdw+-  •  +  jdw  +  Jdw  +jdtc+-'-+  (du?  =  0 

ist,  und  sodann  zu  diesen  wieder  die  Punkte  Sßj,  Sß*, . . .  $p  so  be- 
stimmt, dafe      «i  ftp  $i  $p 

Jdw  +  --+Jdw  +fdw  +•  •  -+Jdw  =  0 

ist;  durch  Subtraktion  beider  Kongruenzen  fallen  dann  die  Integrale 
mit  den  Grenzen  SR*  heraus,  und  es  ergiebt  sich  alsdann  die  gesuchte 
Relation  (2). 

Einfacher   und  natürlicher   ist   es  aber,  eine  direkte  Lösung  mit 
Hilfe  der  auf  S.  582  aufgestellten  und_vielfach  benutzten  Funktion 


e(?,f) 


I«y<»+I<V>+. .  .+i(— *y—*> 


zu  suchen.  Fixieren  wir  hier  den  Punkt  5ß  =  Q4-  und  betrachten  $ 
als  veränderlich,  so  ist  der  zugeordnete  Divisor  nach  (5)  auf  S.  584 
von  der  Form  js 

wo  ©  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  die  Funktion  wird  also  außer 
in  £}<  nur  noch  in  Sß^  unendlich.  Wir  wollen  jetzt,  da  wir  hier  die 
konjugierten  Gfröfsen  nicht  mehr  zu  unterscheiden  brauchen,  die  Werte 
der  Funktionen  17W  und  z  für  einen  Punkt  D,-  kurz  durch 

,,(*)  =  i?(*>(0.)    und    *,  — *(Qf) 
bezeichnen,  und  bilden  so  die  r  +  1  Funktionen 

4)         ->(0,B-'     *    +6     *,_,, (-0,1,2,. -). 
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Man  kann  nämlich  von  jeder  Punktion,  welche  ein  Vielfaches  des 
Divisors  D  in  (3)  ist,  eine  Summe 

6)    Ä-CWO^  +  C^ 

so  abziehen,  dafs  die  Pole  £Lq,  C^,  D,, . . .  Qr  in  Fortfall  kommen,  die 
Differenz  also  eine  Punktion  des  Ideals  1(1)  und  somit  bei  Wieder- 
au&ahme  der  Bezeichnungen  der  zweiunddreifsigsten  Vorlesung  (S.  565) 
von  der  Form 

ist,  wo  u0)  «*!,...  Wn_i  ganze  Punktionen  von  z  sind.  Daher  ist  die 
gesuchte  Funktion 

5a)  0r  =  S  +  6, 

und  es  sind  hier  die  r  + 1  Eonstanten  C*  und  die  n  ganzen  Funktionen  uh  so 
zu  bestimmen,  dafc  0r  in  ^  nicht  unendlich  wird,  sondern  mindestens 
die  Ordnungszahl  r—p  +  1  hat.  Fafet  man  aber  in  S  die  Koeffi- 
zienten desselben  Gliedes  |W  zusammen,  so  kann  man  0r  in  die  Form 
setzen: 

6)  dr  -  iJo5(°>  +  A  po  + . . .  +  UL-iP-»), 
worin  der  Koeffizient 

7)  Ä-K.--^ — -P^ t^-    (*  =  o,i,2,...»-i) 

und  somit  eine  rationale  Funktion  von  z  ist.  Da  nun  das  Fundamental- 
system #°),  p1), . . .  gC*-1)  für  die  Stelle  ($  =  oo)  normal  ist,  so  ist  nach 
dem  Satze  auf  S.  168  hierzu  erforderlich  und  hinreichend,  dafs  die 
Ordnungszahl  jedes  einzelnen  der  n  Glieder  der  Summe 

i^<°>,  3lp»,...2Ui*>-»> 
in  5ßw  positiv  und  ^>r—p  +  l  ist.  Da  ferner  die  Ordnungszahlen 
der  Elemente  #A>  Null  oder  negativ  sind,  so  müssen  auch  diejenigen 
der  rationalen  Funktionen  Rh  oberhalb  gewisser  noch  zu  bestimmender 
positiver  Grenzen  liegen,  und  wenn  man  also  Rh  nach  Potenzen 
von  —  entwickelt,  so  müssen  alle  Potenzen  mit  negativem  oder  ver- 
schwindendem Exponenten  und  überdies  noch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Potenzen  mit  positivem  Exponenten  fortfallen.  Da  nun  in  der  Glei- 
chung (7)  der  erste  Teil  uh  bei  der  Entwickelung  nur  Glieder  der 
ersten,  die  darauf  folgende  Summe  nur  solche  der  zweiten  Art  liefert, 
so  mufs  zunächst 
7a)  t*A  =  0,    also     |  =  0 

sein,  und  es  brauchen  also  nur  noch  die  r  +  1  Konstanten  Ct  der 
obigen  Forderung  gemäfc  bestimmt  zu  werden. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  Ordnungszahl  der  rationalen  Funktion  Rk 
für  die  Stelle  {z  =  oo)  im  Körper  K(ß)  mit  Sk,  so  hat  dieselbe  Funk- 
tion  in  dem  algebraischen  Körper  K(z,  u)  für  ^  die  Ordnungszahl  dAn, 
und  da  |(A)  nach  S.  565  ebendaselbst  die  Ordnungszahl  —pkn  —  h 
besitzt,  so  ergiebt  sich  die  des  Produktes  jKä  |<*>  gleich 

(ßh  —  fü)  n  -  *, 

und  es  muls  also  für  d*  die  kleinste  ganze  Zahl  genommen  werden, 
welche  der  Ungleichung 

8)  (äh-i*h)n-h^zr-p  +  1    (ä«o,i,*,...  n-i) 

genügt.    Um  hieraus  <J*  zu  ermitteln,  setzen  wir 

8a)  r— 1>  +  l=*gn  —  Q> 

wo  9  ganz  und  positiv  und  p  eine  der  Zahlen  0,1,2, ...  n  —  l  ist; 
dann  muls  also 

8b)      (gf  +  l)  n  -  p  >  (**  -  jüÄ)  n  -  ä  ^  ^n  -  p    (ä=o,  i,  2, . . .  n  - 1) 

sein.    Durch  diese  Ungleichung  wird  die  Zahl  dA  eindeutig  bestimmt; 
ist  nämlich  h  <^q,  also  h  —  q  nicht  positiv,  so  finden  wir 

9a)  it-fr^g  (h£9), 

ist  aber  h  >  p,  also  A  —  q  positiv,  so  ergiebt  sich 

9b)  '  *A-f*A-0  +  l  (*>*), 

und  wir  erhalten  somit  die  Gleichungen 

*o      -Po      =  9 


10) 


9e+i  —  P*+i  •=  9  +  ! 


■  *„-!  —  {*«_!  —  0  +  1. 

«—1 

Addiert  man  dieselben,  so  ergiebt  sich,  da  nach (3) auf  S. 567  ^V*=.p  ist: 
2  <*a  -  i>  -  ng  +  n  -  g  -  1  -  (r  -p  +  1)  +  (n  -  1), 


A=0 

und  es  ist  also 


ii) 


2(Sh-l)  =  r. 


Ä=0 
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Entwickeln  wir  jetzt  Rh  nach   Potenzen  von  —y  so   finden  wir 
nach  (7)  und  (7a): 

tsO  <— 0  t=U 

(Ä=*M,V..n-l), 
und  hier  müssen  die  Koeffizienten  von 


T'    ?' 


(T 


verschwinden;  wir  erhalten  also  aus  jeder  der  obigen  Reihenentwicke- 
lnngen  d*—  1,  ans  allen  zusammen  also  zufolge  der  Formel  (11)  gerade 
r  lineare  Gleichungen 

12)  ±0,^-0     (,»;:;;;*;;;;-',), 

i=0 

durch  diese  werden  die  r  +  1  Koeffizienten  C0,Clf...  Cr,  wenigstens 
solange  die  Punkte  D;  unbestimmt  bleiben,  abgesehen  von  einem 
Proportionalitätsfaktor,  eindeutig  bestimmt. 

Um  die  Form  der  linearen  Gleichungen  noch  genauer  festzustellen, 
berücksichtigen  wir,  daJDs  nach  den  Ergebnissen  der  zweiunddreilsigsten 
Vorlesung  jedes  Integral  der  Form 


=/*Nw 


de 


entweder  von  der  ersten  oder  ein  Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit 
dem  Pole  Sß^,  also  1^  =  BXhr}®  ein  Integrand  erster  oder  zweiter  Gattung 
ist.  In  jeder  der  Gleichungen  (12)  tritt  nun  ein  bestimmter  derartiger 
Integrand  r'  auf,  und  dieser  ist  für  alle  Punkte  E^,  C^ , . . .  Qr  zu 
bilden,  so  daJDs  die  Gleichung  die  Form  erhalt: 

€t*f(o,)  +  ww  +  ci«'(cv)  +  -+  a»'(Or)  -o; 

man  kann  aber  auch,  da  es  hier  überall  nur  auf  die  Verhältnisse  der 
Konstanten  C  ankommt,  den  Integranden  r'(Q)  geradezu  durch  das 
Differential  dr(£t)  ersetzen. 

Nun  erscheinen  in  den  r  Gleichungen  (12)  zufolge  der  Tabelle  (7) 
auf  S.  569  stets  die  sämtlichen  p  Integranden  erster  Gattung,  weil  g 
positiv,  also  8k  mindestens  gleich  fik  +  1  ist,  und  damit  sind  die  sämt- 
lichen Gleichungen  (12)  auch  erschöpft,  wenn  r=p  ist.  Ist  aber 
r>p,  so  treten  überdies  noch  einige  Integranden  zweiter  Gattung 
hinzu,  nämlich  diejenigen,  für  welche 

ist.    Setzen  wir  aber  für  diese 

Heniel  n.  Landtberg,  Algebraisch«  Funktionen  etc.  44  ♦ 
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so  kann  man  leicht  zeigen,  da£s  die  Ordnungszahl  des  zugehörigen 
Integrals 

stets  unterhalb  der  Grenze  r  —  p  +  1  bleibt.  Denn  nach  Gleichung  (8) 
auf  S.  570  wird  ein  solches  Integral  in  der  Ordnung 

unendlich,  und  diese  Zahl  ist  nach  der  Ungleichung  (8b)  kleiner  ab 

gn-Q  =  r-p+  1. 

Andererseits  ist  die  Anzahl  aller  Integrale,  für  welche  SßÄ  ein  Pol 
höchstens  von  der  Ordnung  r—p  ist,  gerade  gleich  r,  und  folglich 
sind  die  Funktionen,  welche  in  den  r  Gleichungen  (12)  auftreten, 
gerade  die  Differentialquotienten  der  sämtlichen  linear  unabhängigen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  für  welche  ^  höchstens  ein 
Pol  von  (r  —  p)***  Ordnung  wird. 

Bezeichnen  wir  also  jetzt  ein  beliebiges  Fundamentalsystem  für 
die  Integrale  zweiter  Gattung,  welche  nur  in  3ß„  und  höchstens  in  der 
(r—  p)1**  Ordnung  unendlich  werden,  mit 

xit    Ttf    x*> •  •  •  *n 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  (12)  auch  einfacher  so  schreiben: 
12a)      C0r{(D0)  +  C1<(DJ)  +  C2iri(D,)+...  +  C'r^(DP)  =  0 

fo-l,8,...r); 

die  Funktion  9r  in  (5)  und  (5a)  erhalt  somit  die  folgende  endgiltige 
Gestalt: 

0(D„$)   0(0,,$)    •(0Mf)...e<Et,f) 

<(o»)     <(M     <(M    —<<M 

*',(Po)      <W      r;(0,)     ...*i(a) 


13)     e,cp)  = 


*;(a,)     ^(d)     t?(D,)    ...*;(a) 

Ist  insbesondere  r==p,  so  erhalten  wir,  wenn  w19  wt9 . . .  w,  wieder 
die  Integrale  erster  Gattung  bedeuten: 


13a)     9,Cß)  = 


6(0,,*)    0<O„¥)    »(D,,?)...«(P„f) 
«fOQ.)       «J(DO       n{(W     •••«'KCl,) 

«'iW     «{(ft)     «{(KW  ...«SCcg 


«^(Qo)    «*(oo    «i(«w  •••«;<p>) 
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diese  Funktion,  welche  also  in p  +  1  willkürlichen  Punkten  Do,  C^, . . .  Dp 
unendlich  wird  und  in  Sß^  verschwindet,  nimmt  in  der  Weierstralsschen 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  eine  grundlegende  Stellung  ein 
und  ist  mit  der  auf  S.  645  erwähnten  Funktion  H(x,y]  xf,yf) 
identisch. 

Mit  der  Aufstellung  der  Funktion  0r  ist  die  am  Anfang  gestellte 
Aufgabe  im  wesentlichen  gelöst;  um  nämlich  jetzt  die  Punkte  $„  Sß„ . .  typ 
und  die  zugehörigen  Werte  |i>  £»  •  •  •  |p  von  *  zu  finden,  bilden  wir 
die  Norm  von  0r.  Diese  ist  eine  rationale  Funktion  von  z  mit  dem 
Nenner 

(*-*J(*-*i)(*-h)  •  •  •  (*-*)> 

welche  in  ^  die  Ordnungszahl  r—p  +  1  besitzt;  die  Ordnung  des 
Zählers  G(z)  ist  also  um  ebensoviel  Einheiten  kleiner  als  die  des 
Nenners,  und  somit  gleich  p.    Daher  erhalten  wir 


worin 

G  (z)  =  u*  +  lP-i*p"1  +  •  ■ '  +  Zi*  +  Xo 


eine  ganze  Funktion  jpton  Grades  von  z  ist,  deren  Koeffizienten  be- 
stimmte Gröften  des  Körpers 

sind;  die  Wurzeln  von  6r($)  =  0  sind  die  gesuchten  Werte  £x,  £,,...£,. 
Die  Lösung  der  Aufgabe  führt  also  schließlich  ebenso,  wie  die  vorige, 
auf  eine  Gleichung  j)ten  Grades,  deren  Koeffizienten  einem  gegebenen 
ßationalitatsbereiche  angehören. 

In  den  Formeln  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen  sind  die 
Größen  (zh,  wÄ)  und  die  zugehörigen  Punkte  D»  zunächst  als  Unbestimmte 
angesehen;  ihre  Anwendung  auf  spezielle  Wertsysteme  setzt  voraus, 
dafs  alle  Divisoren  von  ungewöhnlichem  Verhalten  ausgeschlossen 
werden.  Die  Determinanten  (13)  dieses  und  (5)  des  vorigen  Para- 
graphen, auf  deren  Bildung  sich  die  Rechnung  konzentriert,  werden 
z.  B.  illusorisch,  falls  Dx  =  D,  ist,  der  gegebene  Divisor  also  gleiche 
Primfaktoren  erhalt.  In  solchen  Fällen,  vor  allem  immer  dann,  wenn 
die  Addition  der  Abelschen  Integrale  zur  Multiplikation  wird,  müssen 
die  erhaltenen  Formeln  durch  andere  ersetzt  werden;  das  Prinzip  aber, 
das  zu  ihrer  Aufstellung  geführt  hatte,  bleibt  durchaus  bestehen. 

44* 
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§6. 

Durch  die  Auseinandersetzungen  des  §  2  ist  festgestellt  worden, 
dafa  jedem  beliebigen  Divisor 

vermöge  der  p  Gleichungen 

!)  Ihjäiffi  +  frjdWi  +  •  •  •  +  pkJdtCi  =  Vi     (t- 1, 8, . .  .p) 

ein  Wertsystem  (vuv%9 . . .  ty)  zugeordnet  wird,  welches  nur  nach  seinem 
Kongruenzwert  modulis  der  Perioden  in  Betracht  kommt  und  dafe 
solchen  Divisoren,  welche  im  eigentlichen  Sinne  oder  auch  nur  in 
Bezug  auf  die  Klasse  P^  des  Primteilers  %m  äquivalent  sind,  kon- 
gruente Wertsysteme  entsprechen. 

Durch  die  letzten  Entwickelungen  aber  hat  sich  ergeben,  dafe 
jeder  beliebige  Divisor  durch  einen  und  im  allgemeinen  nur  einen 
ganzen  Divisor  der  Ordnung  p 

das  System  (1)  also  durch  folgendes 

la)  jdu>4  +jdu>i  +  •  •  •  +JdWi  =  vt        (*  =  i,2, . .  .p) 

ersetzt  werden  kann.  Wir  können  also  die  Untersuchung  auf  die 
ganzen  Divisoren  der  Ordnung  p  beschranken;  jeder  derselben 
konstituiert  aber  eine  Klasse,  deren  Dimension  nach  S.  318  im  all- 
gemeinen gleich  Eins  und  nur  dann  gröfser  als  Eins  ist,  wenn  &  in  einem 
ganzen  Differentialteiler  enthalten  ist;  es  entsprechen  also  verschiedenen 
Divisoren  ©  und  ®r  im  allgemeinen  auch  verschiedene  Wertsysteme  (vi) 
und  (v'i). 

Es  entsteht  jetzt  noch  die  Frage,  ob  umgekehrt  zu  jedem  Wert- 
system (vt)  ein  ganzer  Divisor  ®  der  Ordnung  p  gefunden  werden 
kann,  so  dafe  die  Gleichungen  (la)  erfüllt  sind;  ist  dies  aber  der  Fall, 
flo  ist  nach  unseren  Ergebnissen  das  Punktsystem  Sß1;  5ßt, ...  ^  im 
allgemeinen  auch  eindeutig  bestimmt.  Das  so  sich  ergebende  Pro- 
blem heilst  das  Jacobische  Umkehrproblem  und  bildet  die  natur- 
gemäfse  Verallgemeinerung  des  Umkehrproblems  der  elliptischen 
Integrale;  denn  dieses  besteht  ja  darin,  aus  der  Gleichung 
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/  dw  =  v    (modd.  mu  a>2) 

die  Größen  des  Körpers  K{z,  u),  welche  sämtlich  eindeutige  Funktionen 
von  Sß  sind,  als  Funktionen  von  v  darzustellen;  wie  dieses  auf  die 
elliptischen,  so  fahrt  das  allgemeinere  Problem  auf  die  sogenannten 
Abelschen  Funktionen. 

Die  Antwort  auf  die  eben  gestellte  Frage  fallt  bejahend  aus;  der 
Beweis  erfolgt  entweder  durch  direkte  Integration  des  Systems  von 
Differentialgleichungen 

lb)  <*"<ÖPi)  +  dWiWt)  +  •  •  •  +  du>i($p)  -  dvi     (•- 1,  *, . .  .*), 

welches  ja  mit  dem  System  (1  a)  im  wesentlichen  gleichwertig  ist,  oder 
durch  Aufstellung  und  Benutzung  der  sogenannten  Jacobischen  oder 
Thetafunktion  von  p  Variabein  v17 1?„  . . .  vp.  Die  Ausführung  dieser 
Untersuchung  liegt  aber  außerhalb  der  Grenzen  des  vorliegenden 
Werkes;  dieses  soll  vielmehr  mit  der  Einordnung  des  transcendenten 
Umkehrproblems  in  den  Bereich  der  algebraischen  Fragestellungen 
seinen  Abschluß  finden. 
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(Anhang.) 

Die  historische  Entwickelnng  der  Theorie.  —  Abels  und  Jacobis  Untersuchungen 
und  das  Umkehrproblem.  —  Cauchys  und  Puiseux'  Untersuchung  über  den  Wert- 
Verlauf  der  Funktion.  —  Biemanns  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  —  Moderne 
Theorieen.  —  Die  fdnktionentheoretische  Methode  von  Weierstrafs.  —  Die  geo- 
metrischen Methoden  von  Glebsch  und  (Jordan,  Brill  und  Noether.  —  Die  arithme- 
tische Methode  von  Dedekind  und  Weber. 

§  i. 

Wir  halten  nunmehr,  am  Ziele  angelangt,  Umschau  in  dem  Ge- 
biete, das  sich  jetzt  frei  vor  unseren  Augen  ausbreitet,  und  vergleichen 
hierbei  auch  den  Weg,  der  uns  hinangeführt  hat,  mit  den  anderen 
Wegen,  welche,  im  Ausgangspunkte  und  im  Verlaufe  von  dem  nnarigen 
verschieden,  doch  in  ihrem  Abschlüsse  mit  ihm  zusammentreffen. 
Nicht  um  eine  ins  einzelne  gehende  Durchmusterung  der  verschiedenen 
Teilgebiete  und  der  sie  beherrschenden  Haupttheoreme  soll  es  sich  bei 
diesem  Rundblicke  handeln,  da  hierüber  die  vorhandenen  umfangreichen 
Referate  Aufschluß  geben*);  vielmehr  geht  unsere  Absicht  nur  dahin, 
in  der  nachfolgenden  historischen  Skizze  die  sehr  verschiedenartigen 
Methoden,  welche  zur  Erforschung  der  allgemeinen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Funktionen  in  Anwendung  gebracht  worden  sind,  hin- 
sichtlich ihres  Ursprunges,  ihrer  Strenge  und  ihrer  Tragweite  zu 
charakterisieren. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  ist,  wenn  man  darunter 
die  Untersuchung  spezieller  Funktionsklassen  versteht,  ebenso  alt  wie 
die  der  algebraischen  Kurven,  und  einzelne  später  zu  umfassender  Be- 
deutung gelangende  Begriffsbildungen  lassen  sich  in  ihren  Quellen  bis 
zu  den  Zeiten  Descartes'  und  der  Erfindung  der  analytisch- geometrischen 
Methode  verfolgen    Insofern  es  sich  aber  um  die  Ergründung  völlig 

•)  1.  A.  Brill  und  M.  Noether,  Die  Entwickelnng  der  Theorie  der  alge- 
braischen Funktionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit.  Jahresber.  d.  Deutsch.  Mathem.- 
Vereinigung,  Bd.  8,  Berlin  1894  S.  107—666. 

2   Encyklop&die  der  Mathematischen  Wissenschaften.   Leipzig  1901  und  1902. 
ÜB  2.  Algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale,  von  W.  Wir  tinger. 

S.  116—176. 
IIB 2a.    Arithmetische    Theorie    der    algebraischen    Funktionen,    Ton 
E.  Hensel. 
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allgemeiner;  das  ganze  Gebiet  beherrschender  Gesetze  handelt,  ist  als 
Grundstein  der  Theorie  ohne  Zweifel  das  groJhe  Theorem  von  Abel 
zu  bezeichnen,  welches  in  unserer  Darstellung  den  Abschluß?  der  Unter- 
suchung gebildet  hat. 

Vor  der  Aufstellung  dieses  Fundamentalsatzes  (1826 — 29),  welche 
zeitlich  mit  der  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Funktionen 
zusammenfiel,  hatte  man  den  Begriff  der  algebraischen  Funktion  in  der 
heute  geltenden  allgemeinsten  Bedeutung  des  Wortes  nur  gelegentlich  an- 
gewendet, den  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion  aber  über- 
haupt nur  in  seiner  Beschränkung  auf  den  rationalen,  elliptischen  oder 
hyperelliptischen  Fall  gekannt.  Durch  Abels  Entdeckung  aber  ward 
bewiesen,  dals  auch  beliebige  Integrale  algebraischer  Funktionen  ganz 
ebenso  wie  die  schon  vorher  untersuchten  trigonometrischen  und 
elliptischen  ein  Additionstheorem  besitzen;  hierdurch  erst  ward  es 
offenbar,  dals  die  Erhebung  der  Betrachtungsweise  zu  der  von  Abel 
angenommenen  Allgemeinheit  den  Begriff  der  algebraischen  Funktion 
und  des  Integrals  einer  solchen  nicht  soweit  verflüchtigte,  dals  er  nicht 
noch  charakteristische  Eigenschaften  von  umfassendster  Geltung  behielt 
Da  sich  aber  andererseits  durch  den  Gedanken  der  Umkehrung  der 
elliptischen  Integrale  das  neue  und  ergebnisreiche  Gebiet  der  elliptischen 
Funktionen  erschlossen  hatte,  so  erwuchs  aus  Abels  Theoreme  die  Auf- 
forderung, ahnliche  Methoden  auch  für  den  allgemeinen  Fall  anwendungs- 
fähig zu  machen.  Die  reifliche  Prüfung  der  hier  sich  einstellenden 
Schwierigkeiten  führte  Jacobi  durch  eine  Art  Intuition  bereits  zur 
Formulierung  des  Umkehrproblems  (1832),  und  durch  die  Lösung  dieses 
Problems  für  hyperelliptische  Integrale  vom  Geschlechte  zwei,  welche 
Göpel  und  Rosenhain  (1847)  bewältigten,  wurde  die  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Methoden  in  Evidenz  gesetzt  So  fügte  es  sich,  dafe  die 
transcendente  Fragestellung  zu  einer  Zeit  bereits  in  den  Vordergrund 
der  Untersuchung  trat,  in  welcher  ein  Einblick  in  das  elementare 
Gebiet  der  algebraischen  Funktionen,  aus  dem  die  transcendenten 
hervorgehen,  noch  nicht  gewonnen  war. 

Die  unerläßlichste  Voraussetzung  jedes  weiteren  Fortschrittes  in 
diesen  Fragen  war  die  Erforschung  der  Wertveränderung,  welche  eine 
algebraische  Funktion  erfahrt,  wenn  die  unabhängige  Veränderliche 
einen  beliebigen  geschlossenen  Weg  in  der  komplexen  Zahlenebene 
zurücklegt  Dieses  Problem  ward  von  Cauchy  mit  den  Hilfsmitteln 
der  damals  neu  entstehenden  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen 
Variabelen  in  Angriff  genommen  und  von  Puiseux,  der  auf  den  von 
Cauchy  geschaffenen  Grundlagen  weiterbaute,  zu  einem  vorläufigen 
Abschlüsse  gebracht  (1850).     Puiseux  vor  allem  gelangte  zuerst  durch 
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Verfolgung  der  Wertveränderung  algebraischer  Funktionen  bei  einem 
Umlaufe  der  unabhängigen  Variabein  zu  einem  tieferen  Verständnis  ihrer 
Mehrdeutigkeit;  er  betrachtet  ihre  Reihenentwickelungen  in  der  Um- 
gebung regulärer  und  kritischer  Stellen  und  wendet  zu  deren  Aufstellung 
das  schon  von  Newton  eingeführte  Diagramm  an;  er  geht  endlich  auf 
Grund  der  gewonnenen  Erkenntnisse  an  die  allgemeine  Untersuchung 
der  Periodizität  der  Abelschen  Integrale  heran,  freilich  ohne  hier  zu 
einer  vollständigen  Gruppierung  der  Perioden  gelangen  zu  können.*) 
Unter  den  von  Puiseux  geschaffenen  Hilfsmitteln  ist  es  vor  allem 
die  Methode  des  Diagramms,  welche  zu  bleibender  Bedeutung  gelangt 
und  wie  in  zahlreichen  späteren  Untersuchungen,  so  auch  in  der  hier 
gegebenen  Darstellung  wirksam  wird  Es  mag  aber  an  dieser  Stelle 
hervorgehoben  werden,  dafs  zwischen  der  Anwendung  des  Diagramms 
dort  und  hier  doch  auch  einige  wesentliche  Unterschiede  bestehen, 
welche  der  Hauptsache  nach  in  zwei  charakteristischen  Abweichungen 
ihren  Ausdruck  finden.  Erstens  setzt  Puiseux  die  Existenz  der  Beuten- 
entwickelnden  auf  Grund  der  allgemeinen  Ergebnisse  der  Cauehyschen 
Funktionentheorie  bereits  als  gegeben  voraus  und  benutzt  das  Diagramm 
nur  zur  Feststellung  ihrer  Exponenten  und  Koeffizienten,  während 
dasselbe  hier  als  durchgängiges  und  methodisches  Hilfsmittel  ausgebildet 
und  als  ausreichend  zur  Beantwortung  aller  auftretenden  Fragen  er- 
wiesen wird.  Zweitens  aber  unterscheiden  sich  auch  die  angewendeten 
Diagramme  selbst  voneinander,  insofern  bei  uns  das  vollständige  Polygon 
konstruiert  wird,  welches  zur  Aufstellung  aller  für  eine  gegebene 
Stelle  (js  =  a)  geltenden  Reihenentwickelungen  erforderlich  ist;  in  der 
Untersuchung  Puiseux'  hingegen  kommt  nur  der  aufsteigende  Teil 
dieses  Polygons  zum  Vorschein,  und  es  kann  also  der  Regel  nach  mit 
seiner  Hilfe  nur  ein  Teil  jener  Reihenentwickelungen  erhalten  werden. 

§2. 
Die  beiden  freiliegenden  Faden,  welche  aus  den  Arbeiten  von 
Abel  und  Jacobi  einerseits,  von  Cauchy  und  Puiseux  andererseits 
hervorgegangen  waren,  finden  sich  in  der  Schöpfung  Bernhard  Rie- 
manns  zu  einem  einzigen  Gewebe  vereinigt  und  durch  Ideenbildungen 
völlig    originalen    Gepräges    ausgestaltet.    Durch    seine   durchaus    auf 

*)  ßvariate  Galois,  der  Entdecker  des  Gruppenprinzipes  in  der  Gleichungs- 
theorie,  hat  in  dem  berühmten,  am  Vorabende  seines  Todes  geschriebenen  Briefe 
auch  einige  Sätze  über  Abdache  Integrale  angegeben,  welche  diese  Periodizitats- 
untersuchungen  Puiseux  überholen  und  einige  Resultate  Biemanns  anticipieren 
(Revue  encyclop&Lique,  September  1832;  Liouv.Journ.Bd.il,  [1846],  8.412— 414); 
dieselben  haben  aber  auf  die  Entwicklung  unserer  Disziplin  keinen  Einfluß 
ausgeübt 
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transcendenter  Grundlage  ruhende  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  (1857) 
werden  auch  die  Gesetze,  von  denen  das  elementarere  Gebiet  der  alge- 
braischen Funktionen  beherrscht  wird,  so  vollständig  enthüllt,  dafo  die 
hier  zu  erlangenden  Hauptresultate  sich  entweder  geradezu  in  Riemanns 
klassischer  Abhandlung  vorfinden  oder  wenigstens  mit  Hilfe  der  da- 
selbst eingeführten  Methoden  abgeleitet  werden  können. 

Aus  der  Fülle  der  gewonnenen  Ergebnisse  mögen  nur  die 
aUerwesentiichsten  hervorgehoben  werden,  welche  sich  hier  zuerst 
finden  und  für  alle  Zukunft  von  bleibender  Bedeutung  sind  Während 
Puiseux  in  der  Untersuchung  der  Änderung  der  algebraischen  Funk- 
tionen bei  den  Umlaufen  der  unabhängigen  Variabein  stehen  bleibt,  tritt 
hier  an  die  Stelle  dieser  Betrachtung  die  Lehre  von  der  Biemannschen 
Flache,  auf  welcher  der  ganze  Wertvorrat  der  Funktion  vollständig  und 
übersichtlich  ausgebreitet  erscheint  und  durch  deren  Zusammenhangs- 
eigenschaften die  Frage  nach  der  Periodizität  der  Abelschen  Integrale 
entschieden  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  auch  die  Einführung  des 
Geschlechtsbegriffes,  die  Klassifikation  der  Integrale  in  die  drei  Gattungen 
nach  ihren  Unstetigkeitseigenschaften,  ihre  Bestimmung  durch  Angabe 
eines  Teils  ihrer  Perioden  und  die  Zurückführung  der  Funktionen  des 
Körpers  auf  die  mit  einfacheren  Eigenschaften  versehenen  Integrale 
(vgl.  S.  359).  Schließlich  ist  Riemann  auch  das  Prinzip  der  birationalen 
Transformation  eigentümlich,  durch  welches  die  ineinander  überführ- 
baren Gebilde  in  eine  Klasse  vereinigt  werden  und  die  nicht  nur  für 
die  Algebra,  sondern  namentlich  auch  für  das  Umkehrproblem  wichtige 
Frage  nach  der  Zahl  und  der  Beschaffenheit  der  für  die  Klasse 
charakteristischen  Moduln  gestellt  wird 

Trotz  aller  dieser  Vorzüge,  deren  Bedeutung  und  Wirksamkeit 
nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann,  darf  Riemanns  Unter- 
suchung, soweit  es  sich  um  die  Lehre  von  den  algebraischen  Funktionen 
handelt,  nur  als  ein  künstlicher  Ersatz  einer  natürlichen  Theorie  an- 
gesehen werden.  Um  die  Berechtigung  dieser  Behauptung  zu  erweisen, 
müssen  wir  bis  auf  die  Quelle  der  Biemannschen  Methode  zurückgehen. 

Für  die  umfassende  Denkweise  Riemanns  ist  weder  die  Theorie 
der  algebraischen,  noch  auch  die  der  aus  ihnen  hervorgehenden  trans- 
cendenten  Funktionen  Selbstzweck  der  Untersuchung.  Sein  Ziel  ist 
vielmehr  die  Aufstellung  eines  völlig  allgemeinen  Prinzipes  zur  Be- 
stimmung analytischer  Funktionen  durch  ein  vollständiges,  aber  möglichst 
kleines  System  von  Unstetigkeits-  und  Grenzbedingungen,  ähnlich  wie 
es  Dirichlet  für  die  Potentialfunktion  aufgestellt  hatte;  die  von  ihm 
ausgeführten  Untersuchungen  dienen  nur  als  spezielle  Beispiele  für  den 
Nachweis  der  Fruchtbarkeit  der  allgemeinen  Methode.    Zur  Erreichung 
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dieses  Zieles  geht  Riemann  von  der  konformen  Abbildung  der  Flachen 
ans,  welche  durch  die  Funktionen  einer  komplexen  Variabein  ver- 
mittelt wird,  nnd  erweitert  ein  von  Gauss  und  Dirichlet  in  der 
Potentialtheorie  angewendetes  Prinzip  so,  dais  es  zur  Charakterisierung 
analytischer  Funktionen,  also  beispielsweise  auch  zur  eindeutigen  Be- 
stimmung Abelscher  Integrale  brauchbar  wird.  Dieses  sogenannte 
Dirichletsche  Prinzip  ist  aber  in  der  einfachen,  von  Riemann  her- 
rührenden Form  als  unstreng  erkannt,  in  derjenigen  Gestalt  hinwiederum, 
in  welcher  es  den  heutigen  Anforderungen  der  Wissenschaft  genfigt, 
weit  davon  entfernt,  einfach  zu  sein,  weil  es  umständliche  Grenz- 
prozesse zu  seinem  Nachweise  erfordert  Es  kann  daher  keinem  Zweifel 
unterliegen,  dais  das  Prinzip,  so  wertvoll  es  für  die  Beherrschung 
höherer  Funktionsklassen  ist,  doch  in  einem  elementaren  und  direkter 
Untersuchung  zugänglichen  Wissenszweige  keinen  Platz  verdient 
Hieraus  ergiebt  sich  vor  allem  das  neue  und  bei  Riemann  ungelöste 
Problem,  die  Integrale  der  drei  Gattungen,  deren  Existenz  durch  das 
Dirichletsche  Prinzip  erwiesen  wird,  mit  Hilfe  rein  algebraischer 
Methoden  auch  wirklich  aufzustellen. 

Mit  dem  eben  erörterten  Übelstande  hangt  ein  zweiter,  nicht 
minder  wesentlicher  eng  zusammen.  In  der  Theorie  Riemanns  er- 
scheinen, ihrem  transcendenten  Ursprung  entsprechend,  die  Abelscheu 
Integrale  überall  als  das  prius;  die  Funktionen  des  Körpers,  welche 
doch  schließlich  das  primitive  Objekt  der  Untersuchung  sind,  werden 
aus  jenen  abgeleitet,  ihre  Existenz  also  ebenfalls  nur  erschlossen. 
Daher  kommt  es,  dais  die  ausschließliche  Anwendung  der  Riemann- 
schen  Prinzipien  überall  da,  wo  es  sich  um  Ergründung  rein  alge- 
braischer Gesetze  oder  um  die  Bildung  der  in  ihrer  Existenz  erwiesenen 
Funktionen  handelt,  schwerfällig  und  künstlich  wird,  wenn  sie  nicht 
geradezu  versagt  Diese  Behauptung  haben  wir  an  dem  Beispiele  des 
Riemann-Rochschen  Satzes  in  ausführlichem  Zusammenhange  begründet 
(§  3  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung),  und  sie  IieJke  sich  auch  an 
anderen  Stellen  in  gleicher  Weise  bestätigen. 

Fassen  wir  also  die  historischen  Darlegungen  dieses  und  des  vorigen 
Abschnittes  zusammen,  so  hat  sich  ergeben,  dais  die  Fundamentalsatze 
unserer  Theorie  erst  im  Zusammenhange  mit  höheren  Problemen  und 
demgemäß  auch  zunächst  mit  transcendenten  Methoden  erworben 
worden  sind  und  dais  die  Methodik  der  Algebra  weit  hinter  der  der 
Analysis  zurückblieb.  Es  bleibt  daher  jetzt  noch  zu  erörtern,  welche 
Schwierigkeiten  einer  elementaren  und  rein  algebraischen  Untersuchung 
entgegenstanden  und  auf  welchen  Wegen  ihre  Überwindung  gesucht 
werden  konnte. 


Digitized  by 


Google 


§  3.   Die  modernen  Theorien  der  algebraischen  Funktionen. 

§3. 

Zur  Begründung  einer  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen bieten  sich  im  wesentlichen  drei  verschiedene  Wege  dar,  welche 
kurz,  wenn  auch  nicht  ganz  vollständig  als  die  funktionentheoretische, 
die  geometrische  und  die  arithmetische  Methode  bezeichnet  werden  können. 

Die  erste  von  diesen  Methoden  ist  von  Weierstrafs  in  engem 
Anschlufs  an  seine  allgemeine  'Theorie  der  analytischen  Funktionen  aus- 
gebildet und  in  Vorlesungen  (1869 — 80)  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
legt  daher,  ebenso  wie  die  hier  vorgetragene  Darstellung,  als  Fundament 
die  Lehre  von  der  Reihenentwickelung  und  der  analytischen  Fort- 
setzbarkeit  der  algebraischen  Funktionen  zu  Grunde  und  gelangt  auf 
diesem  Fundamente  durch  rein  algebraische  Konstruktionen  zu  einer 
vollständigen  Durchdringung  der  das  ganze  Gebiet  beherrschenden 
Gesetze.  Sie  unterscheidet  sich  andererseits  von  der  unsrigen  aufser 
durch  die  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  prinzipieller  Hinsicht 
durch  Verzicht  auf  die  Anwendung  der  Biemannschen  Fläche  und  die 
Lehre  von  den  Divisoren,  sowie  auf  alle  die  Hilfsmittel,  •  welche  durch 
diese  Grundbegriffe  an  die  Hand  gegeben  werden.  Ein  genauer  Ein- 
blick in  den  Weierstrafsschen  Ideengang,  der  bisher  nur  mittelbar 
oder  auszugsweise  bekannt  geworden  ist,  ist  erst  möglich,  sobald 
die  in  Aussicht  gestellte  Veröffentlichung  jener  Vorlesungen  erfolgt 
ist;  aus  diesem  Grunde  mufe  eine  eingehendere  Vergleichung  der 
Ähnlichkeiten  und  Verschiedenheiten  beider  Theorien,  welche  in  vieler 
Beziehung  interessant  sein  würde,  vorläufig  noch  hinausgeschoben  werden. 

Die  geometrische  Methode,  welche  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  ausgeht,  ist  zuerst  von  Clebsch  und  Gordan  noch  in  engem 
Anschlufs  an  Kiemanns  Untersuchungen  ausgebildet  worden  (1863 — 66), 
und  ihr  Verdienst  ist  es  vor  allem,  die  überaus  groise  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Anschauungen  für  die  Lehre  von  den  höheren  algebraischen 
Kurven  aufgedeckt  zu  haben;  späterhin  haben  aber  Brill  und  Noether 
auch  den  Zusammenhang  mit  den  transcendenten  Begriffsbildungen 
völlig  gelöst  und  so  eine  selbständige  und  elementare  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  entwickelt  (seit  1871).  Dieselbe  geht  von  den 
in  der  analytischen  Geometrie  hergeleiteten  Schnittpunktsätzen  der  Kurven 
aus,  nach  welchen,  wenn  eine  Kurve  f(x,  y)  =  0  durch  den  Schnitt  der 
Kurven  q>(xf  y)  =  0  und  ${x,  y)  =  0  hindurchgeht,  eine  Identität  der  Form 

ffa  y)  ->(*>  y)  v  (*>  y)  +  Ä(*>  sO  *  (*>  v) 

besteht,  wo  auch  g  und  h  ganze  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Es 
werden  nun,  da  diese  Identität  zunächst  nur  für  den  Fall  einfacher 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  <p  =  0  und  ^  =  0  erweisbar  ist,  in 
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dem  sogenannten  Noetherschen  Pundamentaltheoreme  die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  für  ihre ,  allgemeine  Giltigkeit  auf- 
gestellt, hierauf  wird  die  Lehre  von  der  Korresidualitat  der  Punkt- 
gruppen auf  der  Kurve  (vgL  S.  434)  gegründet  und  aus  ihr  der 
Riemann-Rochsche  Satz  abgeleitet.  Der  Vorzug  dieser  Theorie  liegt 
vor  allem  in  der  Anschaulichkeit  der  geometrischen  Vorstellungen, 
welche  vielfach  eine  überaus  durchsichtige  Interpretation  der  zahlreich 
auftretenden  analytischen  Bildungen  gestatten. 

Dennoch  unterliegt  diese  Theorie  nach  unserer  Meinung,  soll  sie 
anderenfalls  nicht  in  wichtigen  Spezialfällen  versagen,  erheblichen 
Schwierigkeiten,  welche  mit  den  natürlichen  ihr  zur  Verfügung 
stehenden  Hilfsmitteln  nicht  völlig  zu  überwinden  sind.  Es  liegt  dies 
daran,  dalls  die  Möglichkeiten,  welche  beim  Schnitte  zweier  Kurven 
auftreten,  höchst  verwickelter  Natur  sein  können,  wenn  ein  Schnitt- 
punkt für  eine  oder  beide  Kurven  ein  singularer  ist.  Die  genaue 
Bestimmung  der  Art  der  Singularität  und  der  Multiplizitat  des  Schnittes 
kann  alsdann,  wie  wir  gesehen  haben,  nicht  ausschließlich  durch 
Bildung  von  Diskriminanten  und  Resultanten  gewonnen  werden,  weil 
diese  nur  Normen  sind  und  darum  zur  Charakterisierung  der  hier  in 
Betracht  kommenden  Divisoren  nicht  ausreichen  (vgl.  S.  396),  sondern 
sie  erfordert  unter  allen  Umständen  die  Aufstellung  der  zugehörigen 
Reihenentwickelungen  oder  eines  Äquivalentes  derselben,  durch  welches 
die  dem  Kurvenpunkte  entsprechenden  Punkte  der  Riemannschen  Flache 
voneinander  geschieden  und  ihre  Ordnungszahlen  festgestellt  werden. 
Zur  Vermeidung  dieser  Schwierigkeiten  gehen  die  Anhänger  der  rein 
geometrischen  Betrachtungsweise  von  gewissen  speziellen  Fällen  aus 
und  bedienen  sich  für  die  allgemeine  Untersuchung  des  Prinzips  der 
Auflösung  der  Singularitäten  mit  Hilfe  geeigneter  birationaler  Trans- 
formationen (vgl  §§  1  und  2  der  vierundzwanzigsten  Vorlesung).  Dann 
aber  bietet  wieder  der  Nachweis  der  Auflösbarkeit  der  Singularitäten 
und  der  hierbei  unzerstörbaren  invarianten  Begriffsbildungen  für  eine 
strenge  und  ausnahmslos  giltige  Theorie  dieselben  Schwierigkeiten  wie 
jene  Bestimmung  der  Art  und  Ordnung  des  Kurvenschnittes;  hingegen 
kommen  diese  gänzlich  in  Fortfall,  wenn  man  so,  wie  das  hier  ge- 
schehen ist,  von  vornherein  den  geometrischen  Begriffsbildungen  die 
entsprechenden  algebraischen  zur  Seite  stellt  und  durch  die  konsequente 
Benutzung  der  Divisoren  die  sichere  Basis  dieser  Untersuchung  schafft 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erörterung  der  dritten  Methode,  welche 
auf  arithmetischer  Grundlage  ruht  und  darum  im  Gange  der  historischen 
Entwickelung  am  spätesten  in  die  Erscheinung  getreten  ist  Vergleicht 
man  die  Eigenschaften  der  Elemente  eines  algebraischen  Körpers  K(e,  u) 
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mit  den  entsprechenden  der  Elemente  eines  rationalen  Körpers  K(js), 
Bo  haben  beide  Arten  von  Funktionen  das  Gemeinsame,  dafs  sie 
gleich  viele  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  besitzen;  sie  unterscheiden 
sich  aber  dadurch,  dafs  die  Nullpunkte  und  Pole  bei  den  rationalen 
Funktionen  willkürlich  angenommen  werden  dürfen,  bei  den  algebrai- 
schen in  gewisser  Weise  voneinander  abhängen.  Dieser  Unterschied 
ist  das  charakteristischeste  Merkmal  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  und  die  Quelle  fast  aller  der  dieses  Gebiet  beherrschenden 
Gesetzmäßigkeiten;  er  macht  vor  allem  auch  für  die  Rechnung  mit 
den  Funktionen  eines  algebraischen  Körpers  die  Einführung  der  Divi- 
soren notwendig,  wahrend  dieses  Hilfsmittel  im  Bereiche  der  rationalen 
Funktionen  entbehrt  werden  könnte,  weil  hier,  zwar  nicht  jedem  Prim- 
teiler selbst,  wohl  aber  dem  Quotienten  zweier  beliebiger  Pritndivisoren 
eine  und  nur  eine  lineare  Funktion  von  0  entspricht 

Ein  ganz  ahnlicher  Unterschied  besteht  nun  in  der  Zahlentheorie 
zwischen  den  rationalen  und  den  algebraischen  Zahlen.  Ist  nämlich  | 
eine  algebraische  Zahl,  d.  h.  die  Wurzel  einer  Gleichung 

«fcf +*-if~,+--  -  +  ^1  +  ^  =  0 

mit  rationalen  Zahlkoeffizienten,  und  J?(£)  der  Körper  der  Zahlen, 
welche  ans  |  durch  Anwendung  der  vier  rationalen  Rechenoperationen 
hervorgehen,  so  kann  jedes  Element  von  2T(£)  ebenso  wie  eine  ratio- 
nale Zahl  in  Primfaktoren  zerlegt  werden;  aber  diese  Primfaktoren 
sind  hier  im  allgemeinen  nicht  Zahlen,  sondern  Divisoren,  cL  h.  sie 
können  nur  als  „ideale"  gemeinsame  Teiler  mehrerer  Zahlen  oder  durch 
Adjunktion  formaler  Bildungen,  die  außerhalb  des  Bereiches  JT(|) 
liegen,  dargestellt  werden.  Die  groüsen  durch  diese  Eigentümlichkeit 
entstehenden  Schwierigkeiten  wurden  für  Zahlkörper  durch  die  Unter- 
suchungen von  Kummer,  Kronecker  und  Dedekind  überwunden. 
Diese  Analogie  wurde  aber  auch  für  Dedekind  und  Weber  der 
Ausgangspunkt  für  eine  völlig  strenge,  mit  rein  arithmetischen  Begriffs- 
bildungen operierende  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  (1880),  durch 
welche  im  Zusammenhange  mit  allgemeineren,  aber  im  einzelnen 
weniger  tief  eindringenden  Untersuchungen  Kroneckers  ein  weit- 
gehender Parallelismus  in  den  grundlegenden  Gesetzen  der  beiden  dem 
Gegenstande  nach  so  verschiedenen  Theorien  offenbart  wurde. 

Aus  einer  Neubegründung  und  Fortbildung  dieser  arithmetischen 
Theorieen  sind  die  hier  vorliegenden  Vorlesungen  erwachsen.  Sie 
unterscheiden  sich  aber  von  der  Theorie  von  Dedekind  und  Weber 
aulser  in  der  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  verschiedenen  Punkten 
von  allgemeiner  methodischer  Bedeutung,  welche  hauptsachlich  unter 


Digitized  by 


Google 


702  Achtunddreifsigste  Vorlesung. 

drei  Gesichtspunkte  subsumiert  werden  können.  Erstens  führen  sie 
von  vornherein  wieder  das  prinzipielle  Hilfsmittel  der  Reihenentwicke- 
lungen  ein,  welches  zunächst  in  arithmetischer  Gestalt  auftritt,  bald 
aber  auch  dazu  dient,  den  Zusammenhang  mit  der  Lehre  von  den 
analytischen  Funktionen  und  von  der  Biemannschen  Fläche  von  Anfang 
an  aufrecht  zu  erhalten;  hierdurch  wird  es  auch  ermöglicht,  alle  auf- 
tretenden Gröiaen,  z.  B.  auch  das  Fundamentalsystem  eines  Moduls  oder 
Ideals  und  die  sämtlichen  Integrale  erster  Gattung,  für  ein  ganz  beliebiges 
algebraisches  Gebilde  wirklich  herzustellen  und  die  charakteristischen 
Eigenschafben  des  Fundamentalsystems  eines  Ideals  vollständig  an- 
zugeben (vierzehnte  Vorlesung).  Zweitens  befreien  sie  die  im  Mittel- 
punkte der  ganzen  Untersuchung  stehende  Lehre  von  den  Divisoren 
von  der  Gebundenheit,  die  ihr  noch  eigen  war,  indem  überall  aufser 
den  ganzen  auch  die  gebrochenen  Divisoren  eingeführt  werden,  indem 
ferner  die  Klasseneinteilung  ebenfalls  auf  diese  gebrochenen  Divisoren 
bezogen  und  hierdurch  erheblich  vereinfacht  wird,  endlich  indem  durch 
geeignete  Definitionen  äquivalente  Divisoren  aufeer  der  Multiplikation  und 
Division  auch  der  Rechenoperation  der  Addition  und  Subtraktion  zugäng- 
lich gemacht  werden;  hierdurch  kann  vor  allem  auch  der  Beweis  des 
Riemann-Rochschen  Satzes  ganz  außerordentlich  vereinfacht  werden. 
Drittens  wird  auf  der  so  gewonnenen  Grundlage  die  algebraische  Unter- 
suchung nunmehr  weitergeführt  bis  zu  dem  Punkte,  wo  sie  mit  der 
Theorie  der  algebraischen  Kurven  und  der  der  Abelschen  Integrale  in  leb- 
hafte Wechselbeziehung  tritt;  dies  hat  u.  a.  zu  der  neuen  Einführung  der 
Verzweigungsdivisoren  einer  Schar,  einer  auf  arithmetischer  Grundlage 
ruhenden  Behandlung  der  Kurven  Singularitäten,  einer  im  wesentlichen 
neuen  Grundlegung  der  Theorie  der  Raumkurven,  und  zu  tiefer  ein- 
dringenden Untersuchungen  über  die  Klassen  algebraischer  Gebilde 
und  die  Periodizität  der  Abelschen  Integrale  Anlafs  gegeben.  Es  war 
unser  Wunsch  dabei,  der  arithmetischen  Theorie  neben  der  ihr  von 
Natur  eigentümlichen  Strenge  und  Allgemeinheit  auch  diejenige  Ge- 
schmeidigkeit zu  geben,  welche  sie  vor  Einseitigkeit  bewahrt  und  für 
die  Erfüllung  der  zahlreichen  ihr  obliegenden  Aufgaben  fähig  macht 
Um  dies  an  einem  Beispiele  darzulegen,  werde  hier  erwähnt,  dafe 
die  Lehre  von  den  Divisoren  mit  der  von  Klein  ausgebildeten 
Theorie  der  homogenen  Formen  am  algebraischen  Gebilde  in 
innigsten  Zusammenhang  tritt  und  für  diese  einen  einfachen  und 
von  transcendenten  Hilfsmitteln  freien  Boden  gewinnt  Eine  in  diesem 
Sinne  ausgestaltete  arithmetische  Theorie  vermag  aber  nach  unserer 
Meinung  ohne  Mühe  überhaupt  jede  Bereicherung  in  sich  aufzunehmen! 
die  ihr  von  irgend  einer  Seite  her  zugeführt  wird. 


Digitized  by 


Google 


Sachregister. 


Abelsches  Integral  869. 
Abelschea  Theorem  667. 

für  Integrale  erster  Gattung  668. 

für  Integrale  aweiter  Gattung  671. 

für  Integrale  dritter  Gattung  678. 
Abhängigkeit  der  Integrale  vom  Para- 
meter 866.  867.  608.  604.  666.  667. 
Adjungierte  Kurven  416.  482. 
Algebraische  Funktion  26. 
Algebraische  Kurven  oder  Gebilde  866. 
Altemierende  Form  629. 
Analysis  sitae  824.  668.  618.  640. 
Analytische  Funktion  18. 
AnaljtischeFortsetasiingeinerFanktionl9. 

der  algebraischen  Funktionen  87. 

der  Abelschen  Integrale  280.  821. 
Äquivalenz 

der  Basissysteme  169. 

der  Divisoren  (absolut)  261. 

der  Divisoren  in  Beziehung  auf  eine 
Klasse  487.  676. 

der  Integrationswege  614. 

der  Fundamentalsysteme  von  Perioden- 
wegen 688. 
Auflösung  der  Singularitäten  einer 
Kurve  897.  402.  418. 

Basis,  Basissysteme 
des  Körpers  120. 
eines  Funktionenmoduls  169. 
äquivalente  Bassissysteme  169. 
normale  „  167. 

Bilinearformen  628. 

Birationale  Transformation  des  Körpers 
286.  416.  484.  628. 

Canonische  Zerschneidung  der  Riemann- 

schen  Flache  381.  640. 
Charakteristik  zweier  Integrationswege 

609. 
Charakteristikenform  628. 
Corresidualitat  484. 
Cyklische  Perioden  840.  667.  668. 


Beterminantenteiler 
einer  Matrix  174. 
eines  normalen  Systems  178. 
ihre  Bestimmung  192. 
Diagramm  42.  696. 
Differential 
rationales  269. 
algebraisches  287. 
Differentialklasse 
des  rationalen  Körpers  276. 
des  algebraischen  Körpers  296.  807. 
602. 
Differentialteiler 
des  rationalen  Differentials  274. 
des  Abelschen  Differentials  294. 
einer  Funktionenschar  468. 
Differentiation  eines  Integrals  nach  dem 

Parameter  867.  687. 
Dimension  der  Divisorenklasse  262. 
Diskriminante 
einer  Gleichung  26.  896. 
ihr  wesentlicher  und  auüserwesent- 
licher  Teiler  894.  896. 
des  Körpers  394.  406. 
Divisoren  (s.  auch  Teiler) 
im  rationalen  Körper 
Definition  6.  18. 
Ordnung  des  Divisors  13. 
in  algebraischen  Körpern 
Definition  146.  168. 
Ordnung  des  Divisors  147. 
teilerfremde  Divisoren  149. 
konjugierte  Divisoren  167. 
komplementäre  Divisoren  281. 
linear  abhängige  und  unabhängige 

Divisoren  267. 
äquivalente  Divisoren 
absolut  261. 
relativ  437. 
corresiduale  Divisoren  434. 
Yerzweigungsdivisor 

einer  Biemannschen  Fläche  219. 
einer  Divisorenschar  468. 
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Divisoren  in  algebraischen  Körpern 
Divisor  der  Doppelpunkte  oder  der 
singulären  Punkte 

a)  bei  ebenen  Kurven 

im  gewöhnl.  Sinne  883.  898. 
im  projektiven  Sinne  426. 

b)  bei  Baumkurven  478.  481. 
Divisor   der  stationären    oder    der 

Bückkehrpunkte 

a)  bei  ebenen  Kurven  442. 

b)  bei  Baumkurven  462. 
Divisor  der  Wendepunkte 

a)  bei  ebenen  Kurven  448. 

b)  bei  Baumkurven  466. 
Divisor  der  stationären  Tangenten 

einer  Baumkurve  464. 
Divisor  der  stationären  Schmiegungs- 
ebenen   oder  der  Wendeberüh- 
rungsebenen  465. 
Divisorenscharen  421.  460. 
Doppelpunkte 
einer  ebenen  Kurve  870. 
einer  Baumkurve  467. 
scheinbare  Doppelpunkte  einer  Baum- 
kurve 469. 

Einfach     zusammenhängende    Flächen 

326. 
Einheitsform  629. 
Einheitsfunktion 

rationale  Einheitsfunktion 
für  eine  Stelle  2. 
for  den  ganzen  Bereich  23. 

algebraische  Einheitsfunktion  76.  152. 

transcendente  Einheitsfunktion  660. 
Einheitsklasse  der  Divisoren  165.  260. 

316. 
Einheitssystem  127. 

Element  der  analytischen  Funktion  18. 
Element  des  Körpers  112. 
Elementarintegrale 

Definition  278. 

erster  Gattung  298.  806.  338.  569. 

zweiter  Gattung  278.  310.  338.  671. 

dritter  Gattung  278.  310.  340.  581. 
Elementarteiler 

eines  Systems  181.  638. 

reduzierte  Elementarteiler  eines  alge- 
braischen Systems  186. 


Elementartransformationen 

eines  Systems  von  ganzen  Funktionen 
162. 

eines  Systems  von  ganzen  Zahlen  634. 
Elliptische  Gebilde  485. 488. 584. 660. 684. 

Flächen  durch  Baumkurven  474. 
Fundamentalsysteme 
für  ein  Ideal  206. 

rar  die  Integrale  zweiter  Gattung  574. 
von  Periodenwegen  624. 
Funktionen 
analytische  Funktionen  18. 
rationale  Funktionen  1. 
algebraische  Funktionen. 
Definition  25. 

Grad  oder  Ordnung  der  Funktion  166. 
die     einem     Divisor     zugeordneten 
Funktionen  217. 
Funktionenringe  410.  480. 

Ganze  rationale  Funktion  3. 

Ganze  algebraische  Funktion  76. 

Geschlecht  des  Körpers  264. 293.  300. 567. 

Gebilde  s.  Kurve. 

Gewicht  des  Punktes  einer  Biemannschen 

Fläche  494. 
Größter    gemeinsamer    Teiler     zweier 

Divisoren  148. 
Gruppe 
Definition  106. 

der  Gleichung  f{u,  z)=*0    107. 
von  Transformationen  in  sich  499. 630. 
537.  544.  685. 

Hauptform,  alternierende  629. 
Hauptklasse  der  Divisoren  165.  250.  316. 
Hauptkurve,  die  zu  dem  algebraischen 

Gebilde  gehörige  484. 
Hauptteil  einer  Funktion  8. 
Hyperelliptische  Gebilde  196.  884.  486. 

580.  649.  695.  688. 

Ideale  eines  Körpers  206. 
Idealnorm  221. 
Integrale 

erster  Gattung  278.  298.  806.  388.  669. 

663.  668.  674. 
zweiter  Gattung  278.  810.  838.  571. 

604.  615.  646.  666.  671. 
dritter  Gattung  278.  810.  340.  681.  601 
603.  657.  672. 
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Integrit&tsbereich    [Q]    der    Divisoren- 

klasse  (Q)  260. 
Irreduktible  Funktion  110. 
Irreduktibles    System     von    Integralen 

zweiter  Gattung  674. 
Irregulärer  Teil  der  Reihenentwickelung 

57. 

Klassen 
von  Divisoren 
Definition  250. 

Einheitsklasse  oder  Hauptklasse  250. 
Ordnung  der  Klasse  252. 
Teiler  der  Klasse  257.  266. 
Dimension  der  Klasse  262. 
Komposition  der  Klassen  268. 
Primitive  Klassen  268. 
von  Ordnungszahlen  492. 
von  Gleichungen  484.  514.  627.  628. 

589.  548.  561. 
von  Integrationswegen  614. 
Komplementäre  Divisoren  281. 
Komplementäre  Systeme  182.  226. 
Komposition 
der  DivisorenklaBsen  258. 
der  Systeme  und  Bilinearformen  126. 
681. 
Kongruenz  zweier  rationaler  Funktionen  6. 
Konjugierte  Punkte  und   Primfaktoren 

101.  167. 
Konjugierte  Systeme  182. 
Konvergenz  der  Reihenentwickelungen  68. 
Körper 
der  rationalen  Funktionen  1. 
der  algebraischen  Funktionen  112. 
Teiler  oder  Unterkörper  138. 
Geschlecht  264.  293.  300.  567. 
hyperelliptische   Körper    196.    384. 

486.  580. 
Körper  dritter  Ordnung  568. 
ordinäre  Körper  494.  544. 
Körper  vom  Geschlechte  Null  247. 

823.  466.  629. 
Körper  vom  Geschlechte  Eins  486. 

488.  534.  650.  684. 
Körper  vom  Gechlechte  zwei  488. 
Körper  vom  Geschlechte  drei  618. 
Körper  vom   Geschlechte  vier  616. 
Kritische  Punkte  29. 


Kurve 
algebraische  Kurven  365. 
adjungierte  Kurven  415.  482. 
Bestsatz  für  adjungierte  Kurven  435. 
Baumkurven 
ohne  Singularitäten  467. 
mit  Singularitäten  460.  478. 
ihre  Projektion  469. 
Kurve  der  Differentiale  erster  Gattung 

oder  Hauptkurve  484. 
einfach     und    mehrfach     überdeckte 
Projektionskurven  608. 

Iiegendreache  Relation  660. 
Logarithmische  Perioden  840.  657. 
Logarithmische     Stelle     der     Integral- 
funktion 270.  288. 

Matrix  einer  Basis  des  Körpers  121. 
Rechnung  mit  Matrizen  126.  628. 
Determinantenteiler  einer  Matrix  174. 
Mehrfach    zusammenhängende   Flächen 

826. 
Mehrfacher  Punkt  einer  Kurve  870.  418. 
467.  487. 

mit  getrennten  Tangenten  374.  894. 
Methode  der  Bandintegration  848. 
Moduln 
von  Funktionen  des  Körpers  K(0,u)  159. 
additive  Moduln  von  Zahlen  493. 
Periodizitätsmodul  283.  888.  340.  644. 

667. 
Moduln  einer  Klasse  algebraischer  Ge- 
bilde 614. 527. 528. 634. 539. 548. 661. 
Multiplikator,    der   zur   Klasse   Q    ge- 
hörige 262. 

Hennerdivisor  148. 

Noethers   Satz  über  die  Potenzen  der 

Differentialklasse  602. 
Norm 
einer  Gröfse  des  Körpers  117. 
eines  Divisors  163. 
eines  Ideals  221. 
Normale  Systeme  für  eine  Stelle  (s=a)167. 
Normalform  einer  alternierenden  Form 

636. 
Normalgleichungen 
Definition  528. 

spezielle  Normalgleichungen  513.  620. 
526.  630.  536.  689.  649.  557. 
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Normierung 

algebraische  348.  570.  593. 

tranBcendente  348. 
Ntülstelle 

bei  rationalen  Funktionen  3. 

bei  algebraischen  Funktionen  75. 

Ordnung 

eines  Körpers  138. 

eines  Divisors  147. 

einer  algebraischen  Funktion  156. 

einer  Divisorenklasse  252. 

des  Zusammenhangs  der  Biemannschen 
Flache  328.  563. 
Ordnungszahlen 

bei  rationalen  Funktionen  3. 

bei  algebraischen  Funktionen  144. 248. 

Partialbruchzerlegung 
für  rationale  Funktionen  16. 
für    Differentialteiler    und    Abelsche 
Integrale  315.  360. 
Partialsystem   von   der  Ordnung  q  för 

den  Punkt  »a  207. 
Perioden 
von  Integralen  rationaler  Funktionen 

282. 
von  Abelschen  Integralen  321. 338.  340. 

644.  657. 
logarithmische  und  cyklische  Perioden 
340.  657.  658. 
Periodenrelationen  348.  650,  656. 
Periodenwege  886.  614.  617. 
Periodizitätsmoduln  288.  388.  340.  644. 

657. 
Plückersche  Formeln  439.  440.  443.  446. 

459.  463.  464.  465. 
Pol 
einer  rationalen  Funktion  8. 
einer  algebraischen  Funktion  111. 
Primdivisor  6.  46. 

Primfunktionen,  transcendente  155.  660. 
Primitive  Divisorenklassen  268. 
Produkt 
zweier    Substitutionen    oder    Trans- 
formationen 106.  499. 
zweier  Matrizen  126. 
zweier  Bilinearformen  681. 
zweier  Divisorenklassen  258. 
Projektionen  der  Kurven  468.  503. 


Punkte 
kritische  29. 
einer  Biemannschen  Flache  99. 

Yerzweigungspunkte  100.  139.  140. 

konjugierte  Punkte  101.  157. 

Gewicht  eines  Punktes  494. 
einer  algebraischen  Kurve  369. 

Querschnitt  325. 

Quotient  zweier  Divisorenklassen  258. 

Rationale  Kurven  466.  529. 
Baumkurven  s.  Kurve. 
Beciproke  Systeme  129. 
Beduktible  Funktionen  110. 
Reduzierte  Elementarteiler  186.  192. 
Regulärer  Bereich  der  Gleichung  29. 
Regulärer  Teil  der  Reihenentwickelung 

67. 
Reguläres  Verhalten  der  Integralfunktion 

276. 
Relative  Primdivisoren  149. 
Residuum    des    Differentials    für    eine 

Stelle  271.  289.  841.  649. 
Bestsatz  435. 

Riemann-Rochscher  Satz  304.  364. 
Biemannsche  Kugelfläche 

Definition  99. 

Konstruktion  96. 

zusammenhängende    und    zerfallende 
Flachen  108. 

Zusammenhang  325.  563.  # 

Ordnung  des  Zusammenhangs  328. 563. 

ihre  Verzweigung  196. 

ihre  Zerschneidung  831.  640. 

zweiblättrige  Flachen  196.   334.  485. 
530.  549.  695.  683. 

dreiblättrige  Flächen  197.  552. 

vierblättrige  Flächen  201. 

Biemannsche    Fläche    einer    binomi- 
schen Gleichung  194. 
Bückkehrpunkt  einer  Kurve  376. 

Schnabelspitze  einer  Kurve  377. 
Selbstberührungspunkt  einer  Kurve  377. 
Singulare     Stelle     einer     analytischen 

Funktion  28. 
Singularitäten 

einer  ebenen  Kurve  870. 

einer  Baumkurve  460.  467.  478. 

einzweigige  und  mehrzweigige  373. 
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Spureiner  GröfsedesKörpers  117. 411. 668. 
Stelle 

endliche  und  unendlich  ferne  Stellen  2. 
singulare  Stellen   einer  analytischen 

Funktion  23. 
reguläre  Stellen  einer  Gleichung  29. 
logarithniische   Stellen  der  Integral- 
funktion 270.  288. 
Substitutionen  105. 
Substitutionsgruppen  107. 
Symmetrische  Form  629. 
Symmetrische  Funktionen  derGleichungs- 

wurzeln  26.  65. 
Systeme 

a)  quadratische  Systeme  126.  628. 

Elementarsysteme  128. 
reciproke  Systeme  129. 
komplementäre  Systeme  133. 
komplementäre      algebraische 
Systeme  226. 

b)  von  Integralen  zweiter  Gattung 

reduktibele  und  irreduktibele574. 
Fundamentalsysteme  572.  575. 

c)  von  Periodenwegen 

abhängige    und    unabhängige 

Systeme  617.  626. 
Fundamentalsysteme  624. 

Tangentialkoordinaten '  einer  Divisoren- 

schar  458. 
Teilbarkeit 

durch  einen  rationalen  Divisor  14. 
durch  einen  algebraischen  Divisor  146. 
147. 
Teiler  s.  auch  Divisor. 
Teiler  einer  algebraischen  Funktion 

für  die  Stelle  (*  =  a)  166. 
Teiler  eines  Körpers  188. 
gröfJater   gemeinsamer   Teiler    zweier 

Divisoren  148. 
Teiler  der  Divisorenklasse  257.  266. 
auiserwesentlicher    und    wesentlicher 
Teiler     der     Diskriminante     der 
Kurvengleichung  894.  395. 
Teilerfremde  Divisoren  149. 
Transformation 
Elementartransformation  161. 
eindeutige  oder  birationale  Transfor- 
mation d.  Körpers  236.  416.484. 528. 


Transformation 
lineare  Transformation  der  Perioden 

655. 
Transformation  des  Gebildes  in  sich 

498.  501.  530.  587.  544. 

Überdeckungen,  einfache  und  mehrfache 

503. 
Übergänge,  positive  und  negative  285. 

338.  608. 
Ufer,  linkes  und  rechtes,  eines  Schnittes 

94.  283.  382. 
Umgebung 
eines  Punktes 
der  Kugelfläche  12. 
der  Riemannschen  Fläche  99. 
eines  Punktsystems  der  Kugelfläche  12. 
Umkehrproblem  692.  695. 
Umlauf,  Umlaufskurve  80.  105.  281.  104. 

105. 
Unendlichkeitsstelle 
bei  rationalen  Funktionen  3. 
bei  algebraischen  Funktionen  111. 
Unterkörper  138. 

VertauschungBsatz  der  Differentiale  594. 
Vertauschung  von  Parameter  und  Argu- 
ment 

bei  Integralen  zweiter  Gattung  356. 604. 
bei  Integralen   dritter  Gattung  858. 
601.  608. 
Vertauschungssystem  128. 
Veirzweigungsdivisoren 
der  Riemannschen  Fläche  219.  249. 
einer  Schar  440. 

ihre  Darstellung  454. 
der  Hauptkurve  489. 
Yerzweigungspunkt  der   Riemannschen 

Fläche  100. 
Verzweigungszahl  219.  226. 

Weierstrafs-Punkte  490.  498.  541.  548. 

569. 
WindungspunktderRiemannschenFläche 

100. 
Wurzeln  der  Gleichung  f(u,  z)  =  0  63.  65. 

Zählerdivisor  148. 
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S.  5  Z.    1  v.  o.  lies  „welcher"  statt  „welche". 

„  16  „  15  v.  u.  lies  (*  —  cct)  statt  (s  —  Oj). 

„  29  „  16  y.  u.  ist  sti  der  Gleichung  die  Nr.  (2)  hinzuzufügen. 

„  36  „  14  v.  o.  lies  £  statt  ^. 

„  86  „    2  v.  u.  ist  hinter  „Reihe"  der  Buchstabe  u  ausgefallen. 

„  61  „    9  v.  u.  lies  9t£  statt  «<>. 

„    54  „    8  v.  u.  lies  (e-e0)**y0(e)  statt  (e-e«)20?«,^)- 

„    64  „    2  v.  u.  ist  90  hinzuzufügen. 

„    69   „    7  v.  u.  lies  (*  —  a)o"  statt  *  — «. 

„    68  „    4  v.  o.  lies  f(un  +  1,e)  statt  ft^t). 

„    64  „    7  v.  u.  lies  (*-<*)*  statt  (f-sO*- 

„  107  „  18  v.  u.  ist  81  durch  B  zu  ersetzen. 

„  127  „  4  v.  o.  und  8. 182  Z.  9  v.  u.  ist  unter  dem  Summenzeichen  der  Buch- 
stabe e  durch  e  zu  ersetzen. 

„  188  „  14  v.  o.  ist  das  Wort  „endliche"  fortzulassen. 

„  158  „  15  v.  u.  hinter  „Divisor"  ist  einzuschalten  „nie  mehr,  als". 

„  162  „  14  v.  o.  hinter  „von  «"ist  einzuschalten  „sind". 

„  209  „  16  v.  u.  Hes  ^  +  »  +  <  +  D  fltatt  ,*■ +  *  +  «-!>. 

„  216  „    4  v.  o.  ist  vor  „jeder"  einzuschalten  „an". 

„  281   „    7  v.  u.  lies  S.  218  statt  S.  248. 

„  282  „  15  y.  u.  lies  n*  statt  n. 

„  287  „    1  y.  u.  lies  y  statt  y. 

„  241   „    4  v.  o.  lies  p*  statt  nh  und  Z.  8  v.  u.  lies  D(x,a,b)  statt  D(w,ayb). 

„  269  „  10  y.  o.  lies  „eines  rationalen  Differentiales"  statt  „einer  rationalen 
Funktion  von  *". 

„  283  „    3  v.  u.  lies  p®  statt  p{\ 

„  285  „    6  v.  u.  sind  die  Differentiale  und  ta  dz  zu  vertauschen. 

Z  —  cc 

„  811  „  16  v.  o.  lies  $*  +  *  statt  JJ*-1. 

„  887  „    8  v.  u.  lies  •fly-«Wp  statt  •  <»i)-s»<*c). 

„  388  „    6  v.  o.  lies  cö($)  statt  a»($). 

„  339  „    4  v.  u.  lies  „linken"  statt  „rechten". 

„  867  „  19  v.  o.  Ues  »'^^(O)  statt  »ClDs(0). 

„  384  „  11  v.  o.  lies  (4)  statt  (8). 

„  394  „    9  u.  10  v.  u.  lies  27^t  statt  2^,. 

„  895  „    6  v.  o.  lies  §  8  statt  §  2. 

„  520  „    2  v.  u.  lies  (6)  statt  6. 


Druck  yon  B.  6.  Tenbner  in  Dresden. 
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